UNIVERSITATEA TITU MAIORESCU

Facultatea de Stiinta si Tehnologia Informatiei

Conf. univ. dr.
VALENTIN GARBAN

Lect. univ. dr. Asist. univ.drd.

SIBICEANU MARIANA ZANFIR VERONICA

ALEEERA § GEOMETRIE

Curs pentru inviatiméntul la distanta

e ditur a
HH universitatii

Tt Maioresce

BUCURESTI - 2008



UNIVERSITATEA Titu MAIORESCU BUCURESTI
Facultatea Stiinta si Tehnologia Informatiei
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ALGEBRA SI GEOMETRIE

Algebra este una din disciplinele de pregdtire fundamentala care, pentru profilul
INFORMATICA, este impusi de citre Agentia Nationald pentru Asigurarea
Calitatii in Invatimantul Superior (ARACIS) ca esentiald pentru pregatirea
studentilor si pentru depdsirea procedurilor de evaluare si acreditare. Modul de
prezentare a acestui material are In vedere particularitdtile invatdmantului la
distantd, la care studiul individual este determinant. Pentru orice nelamuriri fata
de acest material va rugam sa contactati tutorele de disciplina care are datoria s
va ajute oferindu-va toate explicatiile necesare.

Disciplina de Algebra (semestrul I) isi propune urmatoarele obiective specifice:

= Formarea la studenti a capacitatilor de a rationa modern matematic;

» [dentificarea corectd a tuturor dimensiunilor unei probleme matematice
precum si a procedurilor ce pot fi utilizate pentru rezolvarea acestora;

* O comparatie critica a metodelor de rezolvare evidentiind, eventual, calea
optima de solutionare;

= Stabilirea de conexiuni cu celelalte discipline de factura matematica atat in
faza de formulare- reformulare a problemei cit si in ceeace priveste
modalitatile de rezolvare.

Va precizam de asemenea ca, din punct de vedere al verificarilor si al notarii, cu
adevarat importanta este capacitatea pe care trebuie sa o dobanditi si sa o probati
de a rezolva toata tipologia de probleme aplicative aferente materialului teoretic
prezentat in continuare. De aceea va recomandam sa parcurgeti cu atentie toate
problemele rezolvate, sa rezolvati problemele propuse si de asemenea sd nu
ocoliti testele de autoevaluare; fiti convinsi ca examenul final apeleaza la tipurile
de probleme prezente in sectiunile mentionate anterior.

SUCCES!

Coordonator disciplind: Conf. univ. dr. Valentin GARBAN
Tutore: Asist. univ. drd. Veronica ZANFIR



MODULUL 1

SISTEME DE ECUATII LINIARE

In acest modul veti dobandi cunostinte referitoare la:

= Sisteme algebrice liniare neomogene;

= Sisteme algebrice liniare omogene;

* Compatibilitatea sistemelor algebrice liniare;

» Proceduri de rezolvare a sistemelor algebrice liniare;

= (Cazurile de nedeterminare si modul de obtinere a solutiei optime;

= Utilizarea calculatoarelor numerice pentru solutionarea sistemelor
algebrice liniare;

* Cunoasterea si utilizarea programelor de calcul dedicate solutionarii
sistemelor de ecuatii liniare.

Materialul trebuie parcurs 1n ordinea sa fireasca prezentata in continuare, inclusiv
in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu trebuie sa fie cea specifica
disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute cu creionul pe
tot parcursul textului. Va recomandam sa va constituiti un caiet de probleme si,
pentru fiecare tip de exercitiu, sd va fixati algoritmul de rezolvare pe etape.
Rezolvati cat mai complet problemele propuse si cele continute in testul de
autoevaluare.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 6 ore.



LECTIA L1

DEFINIREA SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE.
METODE FUNDAMENTALE DE REZOLVARE

In aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
= Definirea sistemelor algebrice liniare;
» Forme echivalente de scriere a sistemelor algebrice liniare;
» (Conexiuni intre diversele reprezentari ale sistemelor algebrice liniare;
» Proceduri fundamentale de rezolvare a sistemelor algebrice liniare;
= Algoritmizarea procedurilor de solutionare a sistemelor algebrice liniare;

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 3 ore.

LI.1.1. MODURI DE SCRIERE A SISTEMELOR. DEFINITII

Forma desfasurata de scriere a unui sistem de m ecuatii cu n necunoscute este
urmatoarea:

all.xl + a12X2 +...+ alnxn - bl
a21x1 + azzxZ +...+ aznxn - bz

A, X +a,,X, +...+a,,x, =b,

b, cui=12,.,m st j=1,2,...,n sunt elemente dintr-un corp comutativ

in care a;;,b,

K.
Corpul K poate fi, de exemplu, corpul R al numerelor reale, corpul Q al
numerelor rationale, corpul C al numerelor complexe, corpul Z, al claselor de
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resturi in raport cu numarul prim p etc. Elementele a; se numesc coeficientii

necunoscutelor, 1ar b, se numesc termenii liberi. Anume, a; este coeficientul lui
x; din ecuatia i, iar b, este termenul liber al ecuatiei i.

Forma concentrata de scriere este:

n

Zaijxj =b; i=12,..m
j=1

Sistemul se poate scrie si sub forma matriceala: A- X = B 1in care:

a, ap, .. a X b,

)y A4y a %) b,
A = n ;X = ,B =

A, Ay - Ay X, b,,

Elementele x;,x,,...,x, se numesc necunoscutele sistemului, care urmeaza

a se gasi in corpul K, pe cand a;; si b;, aflate tot in K, se considera cunoscute.

Numim solutie a sistemului un sir ordonat de elemente din K: xlo ,xg ,...,x,?

care puse in locul necunoscutelor x;,x,,...,x,, fac ca toate ecuatiile sistemului sa

fie satisfacute. Rezultd urmatoarea clasificare a sistemelor:

— Un sistem se numeste compatibil daci are cel putin o solutie. In acest
caz el se zice compatibil si determinat daca are o singurd solutie si
compatibil §i nedeterminat daca are cel putin doua solutii.

— Sistemul se numeste incompatibil dacd nu are nici-o solutie. De
exemplu urmatorul sistem este incompatibil:

2x+3y=1
4x+6y="5

Rezolvarea unui sistem inseamnd a stabili daca este compatibil sau
incompatibil, iar in caz de compatibilitate rezolvarea sistemului presupune
gasirea tuturor solutiilor sale.

Printre metodele de rezolvare mentiondm ,, metoda lui Cramer”, explicata
in manualul de algebra de clasa a-XI-a. Aceasta metodda se aplica in cazul
particular cand sunt indeplinite urmatoarele conditii: Tn scrierea matriceala a
sistemului, 4- X = B, matricea A este patraticd (deci numarul de ecuatii este egal
cu numirul de necunoscute) si determinantul matricei 4 este nenul. In acest caz,
dupd cum se stie, sistemul este compatibil si determinat.



LI.1.2. METODA ELIMINARII SUCCESIVE PENTRU
REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARE

Sa consideram mai intai urmatorul sistem:

a;x; = b
a,x, =b,
(*) ;0 aprayc..ra, %0,

care este, bineinteles, compatibil i determinat, avand solutia:
b b _ b

X =—,X yeres Xy =
a a, a

Pe de alta parte sd remarcam ca asupra unui sistem se pot efectua o serie de
transformari care nu-i1 schimba multimea de solutii. Astfel de transformari sunt
numite transformari echivalente. Mentionam trei tipuri de transformari
echivalente care vor fi folosite in cele ce urmeaza:

L. Schimbarea ordinii ecuatiilor.

II.  Inmultirea unei ecuatii cu un factor nenul.

III.  Inmultirea unei ecuatii cu un factor oarecare (nul sau nenul) spre a se

aduna la o alta ecuatie.

Este evident cd transformarile enumerate mai sus nu schimba multimea de
solutii, adicd sunt transformadri echivalente. Importanta lor este relevatd in
urmatoarea:

Teorema

Printr-un sir de transformari de tipul I, II, III, orice sistem liniar poate fi
adus la o forma asemanatoare cu sistemul (*).

Demonstratie

Admitem pentru inceput ipoteza cd a;;, coeficientul lui x; din prima

ecuatie, este nenul. Pentru rolul pe care-1 va avea acest element, 1l numim pivot.
Aplicam sistemului transformari de tipul I, II sau III prin care vom face ca
X, care apare in prima ecuatie, deoarece coeficientul sdu, a;;, este nenul, sd nu

mai apard in celelalte ecuatii. De exemplu, pentru a face ca x; sd nu mai apard in
a doua ecuatie, se inmulteste ecuatia a doua cu q;,, (transformare de tipul II
deoarece a;; este nenul), apoi se inmulteste prima ecuatie cu (—a,;) spre a o

aduna la a doua (transformare de tipul II).
In general, pentru a face sa dispard x; din ecuatia i, se inmulteste ecuatia i

cu ag;; apoi se inmulteste prima ecuatie cu a; spre a o aduna la ecuatia i.
Transformand astfel toate ecuatiile sistemului, el va cdpata forma:



1)
ij

........................................................................

S-au marcat cu indicele superior (1) noii coeficienti i termeni liberi ai
ecuatiilor. Desi prima ecuatie a ramas neschimbatd, pentru uniformitate, au fost
marcati la fel si coeficientii si termenul liber ai acestei ecuatii. Spunem cda am
realizat prima iferatie asupra sistemului. In principiu in aceasti noui formi
sistemul se reduce la cel format din ultimele m —1 ecuatii: daca se rezolva acesta
din urma atunci prima ecuatie serveste la determinarea lui x; .

Se poate stabili nu numai formula, dar si o regula simpla de calculare a
coeficientilor si termenilor liberi pentru noua forma a sistemului, in afard de cei
din prima ecuatie, care agsa cum am mentionat, raman neschimbati.

djpXr ++ al X Fed a4 X, = by "(_ail)

Xy oty Xty X, = by

X1t AaXy  +od QX+t ay,x, =b,

Deoarece ecuatia i se Inmulteste cu a;; urmand apoi sa se adune acesteia
prima ecuatie inmultitd cu (—q;;) rezultd ca noul coeficient al lui x; in ecuatia i

J
lcula cu formula: a, = _ Se observi 5 15
se poate calcula cu formula: a;"" =a;1a; —a;a,;. Se observa urmatoarea regula

G A < :
de calculare a lui aij( ) ducand o sageatd care uneste pivotul a;; cu elementul a;

care urmeaza a fi transformat, aceastd sageatd este diagonala dreptunghiului

marcat in figurd; potrivit formulei, cu ajutorul acestui dreptunghi, se poate calcula

(M
i

pivotul si produsul elementelor de pe cealalta diagonala. Din cauza acestei reguli
geometrice, aceastd metodd de rezolvare a sistemelor se mai numeste si metoda
dreptunghiului.

Asa cum am facut ca x; sd rdimand numai in prima ecuatie, putem face ca
M

a ca diferenta dintre produsul elementelor de pe diagonala care contine

X, sa apard numai in a doua ecuatie cu conditia ca a,, ', noul coeficient al lui

x, din ecuatia a doua, s fie nenul. $1 asa mai departe.



Sa revenim asupra ipotezel asumate mai sus, anume ca a;; este nenul.
Dacd qa;; este nul inseamnd ca x; nu apare in prima ecuatie. Daca apare intr-o

alta ecuatie, de exemplu 1n a doua, atunci schimband intre ele prima si a doua
ecuatie (deci o transformare de tipul I) se ajunge cd in noua forma a sistemului
este Indeplinitd conditia cd a;; este nenul.

- - . . . 1 . o 4w
Dacd dupa a doua iteratie coeficientul azz() este nul atunci cautdm o

ecuatie (in afard de prima) in care coeficientul lui x, este nenul si o schimbam cu

a doua (sau reordonam oricum ecuatiile astfel ca sd aducem acea ecuatie pe locul
doi) si continuam procesul de iteratie.

Se poate Intdmpla ca x, sd nu apard in nici o ecuatie in afara de prima, asa
incat pe a doua coloand nu poate fi ales nici un pivot. In aceasta situatie
schimbam ordinea necunoscutelor trecand necunoscuta x, pe ultimul loc si se

continud procesul de iteratie cu noua forma a sistemului.
Sa mai remarcam ca in formele succesive pe care le capata sistemul putem
sa nu mai mentiondm necunoscutele. In fond se modificdi numai coeficientii

necunoscutelor si termenii liberi, adica matricea extinsa, (A‘B), a sistemului,

care sufera transformari (numite iteratii) succesive. Din cele spuse mai sus rezultd
urmatoarele reguli de calculare a unei iteratii:

— Se stabileste pivotul.
— Elementele de pe linia pivotului se transcriu neschimbate.
— Elementele de pe coloana pivotului (in afard de pivot) se Inlocuiesc cu 0.

— Toate celelalte elemente (care nu sunt nici pe aceeasi linie nici pe aceeasi
coloanad cu pivotul) se transforma dupa regula dreptunghiului.

Schema derularii iteratiilor asupra matricei extinse este urmatoarea:

(4|B) > (A(l) \B(l) ) - (A(z) \B(Z) ) ..

all(r) 0o .. 0 al,rﬂ(r) al,n(r) bl(r)

0 azz(r) 0 a2,r+1(r) azjn(r) bz(r)

- (A(r) ‘B(r) ) - 0 0 al’,r(r) ar,r+l(r) ar,n(r) br(r)
0 0 0 ar+1,r+l(r) ar+1,n(r) br+1(r)

O 0 O am,l"'f‘l(r) am,n(r) bm(r)




Sa observam acum cad dacd dupa r iteratii procesul de iteratie nu se mai

poate continua atunci blocul marcat din matricea (A(r) ‘B(r)) este nul.

Intr-adevar, dacd, de exemplu, a,,, +1(r) ar fi nenul, atunci alegdndu-1 pe acesta

drept pivot s-ar putea continua procesul de iteratie. Dacd pe prima coloand a
acestui bloc ar fi un element nenul, facand o schimbare de linii s-ar ajunge in
(r)

situatia ca a,,, ,.,; ~ este nenul. Dacd prima coloana a blocului este nula, dar un

element de pe a doua coloana a blocului este nenul, atunci schimbam ordinea
necunoscutelor aducidnd necunoscuta » +2 pe locul 7 +1 si atunci prima coloana
a blocului ar deveni nenula.

Se poate scrie forma pe care a capatat-o sistemul dupa cele r iteratii:

(r) (r) ", _p )
ayp X Ay Xy Featay, X, =D

() (r)

", g )
Ay Xy Ay pp X Fetay, X, =b

..............................................................

..............................................................

Observim ca: daci cel putin unul dintre elementele: b,,," b..,",...b, "

este nenul atunci sistemul este incompatibil. Asadar, daca cel putin unul dintre
termenii liberi de pe liniile pe care nu s-a ales pivot este nenul, atunci sistemul
este incompatibil.

in caz contrar, adicd dacd b,,,"? =0,5.,") =0,...,5,") =0, vom arita ca
sistemul este compatibil si-1 vom determina toate solutiile.

In primul rind si constatim ca in acest caz din sistem putem pastra numai
primele » ecuatii.

Mai departe sa impartim cele n necunoscute in doud clase: primele r, care
corespund coloanelor pe care s-au ales pivoti, le numim necunoscute principale,
iar celelalte le numim necunoscute secundare. Atribuim necunoscutelor
secundare valori arbitrarii: x,,; =A[,X,,, =A,,...,X, =A,_, pe care le inlocuim
in sistem.

Pastrand in membrul stdng numai necunoscutele principale, sistemul
devine:



(r) (r) (r) (r) (r)
QX = Ay M Ay Ay —eem gy Ry
(r) (r) (r) (r) (r)
() Ay Xy ==y ) M Ay Ay — ey Ay, Dy
) ( )
arr(r Xp =7y 11 ”)7\‘1 - ar,r+2(r 7\‘2 T ar,n(r)}“n—r +br(r)

Deoarece coeficientii necunoscutelor sunt nenuli (ei se obtin prin produse
ale pivotilor) rezultd ca sistemul a cdpdtat forma (*), asa cum s-a mentionat in
enuntul teoremei. Putem scrie solutia generala a sistemului:

.xl = 0117\41 +0127L2 +"'+Cl,n—r7\‘n—r +C1
X2 = 0217\,1 + 0227\42 +...+ C2,n—r7\‘n—r + Cz
X, = Mtk ot A, T,
Xep1 = }‘“1
Xry2 = Ay
L *n = }\‘n—r
unde am notat:
(r) (r) (r) r
oo Gt G o= Gner n" etc
11 u r) ° 12 a (ry 7 Ln—r u r) ° 1 u (r) .
11 11 11 11

Denumirea de ,solutie generald” semnifica faptul ca orice solutie a
sistemului are forma de mai sus, adicd se obtine prin fixarea valorilor
Ai>sAy,...sh,_, ale necunoscutelor secundare. Intr-adevdr, sistemul scris sub

forma (**) are o singura solutie.
Solutia generald a sistemului se poate scrie i sub forma matriceala:

X :}\’IXI + 7\.2X2 +...+ KI’Z—VXI’Z—I’ + XO

unde am notat:
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0

€12

€2

)

0

an—r

Cln—r

1

0

Observam ca in timp ce X, este solutie a sistemului (ea se obtine dand
tuturor necunoscutelor secundare valoarea zero) celelalte matrice coloana:

X1, Xy, X

n—r

nu sunt solutii decat in cazul cand matricea X, este nula.

In incheiere si observam ca dacd numairul  al necunoscutelor principale
(care este egal cu numarul pivotilor sau cu numarul iteratiilor) este egal cu n,
numarul total al necunoscutelor, atunci nu mai sunt necunoscute secundare si deci
sistemul este determinat. Numarul necunocscutelor secundare, n —», se numeste

gradul de nedeterminare al sistemului.

A) Sa se rezolve sistemul:

Rezolvare:

(4B)=

Cele trei iteratii s-au calculat dupa regula de calculare a iteratiilor:

() 1 -3
12 1
3 -1 2
4 2 -2
384 0
0 192
0 0
0 0

LI.1.3 EXEMPLE
[(2x+y-3z=1
x+2y+z=3
3x—y+2z=2
4x-2y—-2z=0
1 2 1 31 6 0 —14-2
3 0 55 0 3 5|5
= <:3 =
2 0 -5 13|1 0 0 (63|28
0 0 -8 8|4 0 0 64|28
01264
01180
64| 28
0] 0

— Linia pivotului se transcrie.

— Elementele de pe coloana pivotului (in afara de pivot) se inlocuiesc cu 0.
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— Celelalte elemente se transforma dupa regula dreptunghiului.

Dupa trei iteratii procesul de iterare s-a incheiat, el nu mai poate fi
continuat.

Deoarece pe unica linie pe care nu s-a ales pivot termenul liber este nul
rezultd ca sistemul este compatibil.

Numarul de necunoscute principale este egal cu numarul pivotilor, adica
trei, care este egal cu numarul tuturor necunoscutelor. Deci toate necunoscutele
sunt principale, adica sistemul este determinat.

Dupa a treia iteratie sistemul a ajuns la urmatoarea forma:

11
X=—
384x =264 16
192y =180 care are solutia: { y = %
64z =28 ;
zZ =—
16
B) Sa se rezolve sistemul:
x—=2y+3z+ t=0
2x—4y+ z-3t=1
x+ y— z+4t=3
4x -5y +3z+2t=2
Rezolvare:
-2 3 10 1 =2 3 1]0
(4B) 2 =+ 1 3l 0 0 -5 —5|1
Lolo-1 43 710 4 33
4 -5 3 22 0 3 -9 -2
3 0 1 916 -45 0 0 -120[-93
03 -4 313 0 —45 0 —105-33
: .
0 0 C13 -153 0 0 -15 15| 3
0 0 -15 -15|-3 0 0 0 0 90

Dupa trei iteratii procesul de iterare s-a incheiat. Deoarece pe singura linie

pe care nu s-a ales pivot termenul liber este nenul rezultd cd sistemul este
incompatibil.
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De remarcat faptul ca dupa prima iteratie elementul de pe linia a doua si
coloana a doua a devenit nul deci nu s-a putut considera drept pivot. Tot pe
coloana a doua dar linia a treia se afla numarul 3 care, fiind nenul, se poate lua
drept pivot. Linia a treia s-a copiat neschimbata pe locul doi iar transformata
liniei a doua a trecut pe locul doi astfel incat pivotii sa apard pe diagonala.

C) Sa se rezolve sistemul:
2x; +3xy) —x3 —6x4 + x5 =3
4x; —xy +3x3 —2x, +2x5 =1

6x; +2x5 +2x; —8x, +3x5 =4

Rezolvare:
3 -1 -6 1|3 2 3 -1 -6 1|3
(4]B)=|4 -1 3 -2 @ 10 20 0/-10|=
6 2 2 -8 34 ~14 10 20 0|-10
28 0 -16 24 —14‘—12
=| 0 -14 10 20 0 |-10
O 0 0 0 0 \ 0

Dupa doua iteratii procesul de iterare s-a incheiat. Sistemul este compatibil
deoarece pe singura linie pe care nu s-a ales pivot termenul liber este nul. Sunt
doud necunoscute principale: x; §i x, corespunzatoare primelor coloane pe care

s-au ales pivoti. Celelalte trei necunoscute sunt secundare si lor le atribuim valori

arbitrarii:

Xy=0, X4 =0, x5=7y

Obtinem astfel solutia generald a sistemului:

e _—i(X'FQB—l _|_§
1A
10. 5
a+—PB+=
7l3

Xy = 7

X3

5
7%
(04
p
Y

13



_4 6 | 3
7 7 - 7
2
5 10 0 5
Notand: X, =| 7 |, X,=| 7|, X5= 0 I Xo=|7| solutia se
1 0 0
0 1 0 0
0 0 ! 0

poate scrie sub forma matriceala: X =oX; +BX, +yX; + X, unde am notat cu X
matricea coloana a necunoscutelor.

LI1.1.4. Exemple propuse

EI.1.1. Sa se rezolve sistemul algebric liniar

-

L,5x,—3,2x, + 6x;, +4x, + x, +0,3x, = 0,82

-3,6x, +2,5x,-1,8, -0,6x, +2x, = 0,59
3x,—5x,+0,7x; —1,4x, —4,2x, =-3,92

X, —2x, +3x, —1,8x, +11x, =1,91

-3,2x, +0,5x, +2,5x, +1,1x, +3,8x, +4,6x, =1,89
—5x, +x, +0,5x; +3x; —4x, =-0,24

~

EI.1.2. Pentru sistemul algebric anterior aplicati metoda Gauss.

EI.1.3. Fie sistemul algebric liniar Ax =b unde A si b sunt explicitate mai jos

1 | 1 T 1]
a a a
A: 1 .2 .n b _ bl
_aln—l a;—l . az—l ] _bln—l |

a) Sa se calculeze det (A)

b) In ce conditii matricea A este nesingulara

c) Pentru A nesingulara sa se determine inversa sa

d) In situatia de la ¢) determinati solutia sistemului algebric liniar.
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LECTIA 1.2

SISTEME DE ECUATII LINIARE OMOGENE

In aceasti lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
» Definirea sistemelor algebrice liniare omogene;
= Forme echivalente de scriere a sistemelor algebrice liniare omogene;
= Calculul rangului unei matrice;
= Existenta solutiei nenule;
* Teoreme fundamentale pentru discutia compatibilitatii sistemelor algebrice
liniare;

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 3 ore.

LI.2.1. SISTEME OMOGENE

Clasificarea sistemelor omogene

Un sistem se numeste omogen daca toti termenii sai liberi sunt nuli. Este
usor de vazut ca daca termenii liberi sunt nuli atunci ei raman nuli si in decursul
iteratiilor. Ca urmare atunci cand rezolvam un sistem omogen nu este nevoie sa
mai mentionam coloana termenilor liberi, de vreme ce ea raimane neschimbata.

Atribuind tuturor necunoscutelor valoarea zero obtinem, evident, o solutie
a sistemului numita solutia banala. Prin urmare un sistem omogen nu poate fi
incompatibil, de vreme ce are cel putin o solutie. Deosebim insd doud cazuri:
sistemul poate fi determinat sau nedeterminat. Mai precis, un sistem omogen este:

— determinat, daca admite numai solutia banala.

— nedeterminat, daca admite cel putin o solutie nebanala.

Sistem fundamental de solutii
Sa mai observam ca in scrierea matriceala a solutiei generale a unui sistem
omogen coloana X,, care este Intotdeauna o solutie a sistemului, in cazul

sistemului omogen aceasta este tocmai solutia banald. Ca urmare forma
matriceala a solutiei generale a unui sistem omogen este urmatoarea:
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Se vede cd in cazul sistemului omogen nu numai X, dar si celelalte

coloane: X|,X,,...,X

pentru: A, =1,A, =0,...,A,_.=0. Spunem cd solutia generala X (in cazul

4 sunt solutii ale sistemului. De exemplu, X, se obtine
sistemelor omogene) este o combinatie liniara a solutiilor X, X,,...,X
Solutiile X, X5,...,X

n—r

n—r:
ale unui sistem omogen au urmatoarele

proprietati care definesc notiunea de sistem fundamental de solutii:
— Numarul lor este egal cu gradul de nedeterminare al sistemului.
— Solutia generald a sistemului este o combinatie liniard a solutiilor
D €0, CH. &

re

Sistemul omogen atasat unui sistem oarecare
Dat fiind sistemul liniar scris sub forma matriceala AX = B lui ii atasam
sistemul omogen, avand aceeasi matrice a coeficientilor, iar coloana B a
termenilor liberi o Inlocuim cu coloana nula: 4AX =0.
Intre solutiile generale ale celor douid sisteme liniare existi urmitoarea
legaturd: Daca X, este o solutie (particulard) a sistemului neomogen atunci

solutia generala a sistemului neomogen se obtine adundnd solutia sa particulara
X, cu solutia generala a sistemului omogen.

Intr-adevir, daci X' este o solutic oarecare a sistemului omogen, adica
AX'=0, atunci X = X'+ X, este o solutie a sistemului neomogen, deoarece :
AX =A(X'+X,))=AX"+ AXy=0+B=B.
Reciproc, dacd X este o solutie a sistemului neomogen, adicd AX =B,
atunci notand X' =X — X, avem pe de o parte X = X'+ X, iar pe de altd parte
X' este solutie a sistemului omogen:

AX'=A(X - X,)=AX —AX,=B-B=0.

LI.2.2. RANGUL MATRICELOR. CALCULUL RANGULUI
Definitii, notatii
Notam M (m,n;K) multimea matricelor de tip (m,n) formate cu elemente
din corpul comutativ K. O matrice de tip (m,n) inseamnd o matrice care are m

linii s1 n coloane. Dacd m =n, atunci spunem ca matricea este patratica de
ordinul n. Notam M (n; K') multimea matricelor patratice de ordinul #. O matrice

de tip (m,n) se poate scrie sub forma desfasurata:
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sau sub forma concentrata: A:(al-j);i:1,2,...,m;j:1,2,...,n, in care am

specificat elementul generic al matricei A, adicd elementul situat pe linia i si
coloana j. De exemplu, matricea unitate de ordinul n se scrie sub forma
I, i=j

concentrata astfel: 7, =(8,) in care §; = este cunoscut sub numele

0, i#j
de simbolul lui Kronecker.

Daca matricea A este o matrice patratica atunci ei 1 se asociazd un element
din corpul K numit determinantul matricei A, notat det(A) sau ‘A, care se

calculeaza dupa regulile explicate Tn manualul de Algebra de clasa a XI-a. Pe de
alta parte dintr-o matrice de tip oarecare (m,n) se pot extrage matrice patratice de

ordin 7 care ordin nu depaseste nici numarul liniilor si nici numarul coloanelor.

Definitie

Se numeste minor de ordinul r al matricei A determinantul unei matrice
patratice de ordinul 7 obtinute prin intersectarea a r linii cu r coloane din matricea
A. Asa cum am spus, numadrul » nu poate sd depaseasca nici numarul m al liniilor
nici numarul »n al coloanelor matricei 4 : » <min(m,n). Evident, minorii de
ordinul 1 sunt elementele matricei A. Numarul tuturor minorilor de ordinul » este
c, -C,.

Definitie

Se numeste rangul matricei A si se noteaza rang(A), numarul natural »
care indeplineste urméatoarele doua conditii:

1. Existd un minor de ordinul » nenul.

2. Toti minorii de ordinul 7 +1 sunt nul:.

Evident cd matricea nula nu are rang in sensul definitiei. Prin conventie
atribuim acestei matrice rangul zero.

Deoarece numarul minorilor unei matrice este, asa cum s-a mentionat,
foarte mare, pentru calculul rangului unei matrice vom elabora un algoritm care
nu foloseste in mod nemijlocit definitia. Exista totusi unele clase de matrice
pentru care rangul se poate stabili fara dificultate.

Exemplu
Matricea
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are rangul egal cu 7. n=r

Intr-adevir, sunt indeplinite cele doui conditii din definitia rangului:

— Existd un minor de ordinul 7 nenul, anume cel format cu primele 7 linii
si 7 coloane.

— Orice minor de ordinul 7 +1 contine cel putin o linie n afara de primele
r, care este nuld. Minorul respectiv este deci nul.

Algoritmul de calculare a rangului

La fel ca si in cazul sistemelor vom considera o serie de transformari ce se
pot efectua asupra unei matrice fara a-i schimba rangul. Anume:

I. Schimbarea ordinii liniilor sau coloanelor.

II. Inmultirea unei linii sau a unei coloane cu un factor nenul.

I11. Inmultirea unei linii cu un factor oarecare (nul sau nenul) spre a o

aduna la o altd linie. Analog pentru coloane.

Faptul ca aceste transformari nu schimba rangul unei matrice rezultd din
definitia rangului si din proprietatile determinantilor.

Proporzitie

Printr-un sir de transformari de tipul I, II, III orice matrice nenuld de tip
(m,n) se poate aduce la forma E,,, ...

Demonstratie

Fie A o matrice nenula de tip (m,n) si presupunem ca a;; #0. Aceastd
ipoteza nu este restrictivd deoarece dacd a;; =0 prin schimbari de linii §1 coloane
(transformari de tipul I) se poate aduce in locul lui a;; un element nenul.

Mai departe, pentru a face ca pe locul lui a,, sd apard zero, se fac
urmatoarele transformari:

— Se inmulteste linia a doua cu q;; (transformare de tipul II deoarece

a;; #0).

— Se inmulteste prima linie cu (—a,,) spre a o aduna la a doua —

_ (transformare de tipul III).

In mod analog se poate proceda si cu celelalte elemente de pe prima
coloana, astfel incat matricea capata forma urmatoare:
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Prima linie este identicd cu prima linie din matricea 4. Transformarile
avute in vedere sunt aceleasi ca acelea folosite pentru rezolvarea sistemelor astfel
ca elementele care nu se afla nici pe aceeasi linie nici pe aceeasi coloana cu
pivotul ay, se transforma dupa aceeasi regula a dreptunghiului.

Dar pe langd transformarile folosite la rezolvarea sistemelor se pot face
transformari si asupra coloanelor. De exemplu, prima coloana se poate inmulti cu
1 : . : - . .
—0 deci o transformare de tipul I. Efectul acestei transformari este ca pivotul se
a
11
inlocuieste cu 1, iar toate celelalte elemente ale matricei raman neschimbate. Mai
departe se inmulteste prima coloana cu (—ag))si se aduna la a doua coloana

(transformare de tipul III). Efectul este inlocuirea lui al(? cu 0, toate celelalte

elemente ale matricei ramanand neschimbate. La fel se poate proceda si cu
celelalte elemente de pe linia pivotului (in afara de pivot).

In concluzie putem formula urmitoarele reguli de calculare a iteratiilor
specifice pentru determinarea rangului:

— Pivotul se inlocuieste cu 1.

— Elementele de pe linia pivotului precum si cele de pe coloana pivotului

se inlocuiesc cu 0.

— Toate celelalte elemente se transforma cu regula dreptunghiului.

In iteratiile ulterioare se poate lucra numai cu blocul obtinut prin
excluderea liniilor si coloanelor pe care s-au ales deja pivoti. Procesul de iteratie
se incheie atunci cand acest bloc devine nul. Evident c¢d in acel moment matricea

a capatat forma E, ,.. in care r este numarul iteratiilor si in acelasi timp rangul

matricel.
Exemplu
Sa se calculeze rangul matricei:
2 3 1 5 46
1 3 0 4 3 4
A= 3 -1 2 2 1 4|
-2 4 22 20
4 2 1 6 3 7

Rezolvare:
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o) 1 5 46 1 0 0 0 0 0
1 0 434 |03 -1 3 2 2
A=|3 -1 2 2 1 4|=]|0 -11 3 —11 -10 -10|=
—2 4 -2 220 |0 14 -2 14 12 12
4 2 1 637 o -8 -2 -8 —10 —10
1 0 0 O O 0 1 0 0 0 0 O
O1 0 0 O 0 O 1 0 0 0 O
00C® 0 -8 -8|=(00100 0
O 0 8 0 8 8 O 00 0 0 O
O 0 -14 0 -14 -14 0O 00 0 0 O

Rezulta ca rang(A) =3.

L1.2.3. TEOREMA LUI KRONECKER SI CAPELLI

Fie sistemul liniar scris sub forma matriceala AX =B avand m ecuatii si n
necunoscute. Atunci:

— Sistemul este compatibil daca si numai daca rang(A‘B) =rang4.

— In caz de compatibilitate, notind =rang(A‘B) =rangA , sistemul este

determinat dacd »=mn, iar dacd r <mn atunci gradul de nedeterminare
(numarul necunoscutelor secundare) este n—r.

Demonstratie

Reamintim cd rezolvarea sistemului se face efectudnd asupra matricei
extinse un sir de transformari pe care le-am numit iteratii.

(4|B) = (4V ‘B(l)) = .= 4"|B") =

(r) " | p"

all O O aLrH al’n
(r)
0 ayn” .. 0 a2,r+1(r) azjn(r) by
_ (r)
B 0 0 ar,r(r) ar,r+1(r) a, n(r) b,, '
0 0 0 0 o |b,"
0 0 0 0 0 |p®
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Asa cum am mentionat transformadrile efectuate asupra matricei 4 precum
sl asupra matricei extinse (A‘B ) nu schimba rangul: ele sunt transformari de tipul

I, II, Il efectuate numai asupra liniilor. Deci: rangd =rangd”) si
rang(A‘B) = rang(A(r) ‘B(F) )

Dar rang A”) = deoarece sunt indeplinite cele doud conditii din definitia
rangului.

r+l1

Pe de alta parte se observa ca rang( ‘B )—r<:>b(’) =0,

b,f’;)z =0,... b(r) =0 ceea ce demonstreaza punctul I din enuntul teoremei.

Afirmatia de la punctul II se bazeaza pe faptul cd numarul natural » care
este numarul necunoscutelor principale (numarul pivotilor) este egal cu rangul

comun al matricelor A4 si (A‘B). Q.E.D.

Cazul sistemelor omogene

Daca sistemul AX =B este omogen, adica B =0, atunci el nu poate fi
incompatibil deoarece orice sistem omogen are solutia banald. Distingem deci in
acest caz doua situatii:

— Sistemul este determinat daca admite numai solutia banala.

— Sistemul este nedeterminat daca are cel putin o solutie nebanala.

Dupa teorema anterioard cunoscand rangul matricei 4 putem deduce daca
sistemul are numai solutia banala sau are cel putin o solutie nebanala:

— Sistemul are numai solutia banala dacd rangul matricei coeficientilor

este egal cu numarul necunoscutelor.

— Sistemul are cel putin o solutie nebanald daca rangul matricei este strict

mai mic decit numarul necunoscutelor.

Prezinta interes cazul cand numarul n de ecuatii este egal cu numarul de
necunoscute. In acest caz matricea coeficientilor este pitratici si deci
determinantul ei este singurul minor de ordin n. Asadar:

Un sistem omogen de n ecuatii cu n necunoscute admite solutii nebanale
daca si numai daca determinantul matricei coeficientilor este nul.

L1.2.4. EXEMPLE PROPUSE

E1.2.1. Fie sistemul algebric liniar Ax = 0 unde A este explicitat mai jos

O
n—1 n—1 n—1
_al a2 an |

e) Sa se calculeze det (A)
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f) In ce conditii matricea A este nesingulara
g) Pentru A nesingulara sa se determine inversa sa
h) In situatia de la ¢) determinati solutia sistemului algebric liniar.

EL2.2. Pentru sistemul algebric dat anterior fie cazul particular
a, #a, *---#a,,=a, .Sase determine solutia sistemului dat

EL.2.3. Fie matricea A datd in EL.2.1. Sa se determine rangul acesteia. Discutie.

TEST DE AUTOEVALUARE

E.Aevl.1. Se considera sistemul algebric liniar

e

1,5x,—3,2x, +6x; +4x, + x, +0,3x, = 0,82

-3,6x, +2,5x, —1,8x, —0,6x, +2x, =0,59
3x,—5x,+0,7x, —1,4x, —4,2x;, =-3,92

x, —2x, +3x; —1,8x, +11x;, = 1,91

—=3,2x, +0,5x, +2,5x;, +1,1x, +3,8x, +4,6x, = 1,89
—5x, +x, +0,5x; +3x; —4x, =-0,24

a) Sa se scrie sistemul algebric liniar dat sub forma matriceald Ax=b;

b) Sa se determine forma Gauss a matricei A;

c) Sa se determine rangul matricei A;

d) Sa se rezolve sistemul dat folosind in mod expres forma Gauss a matricei
A.

E.Aevl.2. Pentru sistemul algebric dat anterior sa se analizeze compatibilitatea
utilizdnd metoda Kronecker -Capelli.

E.Aevl.3. Fie sistemul algebric liniar Ax = b unde A si b sunt explicitate mai
jos
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1 1 1 1] T

1 2 3 4 5
A= b=

1 4 9 16 25

1 8 27 64 125

a) Sa se calculeze det (A);
b) Sa se determine inversa matricei A;
c) Sa se rezolve siatemul algebric dat folosind metoda Cramer.

E.Aevl.4. Fie sistemul algebric liniar Ax = b unde A si b sunt explicitate mai
jos

|
3
A=
a

oS O O O

—_ = =
o KA O ==

a) Sa se calculeze rangul matricei A, discutie dupa parametrul dat;
b) Cat este solutia sistemului daca rang (A)=4?
c) Discutati compatibilitatea sistemului n raport cu parametrul a.
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