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MODULUL 10

CORPURI FINITE
10.1. Caracteristica unui corp
10.2. Numărul elementelor unui corp finit
10.3. Extinderea unui corp finit
10.4. Proprietăţi ale corpului Gf

10.5. Formula de recurenţă pentru calcularea numărului de polinoame ireductibile cu coeficienţi în Zp
10.1 Caracteristica unui corp

Dat fiind un corp comutativ oarecare F, considerând funcţia 
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, în care 
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, iar pentru 
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, k(n) este rezultatul adunării lui 1 cu el însuşi de
n ori dacă n este număr natural strict pozitiv şi rezultatul adunării lui –1 cu el însuşi de –n ori dacă n este strict negativ.

Este uşor de verificat relaţia: 
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 pentru orice numere întregi m şi n, adică funcţia k este un morfism de la grupul aditiv (Z,+) la grupul aditiv (F,+).
După nucleul acestui morfism corpurile se împart în două clase.
A) Corpuri de caracteristică nulă, sunt acelea în care 
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, adică funcţia 
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 este un monomorfism. Funcţia 
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 aplică inelul Z în subinelul 
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 al lui F izomorf cu Z. Cel mai mic subcorp al lui F va fi izomorf cu corpul Q al numerelor raţionale. În particular un astfel de corp nu poate fi finit. Corpurile Q, R, C sunt din această categorie.

B) Corpuri de caracteristică nenulă sunt acelea pentru care subgrupul 
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. Ca orice subgrup al grupului ciclic Z el va fi tot ciclic, generat de un număr natural n. Acesta este cel mai mic număr natural nenul m cu proprietatea 
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Numărul n trebuie să fie un număr prim, deoarece dacă 
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, de unde rezultă 
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 sau 
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, deoarece 
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 sunt într-un corp. Aceasta ar contrazice minimalitatea lui n.

Numărul prim p care generează subgrupul 
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 al lui Z se numeşte caracteristica lui F. El este cel mai mic număr natural m nenul, astfel că elementul 1 adunat cu el însuşi de m ori dă elementul zero al lui F. Pe de altă parte, orice număr natural m, pentru care 
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 este un multiplu al lui p deoarece subgrupul Ker k este generat de p.

Imaginea morfismului k este în acest caz izomorfă cu grupul factor Z/pZ, adică grupul claselor modulo p, pe care-l notăm Zp. El are şi structură de inel care este corp. Obişnuim să identificăm acest corp cu imaginea morfismului, spunând că F conţine, ca subcorp, corpul Zp. Acesta este cel mai mic subcorp al lui F şi se numeşte subcorpul prim al lui F.
Fireşte, pentru fiecare număr prim p, corpul Zp este corp de
caracteristică p.

10.2 Numărul elementelor unui corp finit

Pentru orice subcorp 
[image: image20.emf]kF
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 al corpului F se poate considera în mod natural structura de spaţiu vectorial a lui F peste corpul k. În particular, orice corp finit F este spaţiu vectorial peste subcorpul său prim, care este 
[image: image21.wmf]p
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 în cazul când caracteristica lui F este numărul prim p.

Dacă în plus, corpul F de caracteristica p este finit, atunci el va avea o bază finită: x1, x2,…, xn peste Zp. Rezultă că numărul elementelor unui corp finit de caracteristică p este de forma pn, în care n este un număr natural nenul.
Folosind acelaşi principiu, putem spune câte elemente poate să aibă orice subcorp k al corpului F. Fireşte, dacă p este caracteristica lui F, având deci 
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 elemente, atunci tot p va fi şi caracteristica lui k, astfel încât k va avea 
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. Dar ţinând seamă că F are structură de spaţiu vectorial peste k, deducem că numărul 
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 al elementelor lui F este o putere d a numărului 
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 al elementelor lui k, în care d este dimensiunea lui F peste k. Aşadar, 
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, de unde rezultă n = md, adică m este un divizor al lui n.
În concluzie, dacă F are 
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 elemente, atunci orice subcorp k al lui F va avea 
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 elemente, în care m este un divizor al lui n.

10.3 Extinderea unui corp finit

Am arătat că orice corp finit de caracteristică p are 
[image: image30.wmf]n

qp

=

 elemente, în care n este un număr natural nenul. Vom arăta că pentru orice număr natural n, un astfel de corp F, având 
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 elemente, efectiv există.

Considerăm 
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 un polinom având coeficienţii în corpul comutativ 
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. Polinomul f defineşte o relaţie de echivalenţă în mulţimea 
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 a tuturor polinoamelor cu coeficienţi în 
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, numită congruenţa modulo f, şi anume: 
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 sunt congruente modulo f dacă diferenţa u – v este divizibilă cu  f 
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Se verifică uşor că aceasta este o relaţie de echivalenţă. Ca urmare, mulţimea 
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 a polinoamelor cu coeficienţi în 
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 se împarte în clase de echivalenţă numite clase de congruenţă modulo f. Fiecare clasă este formată din polinoame congruente între ele modulo f. 

Notăm 
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 mulţimea care are ca elemente aceste clase de congruenţă. Reamintim că în cazul mulţimii 
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 a claselor de congruenţă modulo n, se consideră mulţimea de numere {0, 1, 2,…, n – 1}, în care se găseşte câte un reprezentant şi numai unul al fiecărei clase.

Analog, şi pentru mulţimea 
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 a claselor de congruenţă de polinoame modulo f considerăm mulţimea formată din polinoamele de grad cel mult n – 1 (n fiind gradul lui f ) şi identificăm mulţimea 
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 de clase cu mulţimea acestor polinoame:
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,
în care egalitatea acestor mulţimi trebuie citită în sensul că fiecare clasă de polinoame (element din 
[image: image45.wmf]f
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) se identifică cu reprezentantul său din mulţimea de polinoame de grad cel mult n – 1. Dacă g este un polinom al clasei, atunci reprezentantul său de gradul cel mult n – 1 este restul împărţirii lui g la f.
Acest rest nu se schimbă dacă se înlocuieşte polinomul g cu altul din aceeaşi clasă cu el.

La fel ca şi în 
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 clasele de polinoame se pot aduna şi înmulţi şi pentru aceasta ne servim de polinoame ce reprezintă clasele respective. Se adună, respectiv se înmulţesc polinoamele ce reprezintă clasele respective şi se reţine din rezultat restul împărţirii la  f, care va fi un polinom de gradul cel mult n – 1 în simbolul θ.
Aceste operaţii îndeplinesc condiţiile cerute de structura de inel comutativ: sunt amândouă asociative şi comutative, înmulţirea este distributivă faţă de adunare, polinomul nul (care reprezintă clasa tuturor polinoamelor divizibile cu f ) are efect nul faţă de adunare, iar simetricul faţă de adunare al clasei reprezentate de polinomul u este clasa reprezentată de polinomul –u. Polinomul 
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 reprezintă clasa care are efect nul pentru operaţia de înmulţire.

Reamintim că inelul 
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 al claselor de congruenţă modulo n este corp dacă şi numai dacă n este număr prim.

O situaţie similară întâlnim şi în cazul inelului 
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Inelul 
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 este corp dacă şi numai dacă  f  este polinom ireductibil.
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Dacă f nu este ireductibil, atunci 
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, în care u şi v sunt polinoame de grad cuprins între 1 şi n – 1, deci 
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 la 
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 şi deci acest inel nu este corp. Reciproc, presupunem că f este ireductibil şi fie 
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 nenul (fiind şi de grad strict mai mic decât n va reprezenta o clasă nenulă). Deoarece f este ireductibil rezultă că 
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 înseamnă cel mai mare divizor comun al polinoamelor 
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Folosind algoritmul lui Euclid pentru polinoame se pot găsi polinoamele 
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în care putem presupune că gradul lui 
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 este strict mai mic decât n (înlocuind, eventual pe 
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Înlocuind în această relaţie pe x cu θ, element din 
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10.4 Proprietăţi ale corpului Gf
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Corpul 
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 are următoarele proprietăţi:

1. Numărul elementelor lui 
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2. Corpul 
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 este constituit din rădăcinile polinomului 
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3. AUTOMORFISMELE LUI FROBENIUS: Funcţia 
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4. Elementul 
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1. Corpul 
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 conţinând subcorpul 
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 (format din polinoamele de grad zero în θ) are structură de spaţiu vectorial peste 
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Fiecare element din 
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Acest sistem de vectori este şi liniar independent, deoarece orice combinaţie liniară a lor, cu coeficienţi - nu toţi nuli - în 
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Deci, dimensiunea lui 
[image: image103.wmf]f

G

 ca spaţiu vectorial peste 
[image: image104.wmf]p

Z

 este n, de unde rezultă că numărul elementelor lui 
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2. Grupul multiplicativ 
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Rezultă că toate cele 
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 elemente ale corpului 
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Rădăcinile acestui polinom sunt distincte, deoarece derivata sa 
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 nu are nici o rădăcină. Rădăcinile multiple ale lui 
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Pe de altă parte, polinomul 
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3. Să observăm mai întâi că pentru orice elemente u şi v din 
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este divizibil cu p (caracteristica corpului 
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), deoarece produsul k! nu este divizibil cu p. Ca urmare, toţi termenii binomului lui Newton sunt nuli în afară de cei pentru care k = 0 şi k = p.

De remarcat că relaţia 
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 este valabilă în orice corp de caracteristică p, iar aceasta înseamnă că ridicarea la puterea p este un endomorfism nu numai pentru operaţia de înmulţire (deci pentru grupul multiplicativ 
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 al corpului), ci şi pentru grupul aditiv, deci este un endomorfism al corpului.

Acest endomorfism este automorfism, deoarece este injectiv. Într-adevăr, 
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. (De fapt, se poate arăta că orice endomorfism nenul al unui corp finit este un automorfism). 

Notăm φ acest automorfism. El se numeşte automorfismul lui Frobenius.

Elementele care nu se schimbă prin acest automorfism, adică cele care au proprietatea 
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Dacă 
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 care are gradul strict mai mic decât 
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Pe de altă parte, 
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Prin urmare, ordinul automorfismului φ este n.

4. Fie u un element al corpului 
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adică 
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 este rădăcină a lui  f. 

Aşadar dacă u este rădăcină a lui f, atunci şi 
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 este rădăcină a lui f şi acest lucru este valabil pentru orice polinom cu coeficienţii în 
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Pornind de la faptul că 
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 pentru orice element u al lui 
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Rădăcinile 
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Într-adevăr, dacă ar fi 
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ceea ce nu este adevărat.

Aşadar polinomul f are n rădăcini în 
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. Rezultă că polinomul 
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 sunt toate polinoamele ireductibile, cu coeficienţi în 
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Am arătat mai înainte că orice polinom ireductibil de gradul n cu coeficienţii în 
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. Rezultă:
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adică polinomul 
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Reciproc, fie g un polinom ireductibil de gradul m cu coeficienţi în 
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Deoarece nu există două corpuri neizomorfe având acelaşi număr 
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10.5 Formula de recurenţă pentru calcularea numărului de polinoame ireductibile cu coeficienţi în Zp
Notăm 
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Pentru un divizor d, produsul polinoamelor ireductibile de gradul d are gradul 
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În particular, dacă n este un număr prim, atunci singurul divizor al lui n strict mai mic decât n este 
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