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MODULUL 11

RĂDĂCINA PĂTRATĂ ÎNTR-UN INEL
DE CLASE DE RESTURI
11.1. Simbolul lui Lagrange
11.2. Problema existenţei rădăcinii pătrate modulo n
11.3. Algoritmul de rezolvare a ecuaţiei x2=a(mod.p)
Se obişnuieşte ca rezolvarea ecuaţiei 
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 să se descompună în două probleme distincte:

1) stabilirea faptului dacă are sau nu soluţii;
2) găsirea soluţiilor în cazul când ştim că acestea există.

Dacă n = p este un număr prim atunci, aşa cum vom arăta, dispunem de algoritme polinomiale pentru problema rezolvării ambelor probleme. Aceste algoritme se pot aplica şi în cazul corpurilor finite, precum şi inelelor claselor de resturi pentru care grupul unităţilor este ciclic.

În schimb, chiar şi pentru un număr de forma n = pq (ştiind că este de această formă dar fără a se cunoaşte numerele prime p şi q) nu se cunosc algoritme polinomiale pentru nici una din cele două probleme. Mai mult, problema a doua este echivalentă, polinomial, cu aflarea factorilor primi p şi q.

În continuare ne vom ocupa de rezolvarea celor două probleme pentru cazul când n = p este un număr prim.

11.1 Simbolul lui Lagrange

11.1.1 Definiţii, proprietăţi

Fie p un număr prim impar (p ≠ 2) şi n un număr întreg oarecare. Simbolul lui Lagrange se notează 
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 şi ia următoarele valori:

· zero, dacă n este un multiplu al lui p;
· unu, dacă n nu este multiplu al lui p şi ecuaţia 
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 are soluţii;
· minus unu, dacă n nu este multiplu al lui p şi ecuaţia 
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O serie de proprietăţi ale simbolului lui Lagrange conduc la elaborarea unui algoritm polinomial pentru a stabili dacă ecuaţia 
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 are sau nu soluţii. În cazul că ecuaţia are soluţii se mai spune că n este un pătrat modulo p. 

Să observăm mai întâi că simbolul lui Lagrange, 
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, nu depinde decât de clasa modulo p a lui n. Mai precis, dacă 
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Remarcăm mai întâi că exponentul 
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 este un număr întreg, deoarece numărul prim p este impar (prin definiţia simbolului lui Lagrange se exclude cazul numărului prim p = 2). 

Dacă n este un multiplu al lui p atunci, evident, 
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este şi el multiplu de p, deci membrul drept este egal cu zero. Membrul stâng este, în acest caz, prin definiţie egal cu zero. 

Dacă n nu este multiplu de p să ţinem seamă că grupul 
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 este ciclic şi fie g un generator al acestui grup. Notăm tot g numărul cuprins între zero şi 
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Din definiţia generatorului rezultă că există un număr 1 ≤ k ≤ p – 1 astfel încât 
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Dacă numărul k este par, k = 2h, atunci ecuaţia 
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. Pe de altă parte, 
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 din teorema lui Fermat. Deci se verifică relaţia din enunţ în acest caz.

Dacă numărul 
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 este impar, atunci ecuaţia 
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[image: image22.wmf]2221

(mod.)

rh

xggp

+

==

, de unde ar rezulta că 
[image: image23.wmf]1

p

-

 divide diferenţa 
[image: image24.wmf]2(21)

rh

--

. Dar acest lucru nu este posibil deoarece numerele 
[image: image25.wmf]1

p

-

 şi 2r sunt pare, iar 
[image: image26.wmf]21

h

-

 este impar. Deci 
[image: image27.emf]1


n


p


æö


=-


ç÷


èø




1

n

p









.

Pe de altă parte, 
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Oricare ar fi numerele întrege m şi n avem: 
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Într-adevăr, 
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11.1.2 Simbolul lui Lagrange pentru n=2

Prin teorema anterioară se reduce calculul simbolului lui Lagrange al unui număr n presupus foarte mare la simbolurile Lagrange ale factorilor lui n care sunt mai mici.

Primul pas în aplicarea acestui principiu este să considerăm descompunerea 
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, în care t este un număr impar şi să reducem problema calculului simbolului lui Lagrange la cazul când n = t este un număr impar. Pentru aceasta trebuie ştiut simbolul lui Lagrange al lui n = 2.
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Grupul 
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 al unităţilor corpului 
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 este ciclic şi are ordinul 
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 care este divizibil cu 8, deoarece este produsul a două numere pare consecutive (deoarece p este impar). Înseamnă că grupul ciclic 
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 conţine un singur subgrup ciclic de ordinul 8. Fie ω un generator al acestui subgrup. Avem: 
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Pe de altă parte, notăm:
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Observăm că 
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 depinde numai de clasa modulo 8 a lui j şi la fel şi 
[image: image48.wmf]j

w

. Prin urmare, indicele de sumare din expresia lui G parcurge de fapt mulţimea celor 8 clase de congruenţă modulo 8.

Putem explicita suma G:
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de unde rezultă: 
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Ca urmare, 
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unde am ţinut seamă că 
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Observăm că pentru orice număr natural impar j avem:
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Egalitatea 
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 este evident adevărată şi când j este un număr par. 

Folosind iarăşi faptul că 
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unde am ţinut seamă că atunci când j parcurge cele opt clase modulo opt, la fel face şi pj, deoarece p este prim cu modulul 8.

Comparând cele două expresii ale lui 
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Numărul 2 este un pătrat modulo p dacă şi numai dacă 
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Deoarece, după teorema lui Dirichlét, numerele prime sunt egal repartizate în clasele modulo n (prime cu n), rezultă că pentru un număr prim p luat la întâmplare, sunt şanse egale ca 2 să fie sau să nu fie un pătrat modulo p.

O altă consecinţă a teoremei este: 
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adică –1 este un pătrat modulo p dacă şi numai dacă 
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Ţinând seamă de rezultatul anterior privind simbolul lui Lagrange al lui 2, obţinem următoarea schemă care caracterizează cele patru clase impare
modulo 8:

	p
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11.1.3 Corpuri gaussiene

În continuare să considerăm cazul 
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Este normal ca în loc de θ să scriem i, aşa cum se notează simbolul imaginar din corpul numerelor complexe.

Deci:
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adică 
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Este vorba aici nu numai de o asemănare formală a lui 
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Realizarea corpului 
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Schema celor două căi este deci următoarea:
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11.1.4 Teorema reciprocităţii

Teoremele anterioare reduc calculul lui 
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 la cazul când n este un număr natural impar mai mic decât p. Mai departe, dacă 
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 este descompunerea lui n în factori primi (impari) atunci, deoarece 
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Potrivit teoremei, cele două simboluri sunt egale cu excepţia cazului când numerele p şi q sunt amândouă de forma 
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Fie m un număr natural nenul astfel încât 
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Deoarece q este un divizor al lui 
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Vom demonstra egalitatea: 
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Remarcăm mai întâi că în expresia lui G fiecare termen rămâne neschimbat dacă  j se înlocuieşte cu un număr congruent cu  j modulo q. 

Pe de altă parte, dacă în suma G indicele j se înlocuieşte cu jk în care k este un număr prim cu q, atunci se va schimba numai ordinea termenilor în G şi nu suma G însăşi. Transformarea 
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Să mai remarcăm faptul că termenul lui G corespunzător lui 
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unde am ţinut seamă că simbolul lui 
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Reintroducerea în sumă a valorii 
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Pentru 
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De aici rezultă, pe de o parte:
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Din cele două evaluări ale lui Gp rezultă egalitatea din enunţ. QED.

11.2 Problema existenţei rădăcinii pătrate modulo n

Aşa cum am menţionat această problemă înseamnă a stabili dacă pentru un număr întreg a dat, ecuaţia 
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Dacă n = p este un număr prim, atunci simbolul lui Lagrange şi egalitatea 
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 oferă un algoritm polinomial pentru rezolvarea acestei probleme. Teorema reciprocităţii aduce, în plus, simplificări substanţiale ale calculării simbolului lui Lagrange.

Dacă n nu este prim, atunci dispunem, aşa cum vom vedea în continuare, numai de un test polinomial care rezolvă numai cu o anumită probabilitate problema.

11.2.1 Simbolul lui Iacobi

Pentru orice număr întreg a şi un număr natural impar 
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 numit simbolul lui Iacobi. 

PROPRIETĂŢI


1. Simbolul lui Iacobi se exprimă în funcţie de simbolurile lui Lagrange. Fireşte, în cazul când n = p este un număr prim, atunci simbolul lui Iacobi coincide cu simbolul lui Lagrange.

2. Simbolul lui Iacobi depinde numai de clasa modulo n a lui a, deoarece 
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3. Egalitatea 
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 rezultă imediat din definiţie şi din proprietăţile simbolului lui Lagrange.

4. Dacă numărul a are un factor comun cu n atunci 
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Urmează alte proprietăţi ale simbolului lui Iacobi a căror demonstraţie nu este imediată.

PROPOZIŢIE
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DEMONSTRAŢIE

Să observăm mai întâi că membrul drept depinde numai de clasa modulo 8 a numărului impar n. Într-adevăr, dacă 
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Clasele modulo 8 ale numerelor impare sunt în număr de patru, şi anume: reprezentate de numerele ±1şi ±3.

Produsul a două numere aflate în clasele ±1 este tot într-una din aceste două clase. În schimb, produsul a două numere aflate în clasele ±3 nu se află în nici una din aceste clase, ci se află într-una din clasele ±1. În sfârşit, produsul a două numere, unul aflat într-una din clasele ±1, iar celălalt într-una din clasele ±3 se află într-una din clasele ±3. 

Membrul drept din egalitatea de demonstrat, 
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, este ±1, după cum clasa lui n modulo 8 este una dintre ±1 sau una dintre ±3. Pe de altă parte, dacă 
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 în care numerele prime impare nu sunt neapărat distincte, atunci clasa modulo 8 a lui n este produsul claselor modulo 8 ale celor r factori. Ca urmare, 
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 după cum numărul factorilor 
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Din egalitatea 
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 după cum clasa modulo 8 a lui 
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 după cum numărul factorilor 
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Această propoziţie reduce calculul simbolului lui Iacobi 
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 la cazul când numărul m este, ca şi n, un număr impar. Vom arăta că în acest caz numerele a şi n pot să-şi schimbe locul.

PROPOZIŢIE 

Dacă m şi n sunt numere impare, atunci: 
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DEMONSTRAŢIE

Membrul drept din relaţia de demonstrat este 
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 după cum numerele m şi n sunt amândouă în clasa lui –1 modulo 4 sau nu.

Fie 
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 descompunerile în factori primi nu neapărat distincţi ale numerelor impare m şi n. Avem: 
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Una din proprietăţile simbolului lui Lagrange se exprimă prin relaţia: 
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 după cum numerele impare 
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Rezultă că 
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 după cum numărul perechilor de numere prime 
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Numărul acestor perechi este produsul dintre numărul factorilor lui m congruenţi cu –1 modulo 4 şi numărul factorilor lui n congruenţi cu
–1 modulo 4. Evident că acest produs este impar dacă şi numai dacă ambii factori sunt impari, adică dacă şi numai dacă atât numărul factorilor lui m congruenţi cu –1 modulo 4, cât şi numărul factorilor lui n congruenţi cu
–1 modulo 4 sunt numere impare.
Dar deoarece clasa lui m modulo 4 este produsul claselor factorilor săi înseamnă că m se află în clasa lui –1 modulo 4 dacă şi numai dacă numărul factorilor lui m congruenţi cu –1 modulo 4 este impar. La fel şi pentru n. Deci, 
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 după cum numerele m şi n sunt amândouă congruente cu
–1 modulo 4 sau nu. QED.

OBSERVAŢII

1. Aceste două propoziţii conduc la un algoritm polinomial de calculare a simbolului lui Iacobi, care poate fi folosit şi pentru calculul simbolului lui Lagrange. Pentru calculul simbolului lui Lagrange dispunem de formula 
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, care oferă tot un algoritm polinomial, dar volumul de calcul este mult mai mare.

2. Dacă m este un pătrat modulo n, unde n este un număr natural impar, atunci, evident, 
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. Reciproca nu este adevărată. Aşadar, dacă 
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, atunci putem spune cu certitudine că m nu este un pătrat modulo n. Dar dacă 
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, atunci nu putem trage nici o concluzie. Dacă de exemplu, 
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 este produsul a două numere prime impare atunci, pe de o parte, m este pătrat modulo n dacă şi numai dacă m este atât pătrat modulo p, cât şi pătrat modulo q. Pe de altă parte, 
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 adică 
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 atât atunci când m este pătrat, atât modulo p cât şi modulo q (deci când este şi pătrat modulo n), cât şi atunci când nu este pătrat nici modulo p şi nici modulo q (şi deci nici modulo n). 

Evident că dacă se cunosc numerele prime p şi q putem afla, prin calcularea simbolurilor lui Lagrange 
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 dacă m este sau nu un pătrat modulo n. Dar nu s-a elaborat până în prezent un algoritm polinomial prin care să se stabilească dacă m este sau nu un pătrat modulo n ştiind că 
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. Se crede că această problemă este polinomial echivalentă cu problema descompunerii lui n în factori primi, pentru care nu s-a elaborat încă un algoritm polinomial.

11.3 Algoritmul de rezolvare a ecuaţiei x2=a(mod.p)

Prin calcularea simbolului lui Lagrange se presupune că s-a găsit că a este un pătrat modulo p şi ne propunem să-i găsim rădăcinile. Fireşte, dacă x = r este una din rădăcini, atunci cealaltă este x = – r. 

Fie s şi t numerele naturale care satisfac egalitatea 
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, în care t este un număr impar. Deci s este cel mai mare exponent al lui 2 care divide 
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Considerăm cunoscut un număr natural n care nu este pătrat modulo p, adică 
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Construim şirul de numere naturale 
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QED.

OBSERVAŢIE

Toate operaţiile algoritmului sunt polinomiale cu excepţia găsirii numărului n care să nu fie un pătrat modulo p. Singura metodă cunoscută de a găsi un astfel de număr este să se ia un număr la întâmplare şi să se testeze dacă este sau nu un pătrat modulo p prin calcularea simbolului lui Lagrange. Şansa ca un număr ales la întâmplare să nu fie pătrat modulo p, este ½, astfel că repetarea alegerii lui n se consideră o cale acceptabilă de a găsi unul care să nu fie pătrat modulo p. Dar nu există un algoritm polinomial determinist de găsire a unui număr care să nu fie pătrat modulo p.
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