MODULUL 11

ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL

In acest modul veti dobandi cunostinte referitoare la:

Calculul inversei unei matrice folosind sisteme algebrice liniare atasate;
Matrice polinomiale;

Formulele Newton;

Un algoritm eficient de inversare matriceald (Krilov), pretabil
implementarii pe calculator numeric;

Matrice structurate pe blocuri;

Operatii cu matrice structurate pe blocuri.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentatd In continuare,
inclusiv 1n portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu trebuie sa fie cea
specifica disciplinelor matematice, cu utilizarea expresd a adnotarilor facute cu
creionul pe tot parcursul textului. Va recomandam sa va constituiti un caiet de
probleme s1, pentru fiecare tip de exercitiu, sd va fixati algoritmul de rezolvare
pe etape. Rezolvati cat mai complet problemele propuse si cele continute in
testul de autoevaluare.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 5 ore.
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LECTIA II.1

METODE DE CALCUL A INVERSEI MATRICEALE

Parcurgand aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
= Determinarea inversei matriceale folosind sisteme algebrice liniare;
= Matrice polinomiale;
= Polinoame matriceale;
= Teorema Cayley —Hamilton;;
* Algoritmul Krilov pentru calculul polinomului caracteistic si a adjunctei.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 3 ore.

LIIL 1.1. CALCULUL INVERSEI UNEI MATRICE
PATRATICE PRIN METODA
SISTEMELOR LINIARE

Reamintim ca inversa unei matrice patratice de ordinul n, 4 = (al-j) este o
alta matrice patratica de ordinul n, X = (xl..) care indeplineste conditia:
A- X =1,. Matricea X care sd indeplineascd conditia mentionata exista daca si
numai daca det(X)# 0 si in acest caz ea este unic determinata si indeplineste si
conditia X - 4=1, . Easenoteaza A .

Consideram cunoscut faptul ca matricea 4 este inversabila (adica
det(A) #* O) s1 ne propunem sd calculam inversa ei. Relatia 4- X =1, se scrie
dezvoltat astfel:

ayp Ay . Ay, [ X X2 - Xy, 1 0 .. O
Ay Ayy oo Gy || Xp1 Xpp o Xp, | O 1 00
Ay Ay o Qpy )\ X X0 o X, 0 0 .. 1
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Egaland cele n® elemente ale matricei produs din membrul sting cu

elementele corespunzatoare ale matricei din membrul drept se obtine un sistem

2

liniar de n? ecuatii cu n” necunoscute: elementele x; ale matricei cautate X.

Asadar calculul inversei matricei 4 se reduce la rezolvarea acestui sistem
liniar. El prezinta unele particularitdti care fac ca rezolvarea lui sa fie foarte
simpla.

Pentru inceput sa scriem ecuatiile care egaleaza elementele de pe prima
coloand a matricei produs din membrul sting cu elementele primei coloane a
matricei din dreapta:

all.xll + alzle +...+ alnxnl - 1
azl.xll + azzle +...+ azn.xnl - O

................................................

anlxn + anzle +...+ annxnl == O

Observam ca in aceste n ecuatii intervin numai necunoscutele aflate pe
prima coloand a matricei X, Tn numar de n, deci aceste ecuatii formeaza un
subsistem.

Matricea coeficientilor necunoscutelor este tocmai matricea 4 pe care
vrem s-0 inversam. .

Daca scriem ecuatiile care egaleaza elementele celei de a doua coloane a
matricei produs din membrul sting cu elementele celei de a doua coloane a
matricei din dreapta, obtinem iardsi un subsistem avand ca necunoscute
elementele de pe a doua coloana a matricei cdutate X. Matricea coeficientilor
necunoscutelor este tot matricea A, dar coloana termenilor liberi este a doua
coloand a matricel 7, .

Asadar rezolvarea sistemului de n”* ecuatii cu n* necunoscute se reduce la
rezolvarea a n sisteme fiecare de cate n ecuatii cu n necunoscute.

Deoarece toate aceste sisteme au aceeasi matrice a coeficientilor, ele se
pot rezolva simultan: atasam matricei 4 nu numai o coloana de termeni liberi ci
coloanele celor n sisteme, care constituie laolaltd matricea /,,.

Folosind metoda elimindrii succesive expusa in capitolul anterior urmeaza
ca acestel matrice extinse sa se aplice niste transformari numite iteratii:

(1) (AO[0) = (4 )=

Iflz)) =>.= (A(”)
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a0 ool by L B 1 0 .. Olb, by .. b,
o a2 .. o p b .. b |01 Oy by by,
0 0 .. a®pm pno o pw 0 0 .. 1oy by - by,

(n)

Ultima matrice s-a obtinut din penultima impartind prima linie la 4;;’, a

doua la ag) si asa mai departe. Folosind prima coloanda de termeni liberi
obtinem forma finala la care a ajuns primul sistem dupa cele n + 1 transformari:

1'X11+O'X21+...+0'xn1:bll
0’X11+1'X21+...+O‘xn1:b21

0'X11+O‘x21+...+1‘n1:b]1

X1 =byy

C o Xp1 = by,
adica .

xnl = bnl

Scriind formele finale ale celorlalte sisteme obtinem ca x; =b; pentru
orice i §ij, adica 4™ = X = (bl--).

Asadar schema algoritmului este urmatoarea:

Se atageazd matricei 4 matricea /,. Acestel matrice extinse 1 se aplica

n+1 transformari astfel ca in final pe locul matricei 4 va apare matricea /,,. in

acel moment, pe locul ocupat initial de /, va apare matricea cdutata A

A‘l).

(4l1,) = (AP[1) = (4P P )= o= (4

o ) = (1

Observatie
Daca det(A) =0, adicd rang 4 < n, atunci procesul de iteratie se incheie

dupa mai putin de n iteratii si cel putin unul dintre sisteme apare ca
incompatibil. Prin urmare nu este nevoie sd verificam in prealabil daca
det(A) #(0: daca aceasta conditie nu este indeplinitd algoritmul da ca rezultat

faptul ca matricea 4 nu are inversa.
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Exemplu

2 4 1 2
) .. 1 3 2 4
Ne propunem sa calculdm inversa matricei 4= 31 3 4| avand
4 0 1 3
elementele in corpul claselor de resturi modulo 5.
2 4 1 211 0 0 O 2 4 1 2|1 0 0 O
1 3 2 401 0 O 0 2 3 1{4 2 00
(A\B): = =
31 3 4/0 01 0 O 03 2|2 0 20
4 0 1 3|0 0 0 1 0O 4 3 3{1 0 0 2
4 0 0 0|1 2 0 O 4 0 0 0|1 2 0 O
0 2 3 1/4 2 0 0 0 2 0 4/2 2 3 0
= = =
0O 01 4/4 0 4 0 0O 01 44 0 4 0
0O 0 4 2|1 2 0 4 0O 0 0 1/]0 2 4 4
4 0 0 01 2 0 O 1 00 0|4 3 0 O
0 2 0 0|2 4 2 4 O 1 0o 0|1 21 2 )
= = :([4‘/1 )
0O 01 0|4 2 3 4 0O 01 0|4 2 3 4
0O 0 0 110 2 4 4 0 0 0 110 2 4 4

LII.1.2. MATRICE POLINOMIALE, POLINOAME
MATRICEALE. TEOREMA HAMILTON-CAYLEY

Definitii. Exemple

O matrice polinomiala inseamna o matrice alcatuitd din polinoame.
Pentru cerintele dezvoltarii acestui capitol ne putem margini la matricele
polinomiale patratice de ordin oarecare n. O astfel de matrice se poate scrie in
felul urmator:

Pn(k) Plz(k) P1n(7‘)
P(1)= le(x) Pzz(x) Pzn(x) =(p,~j(7»))

pal) pa() - b2
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. 0 1
in care p; (1) :plg. ) 4 pl-(j

coeficientii intr-un corp comutativ K.
Numarul natural » nu este exact gradul polinomului: el este cel mai mare
dintre gradele polinoamelor p(). Aceasta inseamna ca pentru unele polinoame

Ly pi(jz) A2 pl-g-r) A" este un polinom avand

p;j (1), elementul p,-(jr) poate fi nul.
Notand P% =( plg-k)) matricea constituitd din coeficientii de grad £ ai

tuturor polinoamelor p; (k) putem scrie matricea P (K) sub forma:
PO)=PO + PO .u+ PP 92 4 4 PO S

care este un polinom avand drept coeficienti matricele P(O),P(l) ,...,P(") si care
din acest motiv se numeste polinom matriceal.

Asadar orice matrice polinomiald se poate scrie sub forma de polinom
matriceal si, fireste, invers: de la forma de polinom matriceal se poate trece la
forma de matrice polinomiala.

Intre cele doud forme remarciam totusi urmitoarea deosebire: in forma de
polinom matriceal variabila A se poate inlocui atat cu un element din corpul K,
dar si cu o matrice patratica de ordinul n pe cand in forma de matrice
polinomiala variabila A se poate inlocui numai cu un element din corpul K.

Exemple
1) Fie f(A)=ay+a -A+a, 2> +..+a, A" un polinom cu coeficienti

scalari (adica elemente din corpul K). Acestui polinom 1 se poate atasa un
polinom matriceal care se poate scrie si sub forma matriceala:

f0) 0 . 0
P ()=70) 1, = s () 0 |_
0 0 .. f(0)

=ag I, +(ay - 1,) M+(ay - 1,) A +(ay - 1,) A* +..+(a, - 1,) -\

Dupd cum am mentionat, in forma de polinom matriceal, variabila A se
poate inlocui cu o matrice patratica de ordinul #n, sa zicem A, si obtinem:

P (A)=ay-I,+a-A+ay-A*+..+a,- A’

Convenim sa notam simplu f'(4) aceastd matrice (in loc de P, (A4)) si

observdm urmatoarea reguld de inlocuire a unei matrice 4 Intr-un polinom
scalar: se inlocuieste variabila cu matricea A, iar termenul liber se inmulteste cu
matricea 1, .
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2). Fiecarei matrice patratice 4 de ordinul n 1 se asociazd polinomul
matriceal de gradul unu: P, (1)=A4—%-1, a carui formd matriceala este:

a,—h  ap o,
P e A ] = Ay Ay —A ..
A( )=A—h- n—
a, 7

Determinantul acestei matrice este un polinom (scalar) de gradul n in
variabila A, care se noteazd ¢ A(K) si se numeste polinomul caracteristic al

matricei A. Coeficientul de gradul » al acestui polinom este, dupa cum se poate
observa, (—l)n.
Pentru uniformitate scriem acest polinom sub forma:

e (AM)=(=D" A" +(=1)" o - A"+ (=1)

unde am notat o, coeficientul de gradul » —r al polinomului caracteristic, cu

-2 _
"o, AR +..+(-1)o,_;-A+o0,,

semnul alternat (—l)r .

Acest polinom joacd un rol important in calculul matriceal si de aceea
prezinta interes modalitdtile de calculare a coeficientilor sai. In primul rand sa
observam ca

6, =¢,(0)=det(4).

Pe de alta parte, din formula de definitie a dezvoltarii determinantilor
rezultd ca termenul de gradul n—1 al polinomului se obtine din produsul
elementelor de pe diagonala matricei A—-A-/,, adica din produsul:

(@, =2)-(ay, —1)...(a,, — ). Rezultd ca:
G| =@y +ay +..+a,,

care este suma elementelor de pe diagonala matricei 4. Aceasta suma se noteaza
Tr(A) si se numeste urma matricei A.

In general o, se calculeaza dupa urmadtoarea regula: este suma minorilor

de ordin r ai matricei A care au diagonala suprapusa peste diagonala matricei
A. Dupa cum se observa aceasta regula este indeplinitd de o, side G, .

Teorema Hamilton-Cayley
Pentru orice matrice A4, este indeplinita egalitatea: ¢ 4 (A) =0.

Demonstratie
Egalitatea din enunt se poate scrie desfasurat astfel:
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(1) 4" +(-1)"" oy 4" (<) oy A2 4+ (<)o, - A+0, 1, =0.

in care 0 din membrul drept inseamna matricea patratica nula de ordinul ».
Considerdm matricea (4—A-1,)" adica adjuncta matricei (A—L-1,).

Potrivit metodei complementilor algebrici de calculare a inversei unei matrice
patratice rezulta:

1

A-N-1,)-
( 2 det(A—-A-1,

n-

)(A—x-ln)*:l

Folosind notatia introdusa anterior, ¢, (A)=det(A4—A-1,), egalitatea de
mai sus se poate scrie astfel:

(A1) (A=e1,) =04(0) 1,

In aceastd ultimi egalitate ambii membri sunt matrice polinomiale.
Variabila A nu se poate inlocui cu o matrice. Dar matricele polinomiale pot fi
scrise ca polinoame matriceale in care variabila A poate fi inlocuita cu matricea
A. In membrul stng se obtine matricea nulid din cauza factorului (A —-A-1,).

Membrul drept devine tocmai ¢ 4(A4). Q.E.D.

Aplicatie

Relatia demonstrata oferd o formulad de calculare a inversei unei matrice
patratice in functie de puterile ei.

Presupunem cunoscut faptul ci matricea A este inversabild. Inmultind

ambii membri ai egalitatii ¢ (A) =0 cu matricea 4™ se obtine:

(1) 4"+ (-1)"" oy - 4" 2 4t (<)o, I, + 0, - A7 =0,
De unde:

A7 =_—1[(—1)” AT ()T A 4 (1) 0, 1}

Gy

Observatii

1) Desi formula obtinuta exprima inversa unei matrice in functie de
puterile ei (pand la n—1), aplicarea ei intimpind o dificultate: ea presupune
cunoasterea coeficientilor polinomului caracteristic.

Regula de calcul a lor, pe care am enuntat-o in sectiunea precedentd este
practic aplicabila pentru valori mici ale lui z si anume cel mult egal cu 4.

In sectiunea urmitoare vom elabora o metodd de calculare a coeficientilor
polinomului caracteristic.
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2) Conditia ca det(A);tO este implicatd in formula de calculare a lui

A" la numitor apare o, , care dupa cum se stie este tocmai det(A) .

LII.1.3. FORMULELE LUI NEWTON

Valorile proprii ale unei matrice
In aceastd sectiune vom dezvolta o metodd de calculare a coeficientilor
polinomului caracteristic:

o (A)=det(A=n-1,)=(=1)" 2" +(=1)"" o, - A" 4+ (~1)o,_, L +0,
Notam A;,A,,...,A

valorile proprii ale matricei A si indeplinesc relatiile lui Viete:

n

radacinile polinomului ¢,(A). Ele se numesc

....................................

......................................

Deoarece 6; =Tr(A4) rezultd din prima formula ca:

A +Ay .+ A, =Tr(A4).

Deci: suma valorilor proprii ale unei matrice este egald cu urma
matricei.

Valorile proprii ale unei matrice au si urmatoarea proprietate interesanta:
Propozitie
Daca 7\.1 ,}\‘2 ,...,}L

sunt valorile proprii ale matricei A" .

, sunt valorile proprii ale matricei 4 atunci A{,A%,...,A,,

Demonstratie
Din relatia:
A =01, =A" = (h L) =(4-2; - 1,) %
><(Ar‘1 + AT AT A AN ~[n)

si tindnd seamd cd determinantul produsului de matrice este produsul
determinantilor matricelor se obtine:
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det( 4" ~2] -1, )=det[(A4=2,-1,)]x
x det[(Ar_l AT A e AN )}

sau:
9, (M)=04(h): det[(Ar_l AT A0 e AT A2 )}
Asadar, daca @, (A;)=0, atunci ¢4 (M) =0.Q.E.D.

Sd notam in continuare S, =A] + A} +...+ A, . Deoarece A;,A5,...,A, sunt
valorile proprii ale matricei 4" inseamna ca sumele S, se pot calcula cu
usurinta: S, :Tr(Ar). Vom stabili In continuare cd dacd aceste sume sunt

cunoscute atunci calculul coeficientilor c, este foarte simplu.
Propozitie
intre sumele S, si coeficientii o, sunt valabile urmitoarele relatii:
S, —-0,=0
S, —6,8, +20, =0
S; =015, +06,5, —305=0

.................................

S, -8, 1 +06,S, 5, —..+ (—l)n_1 6,15 +(-1)" no

n

cunoscute sub numele de formulele lui Newton.

Demonstratie
Sa exprimdm in doud moduri derivata (formald, neavand semnificatie

topologica) polinomului ¢ (). In primul rand,
[‘PA (7‘)] =(=1)"m"" + (—1)"_1 (=)o A" +..+(=1)""(n=r)o, A" +

+..+(-1)o

n-1

Pe de altd parte scriind: @, (1) =(-1)" (A =4, )(A =2, )...(A - %, ), putem
recalcula derivata polinomului caracteristic folosind regula de derivare a
produsului:
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(pA(k)'_(PA(k)Jr(PA(k)Jr +(PA(}\')_Zn:(PA(}\')

A=A A=k, T A-R, AR

Catul (PA—(M urmeaza sa-1 calculam folosind schema lui Horner:

i

7\41’1 7\11’1—1 7\11’1—2 7\11’1—?’ }\‘0
A N1 e P Y s s
Ml (1) (=) 2+ | (1) A7 (=) A +(=1)" o2+
+(—1)n_1 c| +(—1)n_l oAl ... H=1)"P o 0.a(h
N _l)n—Z o) +(—1)"_VJrl oA +(-1)"" o,

Coeficientul de grad n—r—1 al derivatei polinomului ¢ ,(2) se obtine

ea(2)

A=A,

1

insumand dupa i coeficientul de grad n —r —1 al catului , care se afld in

coloana lui A"™":
n

Zﬂqyu+ancwﬁ+@w“cg¢%mﬁ¢n“”%ﬁ%+pnwbdz
i=1

=(=1)"S, +(=1)"" 6,8, +(=1)" 6,8, +...+(~1)

n—r+1 Gr_lSl " n(_l)n—r G,

In cealalti expresic a derivatei coeficientul de grad n—r—1 este
n—r

(—1) (n—r)csr.
Deci:

n—

2 0,8, 5+t (—l)n_r+1 o, 1S +n(-1)"o, =

r

(=1)"'S, +(=1)"" &S, +(-1)

=(-1) (n=r)o,
Inmultind ambii membri ai acestei relatii cu (—1)" si trecand totul in

membrul stang se obtine:

r—1 r

Sr — GlSr—l + Ger_z — ...+ (_1) GV—ISI + (—1) ro :0

adicd tocmai relatia generica din enunt. Q.E.D.
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Exemplu

21 3 0

) ) 31 2 4
Fie matricea: 4= ,

3 4 2 4

1 21 3

avand elementele in corpul claselor de resturi modulo cinci. Ne propunem sa
calculam polinomul caracteristic al matricei 4 folosind formulele lui Newton si
apoi inversa matricei 4.

Mai intéi calculam puterile matricei 4:

1 0 4 1 0 4 2 4
’ 4 0 4 4| 5 4 3 4 3
3 3 01 1 310
4 3 2 1 4 2 3 3
2 01 1
A4=A3-A:2442
4 3 1 1
1 4 0 4

din care apor obtinem: S, =Trd=3; S, = TrA? = 2; 5= Trd® = 2;
S, =Trd* =1.

Inlocuind in formulele lui Newton se obtine: o;,=3; o,=1; 63=3;
o, =3 sidect:

30 4 3
L 03 20
A1=—G—4[A3—01A2+62A—c314]=3[A3+2A2+A+214]= 0 4o 3
4.0 4 0
LIL1.4. ALGORITMUL LUI KRALOV
Teorema

Data fiind matricea patratica A de ordinul n consideram sirul de operatii:

1
4,=4 D =ITT(A1) B =4, - p1,

1
4, = AB, )2 =5TT(A2) B, =4, - p,1,
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1
An = ABn—l Pu :;Tr(An) Bn = An _pnln

Pentru orice r =1,2,...,n sunt indeplinite relatiile:
r—1
pr= (_1) O,

B,=A" - A v, 42— (-1) o, 4+ (-1) 5,1,

r

Demonstratie

Folosim metoda inductiei.
— Etapa de verificare:

p=Tr(4)=Tr(4)=0,=(-1) "o,

— Etapa de demonstratie:
Ipoteza: Pentru orice k<r,

pk = (_l)k_l Gk s

Bk = Ak - GlAk_l + GzAk_z —...+ (_l)k_l Gk—lA + (_l)k Gk]n .

Concluzia

br = (_1)r—1 Gr>

B =A" A" o, =+ (=) o, A+ (<1) 0,1,
Demonstratie

r—2

rp, =Tr A, =Tr(4B,_|)= Tr[A(A”‘l 0 A+ 0, A7 — L+ (-1) o, A+

+(-1)"s, 1, )} = Tr(A” —o A 4o -+ (-1) o, 1A) =
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:Sl” _GIS}"—I + 02S’,_2 _...+(_1)r_1 GI”Sl = SI" _GlSV—l + GzS,,_Z — ...+

+(-1) "o, + [(_1)f ro, —(-1) rsr} =[S, —0\S, | +CyS, 5 — .t

e

+(_1)r_1 G5 + (—1)r I’Gr} - (—l)r ro; =0- (—l)r rG, = (—l)r_1 rc

In penultima egalitate am folosit egalitatea genericid din formulele lui
Newton:

S, =018, +638, 5 —..(-1) 5,8, +(~1) ro, =0.

7

r

Inceputul si sfarsitul din sirul de egalititi de mai sus di: rp, = (—l)r_l rc

de unde rezulta relatia cerutd: p, = (—l)r_1 c

e

Pentru a doua egalitate:

B, =4, ~pl,=AB,_ = pl,=A| A7~ 4 40,47 .+

r

(1) o, (<) ol |~ (1) Mot = AT =0 oy

+(_1)H c,_1A+(-1) c,1,. QED.

Aplicatie
Din teorema de mai sus, folosind teorema Hamilton-Caylay, rezulta:

B,=A" A"+ 0,42 — L+ (-1)"

; o, A+(-1)' 6,1, =¢,(4)=0.
Pe de alta parte din B,=4,-p,l,=A4B, - p,!

, se obtine:
AB,_ =B, + p,I, adica:

Observatie
Tinand seama de expresia lui B,_; egalitatea de mai sus este identicd cu
cea rezultata din teorema Hamilton-Caylay. Important este insa faptul cad B,_; si

decisi A" se obtine prin algoritmul descris in teorema de mai sus.

Exemplu
5 -1 3
Ne propunem sa calculdm inversa matricei A4=|{3 0 4
0 2 =2
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-1 3 2 -1 3

A4 =A=[3 0 4 P =Tr(4)=3 B=|3 3 4
-2 0 2 -5
7 4 4 8 4 4
A =l6 5 -1l pzzéTr(A2):15 B,=| 6 -10 11
6 —10 18 6 —-10 3
28 0 0
A, =AB,=| 0 28 0 1

=—Tr(4,)=-28 By=A4,— p;1, =0
0 0 28 P33(3) 3 3~ D313

Se observa ca s-a verificat relatia B; =0 i s-a obtinut:

8 4 4
A—lziBzzg—; 6 -10 —11].
P 6 -10 3

LIL.1.5S. PROBLEME PROPUSE

PP.I1.1.5.1 Pentru matricea

L5 =32 6 4 1 0,3]
3,6 2,5 -18 -0,6 0 2
L3 507 -L4 420
1 2 3 -8 11 0
3,2 0,5 25 L1 38 46
-5 1 0,5 0 3  —4

sa se determine inversa folosind metoda bazata pe sisteme liniare.
PP.I1.1.5.2 Fie matricea reala

2

1
A=
3

—_ W

1
2
3
1

W BN

4 0

cu elemente din corpul claselor de resturi modulo 7. Sa se determine inversa
folosind metoda bazata pe tabloul extins.

38



PP.I1.1.5.3 Fie matricea reala

BoOo—= =

I 2

3
2
2

1

>~ O

3

cu elemente din corpul claselor de resturi modulo 5. Sa@ se determine polinomul

caracteristic folosind formulele Newton si apoi sa se determine inversa sa.
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LECTIA I1.2

MATRICE STRUCTURATE

In aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
= Definirea matricelor structurate pe blocuri;
= QOperatiile uzuale cu matrice structurate pe blocuri;
= Calculul rangului unei matrice structurate pe blocuri;
= Rezultate referitoare la rangul matricelor compuse prin operatiile
clementare;
» Teoreme fundamentale referitoare la rang matriceal.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 3 ore.

L.IL2.1 OPERATII CUMATRICE iIMPARTITE
iIN BLOCURI

inmultirea matricelor cu ajutorul blocurilor

Convenim sa marcam astfel: A faptul ca 4 este o matrice de tip (m,n)
(m,n)

adica avand m linii si n coloane.

Dupa cum se stie pentru ca doud matrice sa se poata aduna ele trebuie sa
aiba acelasi tip. Rezultatul adunarii este o matrice de acelasi tip cu matricele
care se aduna.

( A, B j—)(A+B)

(m,n) (m,n) (m,n)

In ceea ce priveste inmultirea, pentru ca si se poati efectua produsul AB
trebuie ca numarul coloanelor primei matrice sa fie egal cu numarul liniilor
celei de a doua matrice, iar rezultatul inmultirii lor are atdtea linii cdte are
prima matrice §i atdtea coloane cdte are a doua matrice:

( A B j—) AB
(m,n) (n,p) (m, p)
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Fie matricea A de tip (m,n) si sd-1 Impartim cele m linii intr-un numar r
de grupe:
m=m1 +m2 +...+mr
si analog cele n coloane:

a4 aln}
ny

dry Gy a,

A: }mz

to ) fom
| Ay e a,,
n; n ng

Trasand linii despartitoare intre grupele de linii §i de coloane matricea
apare impartita in submatrice numite blocuri sau celule:

All A12 cee AIS
A _ A21 A22 cee A2S
Arl ArZ Ars
in care 4; este blocul aflat la intersectia grupei i avand m; linii cu grupa j
(m;,n;)

avand n; coloane. Asa cum s-a mentionat, tipul acestei matrice este (ml.,n j) :

Fie acum o altd matrice B, de tip (n,p), astfel cd se poate efectua

produsul 4B si sd consideram o astfel de Tmpartire in blocuri a acestei matrice
incat s se Indeplineasca urmatoarea conditie: gruparea liniilor lui B coincide cu
gruparea coloanelor lui A. Deci:

n=l’l1+n2 +...+ns,
1ar

p=ptp+..+p,

Bll B12 .ee Bll

B,, B .. B
B= 21 22 2t

By By, .. B
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Daca in loc de blocurile 4; si B; ar fi scalari atunci s-ar putea obtine o

matrice:
C, C, .. C,
C Gy Cyp ... Cy
C, C,p .. C,

S

de tip (7.¢) in care Cj = ZAikBkj. Dar deoarece 4; si B; sunt matrice, se pun
k=1

doua probleme: in primul rand daca se pot efectua produsele 4y By;, iar in al

doilea rand dacd aceste produse se pot aduna. Deoarece 4, are tipul

(m;,n ), iar By; are tipul (nk ,D j) rezultd ca se pot efectua aceste produse. Pe de

alta parte matricea produs este de tip (m 1D j) care nu depinde de £. Asadar toti
termenii sumei care-l definesc pe C; sunt matrice de acelasi tip, deci se pot

aduna.

Pe de altd parte sa consideram matricea produs AB pe care s-0 impartim In
blocuri dupa urmatoarea grupare a liniilor s1 coloanelor:m =m; + m, +...,m,;
p=p +p,...p,. Se pune problema daca aceastd matrice coincide cu matricea
C, formata din blocurile mentionate mai sus. Raspunsul este afirmativ, dar
demonstratia formala ar fi destul de incalcitd si nu ar aduce nimic nou in
intelegerea rezultatului care trebuie retinut:

Doua matrice se pot inmulti cu ajutorul blocurilor daca gruparea
coloanelor primei matrice coincide cu gruparea liniilor celei de a doua matrice.
Rezultatul este o matrice impartita in blocuri avand atdtea linii de blocuri cate
are prima matrice §i atdtea coloane de blocuri cdte are a doua matrice.

Exemple

Pentru o matrice oarecare 4 de tip (m,n) se pot considera urmatoarele

celulari remarcabile:

1) Celularea pe linii. Cele m linii ale matricei 4 se impart in m grupe, cate
o linie in fiecare grupa in timp ce coloanele se inglobeaza, toate n, intr-o singura
grupa. Matricea 4 va avea asadar m linii de blocuri s1 o singurd coloana de
blocuri:
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In care a, = (ail “Ajp -...al-m) este linia 7 a matricei 4.

2) Celularea pe coloane. De aceasta data se inglobeaza toate cele m linii
intr-o singura grupa iar cele n coloane se distribuie in n grupe, cate o coloana in
fiecare grupa. Matricea 4 va avea o singura linie de blocuri:

A:(a*1 v, ...a*n),

blocurile fiind coloanele matricei A:

amj

3) Celularea intr-un singur bloc. Grupam atat cele m linii intr-o singura
grupa cat si cele n coloane intr-o singura grupa. Matricea 4 va avea o singura
linie §1 o singura coloana de blocuri, adicd va fi constituitd dintr-un singur bloc:

A=(4).

4) Celularea triviala. Grupam cele m linii Tn m grupe, cate una in fiecare
grupa si la fel, cele n coloane le distribuim in n grupe, cate una in fiecare grupa.
Blocurile vor fi toate matrice cu o singura linie si1 o singura coloand, in fond
tocmai elementele matricei 4.

Aplicatii
I) Consideram pentru matricea 4, de tip (m,n), celularea pe linii iar
pentru matricea B, de tip (n, p), deci care se poate inmulti cu A4, celularea pe

coloane. Inmultirea se poate face cu ajutorul blocurilor deoarece atat coloanele
matricei 4, cat si liniile matricei B sunt inglobate intr-o singura grupa.

a.. al*b*1 al*b*2 al*b*n

az*b*1 az*b*2 az*b*n

Dupd cum se vede blocurile matricei produs sunt tocmai elementele
acestei matrice, adicad s-a obtinut celularea triviald. Din aceastd exprimare a
produsului a doua matrice citim faptul ca elementul de pe linia i si coloana j a
produsului a doua matrice se obtine inmultind linia i a primei matrice cu
coloana j a celei de a doua matrice.

IT) Sa calculam acelasi produs AB, dar considerand matricea 4 celulata pe
coloane si matricea B celulatd pe linii. Inmultirea se poate efectua cu ajutorul

43



blocurilor deoarece atat coloanele primei matrice cat si liniile celei de a doua
matrice sunt grupate in n grupe, cate una in fiecare grupa. Rezultatul va avea o
singurd linie de blocuri (cat are prima matrice) si o singura coloand de blocuri

(cat are a doua matrice), adicd matricea produs va fi alcatuitd dintr-un singur
bloc:

ABz(a* d.. ... a*) 2 =(a*b*+a*b*+...+a*b*).
n 11 22 nn

Unicul bloc al matricei produs este scris ca suma a » matrice, una oarecare
dintre ele fiind:

ax ayby  auby . ayby,

b, — Ark b b b )= ariby  aybgy aZkbkp
s D = ( k1 D2 e kp)_

Dk Qb QicBrr o Apibyy

Aceastd matrice are insusirea cd este de rang cel mult unu. Deci, produsul
a doud matrice se poate exprima ca suma a n matrice de rang cel mult unu.

[IT) Pentru aceeasi inmultire a matricelor 4 si B sa consideram pentru
prima matrice celularea triviala, iar pentru a doua matrice celularea pe linii.

Coloanele primei matrice, la fel ca si liniile celei de a doua matrice sunt
grupate in n grupe, cate una in fiecare grupd, deci se poate face inmultirea cu
ajutorul blocurilor:

all a12 aln b]* allbl* + alzbz* +...+ alnbn*

a21 a22 azn b2* azlbl* + azzbz* +...+ aznbn*
AB - =

aml amz oo amn bn* amlbl* + amzbz* +...+ amnbn*

Matricea produs este acum constituita dintr-o singura coloana de blocuri,
aceste blocuri fiind tocmai liniile matricei produs. Observam ca: Liniile matricei
produs sunt combinatii liniare de liniile celei de a doua matrice. Pentru linia i a
produsului, coeficientii combinatiei liniare sunt elementele de pe linia i a primei
matrice.

IV) Efectuam acelasi produs 4B luand pentru prima matrice celularea pe
coloane, iar pentru a doua celularea triviald. Liniile primei matrice, la fel ca si
coloanele celei de a doua matrice sunt grupate in n grupe, cate una in fiecare,
deci se poate efectua inmultirea cu ajutorul blocurilor:
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bll blz cee blp

byy by, ... b
ABz(a*l Qs a*n) A =

by by . by

:(blla*l +b21a*2 +... +bn1a*n blza*l +b22a*2 +...+b2na*n +...
ot ba. +bypa., +...+bnpa*np).

Avem acum informatii despre coloanele matricei produs §i anume ca ele
sunt combinatii liniare de coloanele primei matrice. Pentru coloana j a
produsului coeficientii combinatiei liniare sunt elementele coloanei j a celei de
a doua matrice.

V) Pentru efectuarea produsului 4B consideram pentru matricea A
celularea pe linii, iar pentru matricea B sa consideram celularea ,,intr-un singur
bloc”. Atat coloanele primei matrice, cat si liniile celei de a doua matrice sunt
inglobate intr-o singurd grupd deci se poate efectua inmultirea cu ajutorul
blocurilor:

AB=| * |(B)=| *

De aici rezulta ca liniile matricei produs se obtin inmultind (la stanga)
liniile primei matrice cu cea de a doua matrice.

VI) Efectuam produsul 4B luand pentru prima matrice celularea ,,intr-un
singur bloc”, iar pentru a doua celularea pe coloane. Inmultirea se poate face cu
ajutorul blocurilor:

AB=(4)(b., b.

) b*p)z(Ab*l b, .. Ab*p)

de unde citim: coloanele produsului a doua matrice se obtin inmultind prima
matrice (la stanga) cu coloanele celei de a doua matrice.

LIL.2.2. UN ALT MOD DE SCRIERE A SISTEMELOR
LINIARE

Fie sistemul liniar AX =B. Alegand pentru matricea 4 celularea pe
coloane, inmultirea AX se poate efectua cu ajutorul acestora. In fond, rezultatul
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inmultirii este o singurd coloand, care se obtine inmultind unica coloana a lui X
cu linia celor # coloane ale matricei 4:

X\@sy + Xolu, +..+ X,a. =B.
Scris sub aceastd formda, compatibilitatea sistemului are urmatoarea

semnificatie: coloana B a termenilor liberi se poate scrie ca o combinatie
liniara de coloanele matricei A.

Rangul produsului a doua matrice
Propozitie

rang( AB) < min(rang4, rangB).

Demonstratie
Inegalitatea din enunt este echivalenta cu doud inegalitati:

rang(AB) <rangB si rang(AB) <rang4.

Pentru a demonstra pe prima pornim de la matricea B careia-i aplicam un
sir de transformari ajungand in final la matricea 4B:

bl* bl*
b2* bz* 0
0
B>|p, |> b . —| ... |> 4B
n
0 ay by +apb. +...+ay,b . 0
AB
0 Apiby + appbye + .t ay,,b

Sa observam ca prin aceste trei transformari rangul nu creste ci cel mult se
micsoreaza.

In prima transformare se adauga matricei B, celulatd pe linii, incd m linii
nule. In a doua, liniile nule se inlocuiesc cu combinatii liniare de primele # linii.
Fiind vorba de acele transformari de tipul III, prin aceastd transformare rangul
ramane iarasi neschimbat. Pe de altd parte observdm ca ultimele linii constituie
tocmai matricea produs AB.

In a treia transformare se inlocuiesc primele # linii cu linii nule. Prin
aceasta transformare rangul s-ar putea sd scada, dar in orice caz nu poate sa
creasca.

In ultima transformare se renunti la primele # linii nule, transformare care
nu modifica rangul. Rezulta ca:
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rangB > rang ( AB) :

A doua inegalitate se demonstreaza in mod analog. Q.E.D

LIL.2.3. PROBLEME PROPUSE

PP.I1.2.3.1 Fie sistemul algebric liniar AX = B unde A si B sunt
explicitate mai jos

A= Al Az B B,
O 4,| = |B,

si unde

31
1 -2
A4 = A, =0 1
2 2
10
0

a) Ce dimensiuni are blocul nul din A?

b) Ce dimensiuni are solutia X?

c) Scrieti matricea X structuratd pe blocuri compatibile dimensional cu
celelalte matrici din sistemul liniar dat;
PP.I1.2.3.2 Pentru sistemul algebric liniar dat anterior sda se dea
rezolvarea cea mai potrivita folosind in mod expres structurarea pe blocuri
a matricilor componente.
PP.11.2.3.3 Fie matricea A de forma generala

A_Al Az
o 4,

in care blocurile din diagonala sunt nesingulare. Dati un algoritm de calcul al
matricei inverse care sa tind cont de structura bloc triunghiulara.

TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.Il.1 Pentru matricea A explicitatd in continuare
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A=|1 0 =2
2 5 -3

sd se determine inversa folosind metoda bazata pe sisteme liniare.
TAev.Il.2 Fie matricea realad

2

1
A=
3

—_— W

1
2
3
1

W B~ BN

4 0

cu elemente din corpul claselor de resturi modulo 7. Sa se determine inversa
folosind metoda bazata pe tabloul extins.
TAev.I1.3 Fie matricea reala

2
3
A=
3

A= =
B~ kK~ O

3
2
2
1 2 1 3

cu elemente din corpul claselor de resturi modulo 7. Sa se determine polinomul
caracteristic folosind formulele Newton si apoi sd se determine inversa sa.

TAev.Il.4 Fie sistemul algebric liniar AX = B unde A si B sunt
explicitate mai jos

A= 4, 4 B B,
0 4 B B,

si unde
0 1 -2
e I PR I L
b T 2110
1 -2 -1
0 1

-1 0
B, = ,B,=10 -2
2 -1
1 O
d) Ce dimensiuni are blocul nul din A?
e) Ce dimensiuni are solutia X?
f) Scrieti matricea X structuratd pe blocuri compatibile dimensional cu

celelalte matrici din sistemul liniar dat;
TAev.Il.5 Fie matricea A de forma generala
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4 0
A=
A2 A3

in care blocurile din diagonala sunt nesingulare. Dati un algoritm de calcul al
matricel inverse care sa tind cont de structura bloc triunghiulara.

TEST DE CONTROL

TC.2.1 Se considera sistemul algebric liniar

5x,—3x,+6x; +x, =2

X +2x,—x,—2x,=5
—X, =X, +7x; —4x, =3
x +x,—8x,=-1

x +1,5x, +2,5x, +x, +3x, =15

a) Sa se scrie sistemul algebric liniar dat sub forma matriceala Ax=b;
b) Sa se determine forma Gauss a matricei A;
c) Sa se determine rangul matricei A;
d) Sa se rezolve sistemul dat folosind in mod expres forma Gauss a matricei A.
TC.2.2 Pentru sistemul algebric dat anterior sd se analizeze
compatibilitatea utilizand metoda Kronecker -Capelli.
TC.2.3 Fie sistemul algebric liniar Ax = b unde A si b sunt explicitate

maijf)s )
1 0 1 1 1]
11 3 4 1
A= b=
I 1T 9 16 1
11 27 64 |-

a) Sa se calculeze det (A);
b) Sa se determine inversa matricei A;
c¢) Sa se rezolve siatemul algebric dat folosind metoda Cramer.
TC.2.4 Fie sistemul algebric liniar Ax = b unde A si b sunt explicitate

mai jos
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(1 1 1 0| 0]
1 2 3 0

A= b= 0
1 4 -2 0 0
1 8 a-1 « 0

a) Sa se calculeze rangul matricei A, discutie dupa parametrul dat;

b) Cat este solutia sistemului daca rang (A)=4?

c¢) Discutati compatibilitatea sistemului n raport cu parametrul a.
TC.2.5 Pentru matricea A explicitatd in continuare

.
A=|1 5 =2
2 -1 0

sd se determine inversa folosind metoda bazata pe sisteme liniare.
TC.2.6 Fie matricea reald

2
1
A=
1

S N =
w D O W

1

1

3
0 0 1
cu elemente din corpul claselor de resturi modulo 4. Sa se determine inversa
folosind metoda bazata pe tabloul extins.

TC.2.7 Fie matricea reald din exemplul precedent. Sa se determine
polinomul caracteristic folosind formulele Newton si apoi sd se determine
inversa sa.

TC.2.8 Fie sistemul algebric liniar AX = B unde A si B sunt explicitate
mai jos

A= 4 0O B B,
0 4 B,

si unde
0 0 -2
A_1—1A_0 0 9 Az_o 0 -1
o 27 2121 0 0
1 2 0
0 1
-1 0
B[ },Bzzl B
0 -1
10

g) Ce dimensiuni are blocul nul din A?
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h) Ce dimensiuni are solutia X?

1) Scrieti matricea X structuratd pe blocuri compatibile dimensional cu
celelalte matrici din sistemul liniar dat;
TC.2.9 Fie matricea A de forma generala

L[4 o
1O 4,

in care blocurile din diagonala principald sunt nesingulare. Dati un algoritm de
calcul al matricei inverse care sa tind cont de structura bloc.
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