MODULUL III

CALCUL VECTORIAL

Parcurgand acest modul veti dobandi cunostinte referitoare la:
* Notiunile de vector si scalar;
= Qperatiile fundamentale de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari;
= Spatii, subspatii;
= Baze pentru spatii si subspatii;
= Coordonate ale vectorilor in baze specificate;
=  Schimbarea de baze;
=  Produsul scalar;
=  Produsul vectorial;
* Produs mixt.

Materialul prezentat are o logica matematica corectd, cu o inlantuire fireasca a
notiunilor; de aceea se recomanda parcurgerea sa completd, in ordinea data,
inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu trebuie sa fie cea
specifica disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute cu
creionul pe tot parcursul textului. Va recomandam sa va constituiti un caiet de
probleme si, pentru fiecare tip de exercitiu, sd va fixati algoritmul de rezolvare
pe etape. Rezolvati cat mai complet problemele propuse si cele continute in
testul de autoevaluare.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 6 ore.



LECTIA III.1

NOTIUNI FUNDAMENTALE REFERITOARE LA
VECTORI SI SPATII VECTORIALE

In aceasti lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
= Notiunile de vector si scalar;
= Operatiile fundamentale de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari;
» Spatii, subspatii;
= Baze pentru spatii §i subspatii;
= (Coordonate ale vectorilor in baze specificate;
= Schimbarea de baze;

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 2 ore.

LIII.1.1 NOTIUNEA DE VECTOR

Notiunea de vector se defineste prin trei atribute ale sale: directia,
mdrimea i sensul. In acest context cele trei atribute sunt considerate notiuni
primare, ele nu se definesc, precizdm doar ca au intelesul pe care le atribuie
vorbirea obisnuita.

Pentru elaborarea calculului vectorial folosim urmatoarea fixare a cadrului
notiunii de vector: orice vector se reprezinta printr-o sageata in spatiul fizic in
care trdim. O sageatd ofera o directie bine determinatd, o marime (lungimea
sdgetii) si un sens, indicat de varful sagetii.

Vectorul nu se identificd cu sdageata care-1 reprezinta deoarece sageata are
incd un atribut pe langa cele trei ale vectorului si anume punctul de aplicatie.
Totusi vectorul se identifica cu clasa tuturor sdgetilor care au aceeasi lungime,
directie si sens.

Orice punct al spatiului (fizic) este punctul de aplicatie al unei sageti care
reprezintd un vector dat. Pe de alta parte, dacad fixam punctul de aplicatie, exista
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0 singura sageata care reprezintd un vector dat. Asadar multimea (clasa)
sagetilor care reprezintd un vector dat are atatea elemente cate puncte are
spatiul. Fixand un punct O al spatiului, multimea vectorilor (pe care o notdm
cu) se poate identifica cu multimea sagetilor care au punctul de aplicatie (sursa)
in O.

Intr-un alt context, de exemplu in mecanicd, este nevoie sa se atribuie
vectorului si atributul de punct de aplicatie. De pilda daca doua forte au aceeasi
marime si directie si sensuri contrare, ele vor avea efect nul daca au acelasi
punct de aplicatie si un efect nenul daci au puncte diferite de aplicatie. In astfel
de situatii pentru a deosebi vectorul care se identifica cu o sageata (avand deci si
punct de aplicatie) de cel in care se face abstractie de punctul de aplicatie (asa
cum se face in calculul vectorial) se obisnuieste sa se numeasca acesta din urma
vector liber. In alte situatii este util si se identifice sigetile care au punctul de
aplicatie pe o anumita dreapta, obtindndu-se astfel o alta notiune de vector numit
vector glisant(alunecator).

Conventie de notatie

In calculul vectorial se opereaza simultan cu doud feluri de marimi:
vectoriale 1 numerice (care se mai numesc si scalare).

Pentru a nu fi nevoie sa se precizeze de fiecare data natura marimilor cu
care se opereazd se obisnuieste sd se adopte o notatie care sa distingd marimile
vectoriale de cele scalare. Foarte adesea se marcheaza cu o sdgeata sau o liniuta
orizontald deasupra literelor care desemneazd vectori. In expunerea care
urmeaza vom folosi litere grecesti pentru a desemna marimi scalare si litere
latine pentru marimi vectoriale: o,f,...,A,§ € R si a,b,...,u,v,weV

LIIL.1.2 ADUNAREA VECTORILOR SI iNMULTIREA
VECTORILOR CU NUMERE. PROPRIETATI

Adunarea vectorilor: definitie, proprietati
Se poate defini in doud moduri suma a doi vectori u,v €V
— Regula paralelogramului:

v uty
>
Fig. 3.1

— Regula triunghiului:



utv

Fig. 3.2

Se reprezintd vectorul v prin sdgeata care are originea in capatul sagetii
care-l reprezinta pe u. Vectorul u+v este reprezentat de sdgeata care are
originea comuna cu originea lui u si capatul comun cu capatul lui v.

Evident ca ambele reguli conduc la acelasi rezultat.

Proprietatile adunarii
1. Comutativitatea: u+v=v+u. Regula paralelogramului contine deja o
simetrie relativ la vectorii u si v.
2. Asociativitatea: (u + v) +w=u+ (v + w).

ut(v+w)
Fig. 3.3

3. Elementul de efect nul: Completam multimea »  cu un element pe
care-l notam 0 €V  definit ca vectorul reprezentat de o sageata care
are originea si capatul in acelasi punct. Folosind regula triunghiului
este evident ca u +0=u si 6 +u =u pentru orice u eV

4. Elementul opus: Vectorului u ii asociem vectorul (—u) reprezentat de

sdgeata care originea 1n capatul lui u si capatul in originea lui u.
Folosind regula triunghiului este evident ca u +(—u):9 si

(—u) +u=0.
In concluzie: Multimea V a vectorilor cu operatia de adunare, (V ,+) este
grup abelian.

Inmultirea vectorilor cu numere



Definitie

Notam M lungimea unui vector V .

Pentru orice o€ R si veV definim vectorul av astfel:

— directia lui av coincide cu directia lui v.

~ Jood =

— Sensul lui av este acelasi cu al lui v daca o >0 si opus lui v daca

a<0.

Ramane de analizat cazul cand o =0, in care nu se precizeaza sensul. Dar
din faptul ca ‘Ov‘ = ‘OHV‘ =0, rezultd cd Ov=0 si deci vectorul Ov nu are directie
si nici sens.

Proprietati
o(u+v)=au+av.
(o+B)u=ow+Pu.
(of)u=a(Bu).

lu=u.

b=

Demonstratie

Fig. 3.4

Pentru a demonstra prima proprietate sa presupunem ca o >0 (si chiar
o.>1) si sd observam ca triunghiurile OAB si OCD sunt asemenea, deoarece:

oc = M = ‘ ‘ == M = Q, 1ar AB fiind paralela cu CD rezultad ca unghiul
04 |uf AB

- M =
A este egal cu unghiul C.



Din asemanarea triunghiurilor rezulta ca unghiurile AOB si COD sunt
egale, adica OD trece prin B. Rezultd ca vectorii a(u +v) si ou+av au
aceeasi directie si sens.

Din asemanarea celor doud triunghiuri mai rezultd cd CD =a4B, iar pe
de altd parte CD:‘a(u+v)‘=oc‘u+v‘=ocAB. Deci vectorii oc(u+v) si
au + av au si aceeasi marime.

Cu modificari corespunzatoare ale figurii se demonstreazd egalitatea
vectorilor ce intervin in proprietatea 1) si pentru cazul cand a <0, precum si
atunci cand a este Intre zero i unu.

Pentru proprietatea 2) sa observam ca vectorii (oc + B)u si au+Pu au
aceeasi directie cu vectorul . Dacd o si f au acelasi semn atunci vectorii
(a+B)u si au+Pu au acelasi sens, iar |a+B|=|o|+|B| de unde rezultd
‘(oc + B)u‘ = |ov+ Bl|ee| =|ct|[] + |B|ee| =|cxee| + |Bue| = + Bu|. Ultima egalitate se
bazeaza pe faptul ca vectorii au si Pu au acelasi sens. Daca a si f au semne

, 1ar pe de alta parte vectorii avand

contrare atunci, pe de o parte ‘oc + B‘ = Ha‘ — ‘[3
sensuri opuse(si, aga cum am spus, aceeasi directie) rezulta ca:
ot -+ | =z = B = (e e — Bl )| = (| = B[ | =
= (o = B =lox + Bl =|(c + B)o

La fel, in relatia din proprietatea 3), vectorii (ocB)u s OL(BM) au aceeasi
OL(BM)‘ = ‘OLHBM‘ = ‘oc ‘BHu‘ = ‘OLBHM‘ = ‘(aB)u‘ . Evident ca au
acelasi sens sau sens contrar fatd de # dupd cum a si B au acelasi semn sau sunt
de semne contrarii.

In relatia 4) vectorii u si lu au aceeasi directie si acelasi sens (deoarece
1>0), iar |lu| = [1||u| = |u|. Q.E.D.

In concluzie, multimea NV impreuna cu cele doua operatii , are structura
de spatiu vectorial.

directie cu u. In plus,

LIII.1.3 SUBSPATII, BAZE, COORDONATE

Definitie

Se numeste subspatiu al spatiului vectorial V. o submultime U a lui V
care are proprietatile:

1. Daca u,veU atunci u+veU.

2. Daca u €U atunci ou € U pentru orice a €[] .

Evident ca intregul spatiu v, precum si submultimea formatda numai din
vectorul nul, O, sunt subspatii. Ele sunt exemple banale, dar trebuie mentionate
in lista tuturor subspatiilor, listd care va fi completata in continuare.
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Subspatii de dimensiune 1
Fie d o dreaptd din spatiu si sa notdm V , multimea vectorilor reprezentati

de sdgeti situate pe dreapta d. Tinand seama de modul cum s-au definit operatiile
de adunare a vectorilor si de inmultire a numerelor cu vectori se deduce fara
dificultate ca V ; este subspatiu.

Evident cd dacd dreptele d si d’ sunt paralele atunci V ;,=V ,, iar dacd d
si d' nu sunt paralele atunci V ; §i V ; au un singur vector in comun: vectorul

nul, 0.
Considerdam acum un vector nenul a din subspatiul V ;. Din definitia

subspatiului (si de fapt se poate constata cu usurintd si direct) pentru orice a €[]
avem o €V ;. Interesant este ca este adevarat si reciproc: Dacd u €V ,, atunci

exista (si este unic) un numar o astfel incat u = au .

a d
.
(0] A P
- _J
Vv
u
Fig. 3.5

Intr-adeviar, fixand punctul O pe dreapta d orice vector se reprezinti
printr-o sageatd bine determinatd avand originea in O. Fie OA sageata care
reprezinta vectorul fixat a si OP sageata care reprezintd vectorul u. Avem:

u=oa unde a = i% cu semnul (+) sau (—) dupa cum vectorul u are acelasi

sens sau sens opus fata de a.
Asadar toti vectorii subspatiului V ; se pot exprima cu ajutorul unui

singur vector, vectorul a. Spunem cd multimea formata de vectorul a constituie
0 baza a subspatiului. Numarul o, bine determinat, care indeplineste conditia
u = oa, se numeste coordonata vectorului u in baza constituita de unicul vector
a.

Orice vector, 1n afara de vectorul nul, poate sd constituie o baza. Prezinta
interes cazul In care baza este alcatuita dintr-un versor, adica un vector care are
lungimea egala cu unitatea de lungime folosita. Exista doi versori ai subspatiului
corespunzand celor doua sensuri ale dreptei d.

In cazul unei astfel de baze coordonata unui vector este chiar lungimea
vectorului, luatd cu semnul + sau — dupd cum vectorul are acelasi sens sau
sensul opus vectorului bazei.

Subspatiile V ; au baze formate dintr-un singur vector, motiv pentru care

ele se numesc subspatii de dimensiune 1. Orice subspatiu de dimensiune unu
este de forma V , in care d este o dreaptd avand directia vectorului bazei. Prin



urmare sunt atitea subspatii de dimensiune egala cu unu cate directii sunt in
spatiu.

Subspatii de dimensiune 2
Fie m un plan i sa notdm V _ multimea vectorilor reprezentati de sageti
situate in planul m. Faptul ca multimea V _ constituie un subspatiu rezultd
nemijlocit din definitiile operatiilor de adunare a vectorilor si de inmultire a
vectorilor cu numere.
Evident ca dacd m si m' sunt doud plane paralele atunci V _ &/ . iar

dacd m si ' nu sunt paralele atunci notdnd cu d dreapta lor comuna, atunci
subspatille V  si V _» vor avea in comun vectorii din subspatiul
v d:V TEW n'A/ TN

S& consideram acum doi vectori necolineari, a $i b, in subspatiul V _.
Faptul ca a si b sunt necolineari inseamna, din punct de vedere geometric, ca nu
pot fi reprezentati de sageti situate pe aceeasi dreaptd iar din punct de vedere
algebric, necolinearitatea inseamnd cd nu existd nici un numdar A astfel ca
a=MAb sau b=Aa. Vom arata cd oricare ar fi un vector u &/  exista si sunt
unice numerele a si B astfel incat u =oa +Bb.

0 %_L_/P]
Uj

Fig. 3.6

Fixand un punct O al planului orice vector din V _ se reprezintd printr-o

Y
sdgeatd bine determinatd avand originea in punctul O. Asa cum se vede din
figura vectorii a,b si u sunt reprezentati respectiv de sagetile OA4, OB, OP.

Paralela dusd prin P la OB taie dreapta OA4 in A 1ar paralela dusa prin P
la OA taie dreapta OB in P, . Din regula paralelogramului rezultd cd u =u, +u,
in care u; $1 u, sunt vectorii reprezentati respectiv de sdgetile OF si OP, .

Dar u; si a sunt vectori reprezentati de sageti avand ca suport aceeasi
dreapta si conform exemplului anterior existd un numdr a astfel incat u; =oa.
Analog existd un numar 3 astfel incat u, =b. Rezultd ca u =aa +pb.



Pentru a demonstra unicitatea numerelor o si 3 presupunem ca ar exista
o' si B’ astfel incat u =a'a+B'b. De aici rezultd ca (a—a')a+(p—-p')b=6.
B—P
a—ao
In concluzie, orice vector din subspatiul V . se exprima in mod unic ca o

Dacaar fi o —a'#0 atunci: a=— b adica a ar fi colinear cu b.

combinatie liniara a vectorilor fixati a si b. Din acest motiv spunem ca vectorii
a si b constituie o baza a subspatiului V _. Numerele o si B, coeficientii
combinatiei liniare u =oa + b, se numesc coordonatele vectorului u in baza
constituita de vectorii a si b.

Prezinta interes cazul cand vectorii bazei sunt versori ortogonali. In acest
caz, baza se numeste ortonormata.

Un exemplu remarcabil de baza ortonormata este aceea constituitd din
versorii axelor unui sistem de axe ortogonale xOy. Acesti versori au o notatie

—

consacrata: i, respectiv j. In prezentarea acestui exemplu vom adopta celalalt

stil de marcare a vectorilor: cu sageata deasupra literei ce desemneaza vectorul
respectiv.

P(xy)

Fig. 3.7

Folosind punctul O ca origine a sagetilor orice vector este determinat de
un punct al planului care reprezinta capatul sagetii.
Relativ la sistemul de axe xOy orice punct P este determinat la randul sau

de coordonatele sale carteziene x si y.
Folosind baza constituitd de vectorii 7 si j, coordonatele vectorului de

pozitie al punctului oarecare P (adicd ale vectorului OP) sunt tocmai
coordonatele carteziene ale punctului P. Obtinem astfel legatura dintre calculul
vectorial §i geometria analitica:

Coordonatele vectorului de pozitie ale punctului P in baza constituita de
versorii unui sistem de coordonate carteziene sunt tocmai coordonatele
carteziene ale punctului P. In plus, coordonatele vectorului reprezentat de
sageata BP, se obtin scazand coordonatele carteziene ale sursei din

coordonatele carteziene ale capatului vectorului.



Subspatiile V _ au baze formate din doi vectori si de aceea ele se numesc
subspatii de dimensiune doi. Orice subspatiu de dimensiune doi (avand deci o
baza constituitd din doi vectori, sa zicem a si b) este de forma V  si anume 7
este planul determinat de vectorii a si b.

Subspatii de dimensiune 3

Fie trei vectori necoplanari: a,b,c. La fel ca si in plan se poate arata ca
orice vector se poate exprima in mod unic ca o combinatie liniara de vectorii
a,b,c si din acest motiv spunem ca vectorii a,b,c constituie o baza. Coeficientii
scrierii unui vector ca o combinatie liniard de vectorii bazei se numesc, la fel,
coordonatele vectorului in acea baza.

Orice sistem de trei vectori necoplanari constituie o baza e,e,,e;.
Potrivit terminologiei adoptate mai inainte, deoarece spatiul vectorial V  are
baze formate din trei vectori inseamna ca el are dimensiunea trei.

La fel ca si in cazul spatiilor bidimensionale prezintd interes bazele
constituite din versori ortogonali doi cate doi, numite baze ortonormate.

Folosindu-ne de baza ortonormata constituitd din versorii axelor unui
sistem de coordonate carteziene ortogonale Oxyz obtinem aceleasi reguli care
fac legatura dintre geometria analitica si calculul vectorial, reguli care au fost
formulate mai sus pentru geometria analitica plana.

L.I11.1.4 PROBLEME PROPUSE

PP.IIL.1.4.1 Si se arate cd 3 vectori necoliniari a,b,c pot forma un
triunghi daca a+b+c=0. Sa se exprime vectorii asezati pe medianele
AM BN si CP ale triunghiului ABC cu ajutorul vectorilor a = BC si b=CA
si sa se arate ca AM,BN si CP pot forma un triunghi.

PP.II1.1.4.2 In trapezul isoscel ABCD (cu baza mare AB) se cunosc
vectorii: ;zzﬁ, B:E, ‘]TC":b si A4=60°. Si se scric vectorii

DC,BC,AC,BD in functie de Zzsi b.
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PP.II1.1.4.3 Sa se arate ca daca r,7,7 sunt vectorii de pozitie a trei
puncte coliniare M ,M,M,, atunci existd un scalar « astfel incat:

r=ar +(1-a)r, (ecuatia vectoriald a dreptei M,M,).

PP.I11.1.4.4 Sa se determine valorile parametrilor reali msi n pentru
care vectorii urmatori sunt coliniari:

5——2f+3}'+n7c si B—m?+6}‘+21€

PP.II1.1.4.5 Sa se determine valoarea parametrulul real o astfel incat
vectorii urmatori sa fie coplanari: V1 =i+2] Jj— 3k, V2 =2i— ] +2k,
73 —ai— j+k. Pentru « astfel determinat sa se afle relatia de dependenta
liniard dintre cei trei vectori.

L.III.1.S TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.IL1.5.1 In hexagonul regulat ABCDEF se cunosc vectorii
a=AB si b=BC . Si se exprime cu ajutorul lor vectorii:
AC,AD,CD,DE,EF,FA,BD,BE,BF .

TAev.IIL1.5.2 In triunghiul ABC se cunosc vectorii: a = BC, ¢=AB
si b=CA. Si se afle vectorul A—A£ situat pe bisectoarea interioara, cu ajutorul

—_ - —

vectorilor a,b,c .
TAev.IIl.1.5.3 Sa se demonstreze ca patrulaterul ale carul varfuri au

vectorii de pozitie: A: =5i+2] Jj- k, B: r2 =i-3j Jj+ 4k,
C: E =i+ } +3k, D: a =2i+ 6] — 2k, este paralelogram.

TAev.IIl.1.54  Stiind ca ; =2i- 3}' , §1 & =i+ 2}' , sa se afle
componentele vectorului a=9i+ 4}' dupa directiile vectorilor ; si Z]
(coordonatele lui a in baza {;, &} a spatiului bidimensional respectiv).

TAev.IIL1.5.5 Stiind cd p=3i-2j+k, q=—-i+,-2k si
r=2i+ } —3k, si se afle componentele vectorului v=11i — 6}' +5k dupa

directiile vectorilor p, ¢ si r (coordonatele lui v in baza { D.q,r } a spatiului

tridimensional respectiv).
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LECTIA II1.2

OPERATII CU VECTORI

In aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
=  Produsul scalar al vectorilor;
=  Produsul vectorial al vectorilor;
= Produsul mixt pentru trei vectori;
= Produsul dublu vectorial.
Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 4 ore.

LIII.2.1. PRODUSUL SCALAR: DEFINITIE,
PROPRIETATI, FORMULA DE CALCUL.

Definitia produsului scalar
Pentru fiecare pereche de vectori u,v&/  se asociazda numadrul

u-v= ‘qu‘ Cos(u,v) numit produsul scalar al vectorilor u §i v.
Prin cos(u,v) intelegem cosinusul unghiului dintre vectorii u si v, iar ‘u‘

inseamna lungimea vectorului u#. Asa cum am procedat si in sectiunea
precedentd folosim acelasi semn atat pentru lungimea (sau marimea) vectorilor,
cat si pentru valoarea absolutd a numerelor; contextul ne fereste de confuzii.

Se pot intalni mai multe notatii pentru produsul scalar. in acest capitol
vom nota produsul scalar prin u-v eventual cu omisiunea punctului.

De remarcat ca operatia astfel definita nu este o operatie interna deoarece
fiecarei perechi de vectori se asociaza nu tot un vector ci un scalar, un numar.

Din definitia produsului scalar se vede ca daca unul dintre vectorii u si v
este nul atunci produsul lor scalar este nul. Altfel, daca vectorii u §i v sunt ambii
nenuli atunci produsul lor scalar este nul daca si numai daca vectorii sunt
ortogonali.

Daca vectorii nu sunt ortogonali atunci produsul scalar este un numar
strict pozitiv sau strict negativ dupd cum unghiul dintre ei este ascutit sau obtuz.
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Interpretare geometrica
Sa observam urmatoarea interpretare geometrica a produsului scalar:

u-v:‘u‘-pru(v) sau u-v:‘v‘-prv(u),

adica produsul scalar se obtine prin inmultirea lungimii unui vector cu lungimea
proiectiei celuilalt pe el.

- J

g
pru(v)
Fig. 3.8

Din punct de vedere geometric proiectia vectorului v pe vectorul u este o
lungime, deci este un numadr pozitiv. Dar prin pr, (v) intelegem aceasta lungime

luatd cu semnul plus sau minus dupa cum unghiul dintre vectorii u si v este
ascutit sau obtuz, adicd dupd cum cos(u,v) este pozitiv sau negativ.

Se ia deci semnul plus sau minus dupd cum proiectia vectorului v pe
vectorul u (considerata ca vector) are acelasi sens sau sens contrar vectorului u.

Proprietati ale produsului scalar

Vom demonstra urmatoarele proprietati ale produsului scalar:

1. u-v=v-u (comutativitatea).

2. u -(vl + v2) =u-v, +u-v, (distributivitatea fatd de adunare).

3. (awm)-v=u(ow)=a(u-v).

4, u-u>0 g1 u-u=0 daca si numai daca u=0.

Ultima proprietate este evidentad din definitia produsului scalar.

Prima proprietate rezultd din faptul ca functia cosinus este o functie para,
valoarea ei nu se schimba dacd se schimba semnul unghiului.

Demonstram  proprictatea a  doua: u-(v+v,)= ‘u‘ pr,(vi+vy)=
:‘u‘[pru (v1)+pru (vz)] :‘u‘pru (v1)+‘u‘pru (vz) =u-v+u-v,.

Proprietatea a  treia:  (ow)-v= ‘ocqu‘ cos(ow,v) = ‘ocHu‘cos(om,v) .
Consideram in continuare doud cazuri dupd cum a este pozitiv sau negativ.

Daca o este pozitiv atunci ‘oc‘ =0, lar o are nu numai aceeasi directie
cu u, dar si acelasi sens astfel inct cos(ow,v)=cos(u,v).

Daca a este negativ atunci, pe de o parte ‘oc‘ =—q iar pe de alta parte ou
are sensul opus lui u astfel incat unghiul dintre oau s1 v este suplementul
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unghiului dintre u si v si deci cos(ocu,v) = —cos(u,v). In concluzie rezulta ca in
ambele cazuri |ofcos(au,v)=acos(u,v). Reluand egalititile de mai sus

obtinem: ‘aqu‘cos(au,v) = ‘ocHqu‘ cos(aw,v)=awucos(awu,v)=a(u-v).

i

ou (a<0) u

Fig. 3.9

O formula de calcul a produsului scalar
Sa consideram o baza ortonormata, de exemplu aceea formata din versorii
axelor de coordonate carteziene ortogonale Oxyz. Acesti versori au o notatie

consacratd: i,jsi k.

Fig. 3.9

Pentru a inlesni parcurgerea altor carti care folosesc calculul vectorial
utilizdm aici cealaltd conventie de notatie in care vectorii sunt marcati cu o
sageata.

— —

=jj=kk=1s§ii-j=ji7=01ik=ki=0

Tinand seami ci 7,/ si k sunt versori ortogonali si din comutativitatea
produsului scalar rezulti: i -7
j-k=k-j=0.

Fie wu,u,,u; coordonatele lui #si v,v,,v; coordonatele vectorului v in
baza i,j, k adicd: i=ui +uyj+usk si V=wi +v,/+vsk. Folosind
proprietitile 1T si ITI precum si produsele scalare ale vectorilor i , J si k obtinem

urmatoarea formula pentru calculul produsului scalar a doi vectori in functie de
coordonatele lor intr-o baza ortonormata.

1/7 . \7 = ulvl + U2V2 + M3V3
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LIIL.2.2. PRODUSUL VECTORIAL: DEFINITIE,
PROPRIETATI, FORMULA DE CALCUL

Definitia produsului vectorial

Pentru orice pereche de vectori u si v din spatiul vectorial #  se
construieste vectorul u x v in felul urmator:

— directia lui u x v este perpendiculara pe planul determinat de vectorii u

$iv;

— marimea lui u x v este data de formula: ‘u X v‘ = ‘qu‘ sin(u,v);

— sensul lui u x v este dat de regula surubului drept.

Observam ca daca unul dintre vectorii u# s1 v este nul, sau daca sunt
colineari atunci ei nu definesc un plan. Dar pe de alta parte in aceste cazuri
lungimea lui u x v este egala cu zero, deci u x v este vectorul nul, 0, care nu are
nici directie si nici sens, deci nu se simte lipsa planului determinat de cei doi
vectorl.

Tot din expresia lungimii produsului vectorial se vede cd acestea sunt
singurele cazuri cand uxv=0: dacd vectorii # §i v sunt ambii nenuli si
necolineari atunci u x v #0.

Spre deosebire de produsul scalar, rezultatul inmultirii vectoriale este un
vector, adica produsul vectorial este o operatie interna pe\

Interpretarea geometrica a lungimii produsului vectorial

h/

!

u

Fig. 3.11
Dupd cum se vede din figurd, |uxv|=|u|[v[sin(u,v)=|u|h si reprezintd

aria paralelogramului determinat de cei doi vectori. Asadar, lungimea
produsului vectorial a doi vectori este numeric egala cu aria_paralelogramului
determinat de cei doi vectori.

Asa cum s-a mentionat si in titlu, este vorba aici numai de un atribut al
produsului vectorial si anume lungimea sa. Produsul vectorial este un vector
care pe langa lungime are si directie si sens.

Proprietatile produsului vectorial
1. uxv=-vxu (antisimetria).
2. (au)xv=ux(ou)=o(uxv) (omogenitatea).
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3. ux(v +v,)=uxv +uxv, (distributivitatea fata de adunare).

Demonstratie

Prima proprietate rezultd din regula care determind sensul produsului
vectorial: sensul in care se roteste v pentru a se suprapune peste u, cu un unghi

mai mic decat 180° este opus sensului de rotire a lui u pentru a se suprapune
peste v.

Pentru proprietatea a doua sd consideram numai una din cele doua
egalitati si anume: auxv= (x(u X v) si vom demonstra c¢d vectorii din cei doi
membri ai egalitatii au aceeasi directie, lungime si sens.

Directia lui o(u xv) este aceeasi cu directia lui u xv. Pe de alta parte
planul determinat de vectorii ou si v este acelasi cu planul determinat de
vectorii u si v, deci vectorul ((xu)xv are directia perpendiculara pe planul
determinat de vectorii u si v, ca si ux v, deci vectorii (ou)xv si o(uxv) au
aceeasi directie.

In ce priveste lungimea, sd remarcdm mai intdi cd dacd o >0 atunci
unghiul dintre au si v este acelasi cu unghiul dintre u si v, iar daca a <0 atunci

unghiul dintre au si v este suplementul unghiului dintre u si v.
Ambele unghiuri dau deci aceeasi valoare prin functia sin. Deci:

Jowe x | = |owu||v]sin (o, v) = ot u] [v|sin (u,v) =]ot|ju x v| = ‘oc(u X v)‘
Vectorii (aw)xv si a(uxv) au evident acelasi sens daca a>0. Dacd
o <0 atunci pe de o parte sensul lui a(u ><v) este opus lui uxv. Pe de alta

parte sensul lui o fiind opus lui u rezulta ca sensul de rotire a vectorului o
pentru a se suprapune peste v este opus sensului in care trebuie sa se roteasca u
pentru a se suprapune peste v. Inseamnd cd sensul lui (au) XV este opus

sensului lui u x v adica are acelasi sens cu oc(u X v) :

Demonstratia distributivitatii este mai complicatd. Ea este prezentatd in
cele ce urmeaza.

Demonstratia distributivitatii produsului vectorial

fata de adunare
Se va efectua demonstratia Tn mai multe etape:

Etapa I

Reducem demonstratia la cazul cand u este versor. Presupunem deci cd
egalitatea u x (v1 + vz) =u xVv, +uxv, este adevaratda atunci cand u este versor.

Daca u nu este versor atunci existd un numar o, astfel incat u = ou’, in care u’
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: 1 - . ,
este versor: oc:‘u‘ iar u’:ﬂu. Inseamnd ca u'x (v, + v, ) =u'xv +u'xv, si
u

deci:  wx(vy+vy)=(aw') (v +v,)=ofu'x (v +v,) | =a(u'xv +u'xv,)=
=o(u' xv)+a(u' xvy)=(au")x v + (o) x vy, =uxv +uxw,
Etapa Il

Fie u un versor reprezentat printr-o sageata (pe care o notam tot cu u) si
notdm 7 planul perpendicular pe u trecand prin sursa lui u. Pentru orice vector v
reprezentat printr-o sdgeatd avand aceeasi sursd cu u, notdam V' proiectia
vectorului v pe planul ©. Vom arata ca: uxv=uxv'.

\uXVZuXv’

Fig. 3.12
Linia punctata din figurd fiind paraleld cu suportul lui u rezulta ca vectorii
(sagetile) u,v,v" sunt in acelasi plan. Inseamna ca planul determinat de u si v
este acelasi cu planul determinat de u si V', deci uxv si uxv' au aceeasi
directie. Cat priveste lungimea, tindnd seama ca unghiul dintre u si v’ este drept,
adica v‘ sin(u,v) = ‘v' , rezulti: ‘u X v‘ = ‘qu‘ sin (u,v) = ‘qu" = ‘qu"sin(u,v') =

= ‘u x V'

Pe de alta parte din figura se vede ca sensul in care trebuie rotit u pentru a
se suprapune peste v este acelasi cu sensul in care se roteste u pentru a se
suprapune peste V', chiar daca v se afla in semispatiul opus lui u fatd de planul
7. Deci uxv si uxv' au acelasi sens.

Etapa 111

Ne propunem sa aratam ca daca v' se afla in planul 7, atunci u xv' se

obtine din V' prin rotirea sa cu 90° in jurul lui u in sens trigonometric privit din
semispatiul in care se afla u.

17



V/\uXv’

Fig. 3.13
In fond, deoarece u x v’ este perpendicular pe u rezultd ca u xv' se afl in
planul ©. Pe de alta parte u xv' este perpendicular si pe V', iar sensul este cel
care corespunde rotirii lui v in sens trigonometric, privit din semispatiul in care
se afld u. In ce priveste lungimea, |u x v" = ‘qu"sin(u,v’) = ‘v" deoarece ‘u‘ =1,

iar u si v' sunt perpendiculari.
Etapa IV

Vom demonstra distributivitatea Tnmultirii vectoriale a lui u fata de
adunarea vectorilor din planul Tz ux (V] +v5)=ux v +uxvj.

Vectorii v, v5 si v +v5; sunt doud laturi alaturate si diagonala unui
aralelogram. In etapa anterioara am aratat cd ux vy, uxvs $i ux(vi +v,) se
1 2 1tV

obtin prin rotirea cu un unghi drept a acestor laturi si a diagonalelor. Ele vor fi
tocmai laturile si diagonala paralelogramului rotit, deci:
ux (v +vh ) =uxv +uxvj.

!
uxX v,

7Tl )
v u !
V'g
vy
Fig. 3.14

Etapa V

In aceastd ultima etapa vom demonstra relatia:
MX(Vl +v2)=u><v1 +MXV2

18



in care u este un versor. Notam v/, v, (vl + vz) proiectiile vectorilor v;, v,,
. 4 ' . o
Vi +v,, pe planul m. Evident, (v, +v,) =v{+v; si: din efapa II rezulta

! .
ux (v +vy)=ux (v +v,) =ux(v{ +v5). Cum v si vy sunt vectori din planul

n, conform etapei V rezultd ca u x (v + vy ) =u X v +uxv)
INem: uUXV +UXVy=uUxXv +uUxv,

Aplicand din nou etapa II, obtinem

—

Q.E.D.
Formula de calcul a produsului vectorial
ii i, j, k aiunuisistem

Consideram baza ortonormata formata din versorii i
de axe ortogonale Oxyz si notdm u,u,,u; respectiv v,v,,v; coordonatele
vectorilor  u, respectiv v 1In aceastd baza, adica: u =u +u2]+u3k,
V=vi+v,j+wk. Din faptul ca 7, j, k sunt versori ortogonali si din

ixi=jxj=kxk=0, ixj=—jxi=k,

proprietdtile demonstrate rezulta
Fxk=-kxj=i, kxi=—ixk=.Folosind apoi distributivitatea produsului

vectorial fatd de adunare se obtine
(uli +u,J +u3k)x(ulf +Vv,j+ v3k)

= () x (W) + (102) < (vo1) + (17) % (w3 ) +

el e (i) # (a7 (v27) (12 <135 ) +

k)< (i) (usk) x (v27) (k)< (05 =

=(u1v1) ;><;)+(u1v2)(i><])+(u1v3)(zxk)+

+(u2v1)(}'x;)+(uzvz)(}x}')+(u2v3)(}'xl;)

vy ) (R x7) + (v, ) x ) + (v ) (K < K
(u2v3 —u3v2)i —(u1v3 —u3v1)}' + (ulvz —uzv.l)k

Ultimul rezultat se poate scrie sub forma de determinant, astfel ca se

obtine formula:
ik
UXV=|Uy Uy Uy
i V» V3
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LIIL.2.3. PRODUSUL MIXT, PRODUSUL DUBLU
VECTORIAL

Produsul mixt
Definitie
Pentru orice triplet de vectori u, v, w din spatiul vectorial V  se
asociaza numarul (ﬁ X \7) -w numit produsul mixt al vectorilor u, v, w, care se
noteaza (i, v, w).
Deci pentru a obtine produsul mixt a trei vectori se inmultesc vectorial
primii doi iar vectorul rezultat se inmulteste scalar cu al treilea.

Interpretare geometrica
Produsul mixt are urmatoarea interpretare geometricd: valoarea sa
absoluta este volumul paralelipipedului determinat de cei trei vectori.
Intr-adevar, (i, v, w) = (i x V) - w =i x V|- || - cos (i x ¥, ).

<)
X
<l

<

Fig. 3.15

Presupunem cd unghiul dintre # XV s1w este ascutit, asa cum apare in
figurd. In acest caz unghiul dintre # x ¥ si W este complementul unghiului o dintre
w st planul bazei paralelipipedului. Deci ‘Vv‘cos(ﬁ xﬁ,fv) :‘VV‘ sina=#,
inaltimea paralelipipedului. Cum ‘ﬁxfz‘ reprezintd aria bazei, se obtine ca
(1,7 ,V ,Vv) este egal cu volumul paralelipipedului.

Daca unghiul dintre # x v §1 w este obtuz atunci suplimentul acestui unghi
este egal cu complementul lui o si deci [W|cos(ixV,w)=—|i|sina=h.
Produsul mixt este egal tot cu volumul paralelipipedului luat insd cu semnul
minus.

Formula de calcul
Pentru a stabili formula de calcul sa consideram o baza ortonormata,

si pentru a fixa ideile fie baza constituita din versorii i,j,k ai axelor
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rectangulare Oxyz si fie d=wi +u,j +usk,v=vi +v,j +nk, w=wi +
+w, j + w;k . Reamintim ca
i xV =(uyvy —uzvy )i —(uyvy —uzvy ) j + +(uvy —upvy )k
Pe de altd parte din formula de calcul a produsului scalar rezulta:
(2,9,w) = (1 x V)W =wy (uyv; —u3vy ) = wy (uv3 — 3wy )+ ws (v —upwy ).
S-a obtinut ca rezultat tocmai dezvoltarea determinantului de ordinul trei
avand pe linii coordonatele celor trei vectori:
U U, Uy
(ﬁ,\_}, W) = Vl V2 V3

w W, W;

Proprietati
Din formula de calcul, folosind proprietatile determinantilor, se

deduc imediat urmatoarele proprietati ale produsului mixt:
1. Produsul mixt isi schimba semnul daca se schimba doi1 factori intre ei. De

exemplu, (@,V,w)=—(V,i, W)

2. Produsul mixt nu se schimba daca se efectueaza permutari circulare ale
factorilor: (ﬁ,ﬁ,fv) = (ﬁ,fv,ﬁ) = (W,T/,ﬁ) .

3. Produsul mixt este liniar in fiecare din cei trei factori. De exemplu:
(o) + Bidy, v, w) = (2, v, W) + B(id,,V, W).

4, (ﬁl,ﬁ,W):Odacé si numai dacd u, v si w sunt coplanari. Acest lucru

rezultd din interpretarea geometricd a produsului mixt.

Produsul dublu vectorial
Folosind proprietétile operatiilor cu vectori, precum si formulele de calcul
se pot demonstra numeroase identitati. Unele dintre ele se folosesc foarte
frecvent in alte discipline, de exemplu: matematici speciale, fizica sau mecanica.
Dintre aceste identitdti recomanddm sa se demonstreze si sa se retina
urmatoarele:
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<
)

~| ¢

(if x¥) - (wxF) = (i - w)(v - F) = (i -7 ) (- )= | ©
VAR

Prima identitate se verifica folosind coordonatele celor trei vectori intr-o
baza ortonormatd si formulele corespunzdtoare de calcul. Pe baza primei
identitati se demonstreaza cu usurinta celelalte patru.

Primele doua identitéti releva faptul ca produsul vectorial este o operatie
internd neasociativa. Pentru a retine aceste doua identitdti observam ca:
produsul dublu vectorial, in fiecare din cele doud asocieri, este o combinatie
liniard de vectorii din paranteza; coeficientii combinatiei liniare sunt produsele
scalare ale celorlalti doi vectori, Incepandu-se cu produsul scalar dintre primul si
ultimul vector.

Identitatile din a treia si a patra expresie exprima faptul ca acelasi produs
vectorial de produse vectoriale se poate scrie in doud moduri: fie ca o
combinatie liniard de vectorii din prima paranteza, fie ca o combinatie liniara de
vectorii din a doua parantezd. Coeficientii sunt produsele mixte ale celorlalti trei
vectori, Incepandu-se cu produsul mixt al vectorilor extremi.

Ultima este cunoscuta sub numele de identitatea lui Lagrange.
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L.111.2.4 PROBLEME PROPUSE

PP.II1.2.4.1 Sa se demonstreze identitatile:

a) (Zz+l3)2 +(Zz —13)2 =2(a2 +b2);

b) ‘5 xz)‘z 4 (Zz -13)2 =a%-b%, unde a si b sunt vectori din [1°, iar ‘El‘ =asi
b|=b.

c) Sa se demonstreze identitatea lui Lagrange:

2 2

+(myn, —mym )2 +(mly =yl )2

PP.II1.2.4.2 Se dau vectorii: a=3i—-6j—k, b=i+4;-5k si
c=3i— 4}' +12k . Sa se calculeze pr; (Zz + l;) .

PP.II1.2.4.3 Se dau vectorii m si n,cu m=2,n= V3 si [ (;1,;1) = %
Daci a=3m—2n si b=m+2n , 54 se determine:

a) Unghiul [J (ZZ,I;);

b) Lungimea diagonalelor si aria paralelogramului paralelogramului
construit pe vectorii a si b.

PP.II1.24.4 Se dau vectoriii a=i—-2j+k, b=3i+j-2k,
c=7i+14j-13k si d=—i+5j+k.

- = —

a) Sa se arate cd a,b,c sunt coplanari;

- - —

b) Sa se stabileasca ce fel de triedru formeaza vectorii a,b,d .
PP.IIL2.4.5 Se dau vectoriii a=2i— 3}' +4k, b=i+ m} —2k i

c=3i—j+5k. Sa se determine scalarul m astfel incat vectorii a,b,c sa fie
coplanari.
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L.II1.2.5 TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.I11.2.5.1 Stiindca a=2,b=5 s1 U (21,5) = 2?” , s se afle pentru ce

valoare a coeficientului « vectorii ; —aa+17b si Z] =3a—b sunt

perpendiculari intre ei.

TAev.IIl.2.5.2 Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat de forta
F :3;—2}'—57(, stiind ca punctul sau de aplicatie se deplaseaza liniar intre
punctele 4(2,-3,5) si B(3,-2,-1).

TAev.II1.2.5.3 Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe
vectorii: 7=Zz+l;—22, m=—a+b si ;1:2l;+32, stiind ca volumul

_ - —

paralelipipedului construit pe vectorii a,b,c este egal cu 3 unitati.
TAev.II1.2.5.4 Se dau vectorii: a=i— } , b= } —k i c=i+k. Sa se
calculeze:
a) Volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori;

b) Iniltimea paralelipipedului corespunzitoare bazei construiti pe asib.
TAev.IIl.2.5.5  Fie punctele: A(1,-1,2),B(2,1,-1),C(3,-2,-1) si

D(1,4,2). Sa se calculeze volumul tetraedrului ABCD si lungimea ndltimii
coborate din varful B.

M.III TEMA DE CONTROL

TC.III.1 Daca punctul M imparte segmentul MM, in raportul £,

atunci vectorul sdu de pozitie » se exprima in functie de vectorii de pozitie ai

punctelor M, s1 M, prin formula: ;:%
+
TC.IIL2 Se dau punctele: 4(1,1,1),8(0,2,0),C(3,2,1),D(10,4,2) si

E(2,5,6).
a) Sa se cerceteze daca vectorii E,E si AD sunt coplanari;

b) Sa se descompuna vectorul DE dupa vectorii AB,AC si AE .
TC.IIL3 Se dau punctele: 4(12,-4,3),B(3,12,-4),C(2,3,-4).

a) Si se afle vectorii AB, BC,CA si lungimile laturilor triunghiului ABC;
b) Sa se arate ca triunghiul AOC este dreptunghic;
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c¢) Sa se calculeze produsul scalar AB-BC;

d) Sa se calculeze produsul vectorial ABx AC;

e) Sa se afle aria triunghiului ABC;

f) Sa se afle lungimea inaltimii A4’ a triunghiului 4BC;

g) Sa se afle versorii bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC .

TC.IIL.4 Sa se gaseasca un versor perpendicular pe planul determinat de
punctele: O(0,0,0),A(3,—2,3),B(2,1,1).

TC.IIL5 Si se giseascd un vector x perpendicular pe doi vectori dati,
a=2i- 3}' +ksib=i- 2}' +3k si satisfacand conditia: X- (I+ 2}' = 77{) =10.

TC. III 6 Sa se calculeze volumul paralehplpedulul construit pe vectorii:

a) a=p-3q+r, b=2p+q-3r, c=p+2q+r, stiind cd p,q,r sunt
versori perpendiculari intre ei;

- =~ e = == = - . 1 .
b) a=3m+5n, b=m-2n, c=2m+7n, stind ca ng,n:3 si

0 (%,%):1352
¢) a=2u-v+w, b=u-w, c=v+w, stiind ¢ u=1v=2,w=3 si
0 (&,§)=90°,D (&,71/):60°,D (5,%):45".

TC.IIL.7 Fie a,b,c trei vectori oarecare. Sa se calculeze produsele
mixte:(a,b +c,a+b+ c) , (a,a +b,a+b+ c), (a +b,b+c,c+ a). Ce devin

aceste produse mixte daca a,b,c devin versorii i, j,k ?

TC.III.8 Sa se demonstreze ca daca vectorii axb,bxc, cxa sunt

coplanari, atunci ei sunt si coliniari.
TC.IIL9 Sa se demonstreze relatiile:

a) sz(I;xZ)+l;x(Esz)+Ex(szl;)=O;
b) (a-a) (B e) +(a-B)(cxa) + (a-2)(axB) = (a.5.2)a.

TC.IIL.10 Sa se demonstreze ca, oricare ar fi vectorii a,b,c, are loc

relatia:
(ZHZ; b+c Z+sz /-~ -
> ’ :_(a,b,C).

—

2 2 2
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