MODULUL 1V

SPATII VECTORIALE

Parcurgand acest modul, format din doud lectii, veti dobandi cunostinte
referitoare la:

Definitia spatiului vectorial, exemple;

Dependenta si independenta liniara, sistem de generatori ai unui spatiu
vectorial;

Baza, dimensiune, proprietati ale bazei, coordonatele unui vector intr-o
baza data;

Schimbarea coordonatelor unui vector la schimbarea bazei, matricea de
trecere de la o baza la alta;

Subspatii vectoriale, dimensiunea subspatiului generat de un sistem de
vectori;

Sume, intersectii s1 sume directe de subspatii vectoriale;

Materialul prezentat are o logica matematica corecta, cu o inldntuire fireasca a
notiunilor; de aceea se recomanda parcurgerea sa completd, in ordinea data,
inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu trebuie sd fie cea
specificd disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute cu
creionul pe tot parcursul textului. Va recomandam sa va constituiti un caiet de
probleme si, pentru fiecare tip de exercitiu, sa va fixati algoritmul de rezolvare
pe etape. Rezolvati cat mai complet problemele propuse si cele continute in
testul de autoevaluare.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 6 ore.
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LECTIA IV.1

NOTIUNI FUNDAMENTALE REFERITOARE LA

SPATIILE VECTORIALE

Parcurgand aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:

Definitia spatiului vectorial, exemple;

Dependenta si independentd liniard, sistem de generatori ai unui spatiu
vectorial;

Baza, dimensiune, proprietati ale bazei, coordonatele unui vector intr-o
baza data;

Schimbarea coordonatelor unui vector la schimbarea bazei, matricea de
trecere de la o baza la alta.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestei lectii este de 4 ore.

L.IV.1.1 Definitie, exemple

Definitie  Reamintim ca spatiu vectorial peste corpul comutativ K
inseamna o multime V care are doud operatii:

Una interna, notata cu semnul (+), care indeplineste proprietatile grupului
abelian.
Alta externa, notatd cu semnul ( . ), punct, care poate fi omis, avand
operatorii in corpul K. Aceastd operatie trebuie sd indeplineasca
urmatoarele conditii:

1. oc(x+y):ax+ay.

2. (oc+[3)x=ax+ay.

3. (OLB)x: OL(BX).
4. lx=x.

pentru orice x,yeV si orice ao,feK. Simbolul ,,1” din proprietatea 4)

inseamna elementul neutru al inmultirii din corpul K.

Elementele din V' se numesc vectori, iar cele din corpul K se numesc

scalari. Pentru a nu fi nevoie sa precizdm de fiecare data care litere desemneaza
vectori §i care litere desemneazd scalari folosim urmatoarea conventie de
notatie: vectorii 11 notam cu litere latine, iar scalarii 11 notam cu litere grecesti.
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Exemple

1. V'V = spatiul vectorilor fizici, reprezentati de sdgeti, corpul scalarilor
fiind corpul R al numerelor reale. Operatiile si propriettile acestora au
fost definite, respectiv demonstrate, in capitolul “Calculul vectorial”.

2. V=M (m,n;K ) = multimea matricelor de tip (m,n) formate cu elemente
din corpul comutativ K. Consideram bine cunoscute operatiile de adunare
a matricelor si de inmultire a matricelor cu scalari, precum si proprietatile
acestora, care definesc structura de spatiu vectorial.

3. V=K"=M (l,n;K ) = multimea matricelor coloana, de lungime egala cu
n. Este un caz particular remarcabil al spatiului V' =M (m,n;K).

4. V=K [X 15 X950 X n] = multimea polinoamelor de » nedeterminate
X1, X500 X

, avand coeficientii in corpul comutativ K. Adunarea

polinoamelor si inmultirea polinoamelor cu elemente din K (un caz
particular de polinoame, anume cele de grad zero) indeplinesc conditiile
din definitia spatiului vectorial.
5. Obtinem un sir de spatii vectoriale ludnd K =R, iar in loc de V oricare
din sirul descendent de multimi:
(0) 1 (2 (n) ()
C[a,b] ) C[a’b] ) C[a,b] D..D C[a’b] D...D C[a,b] DR X]>..oR,[X],
in care ), inseamna multimea functiilor reale definite pe intervalul [a,b] de n
ori derivabile si cu derivate continui. Faptul ca acestea sunt spatii vectoriale are

urmatoarea semnificatie: adunand doud functii dinc?), sau inmultind un numar

real cu o functie din ¢}, se obtine tot o functie din CJ),.

L.IV.1.2 Dependenta liniara, baza, teorema dimensiunii

Vectori liniar independenti

Definitie
Vectorii x;,x,,..,x, din spatiul vectorial V' peste corpul K se numesc
liniar independenti dacd indeplinesc urmatoarea conditie:

Olel +(X2X2 + ...+ (X,nxn :e:> (X,l :0,(12 :O,...,an :0

Evident ca orice combinatie liniara care are toti coeficientii nuli este egala
cu vectorul nul. Conditia de liniar independenta a unui sistem de vectori exprima
faptul cad o combinatie liniard a acestora nu poate fi nula decat atunci cand toti
coeficientii combinatiei liniare sunt egali cu zero.

Daca vectorii x;,x,,..,x, nu sunt liniar independenti atunci ei se numesc
liniar dependenti. Aceasta Inseamna ca: exista scalarii o,,a,,..,0, , hu toti nuli,

astfel incat o, x; + a,x, +...+a,x, =0.

79



Exemple

1. In spatiul » orice sistem de trei vectori necoplanari, #, v, w sunt
liniar independenti. Intr-adevar, dacd oui +pv+yw=0 si dacad , de exemplu,

B v

o # 0, atunci am avea: u =——V ——w adica u s-ar afla in planul determinat de
a o

v osiow.

Pe de altd parte orice sistem de patru vectori: i, v, w, f sunt liniar
dependenti. Intr-adevir, presupunand cd %, v, w sunt necoplanari, ei constituie
o bazd si deci f se poate scrie ca o combinatie liniard de i, v, Ww:
{ =oui + BV + yw, de unde rezultd 7 — o —Bv — yw=0. Am gisit o combinatie
liniard nuld a vectorilor i, v, w, f in care nu toti coeficientii sunt nuli
(coeficientul lui 7 este egal cu unu). Deci vectorii i, v, w, ¢ sunt liniar
dependenti.

2. In spatiul vectorial V=M (m,n;K) si considerdim matricele
EU i=1,2,...,m;j=1,2,...,n unde El-j inseamna matricea in care elementul de
pe linia i si coloana j este egal cu unu si toate celelalte elemente sunt egale cu
zero. Numarul acestor matrice este, fireste, egal cu m, n. O combinatie liniard a
lor Tnseamna ZocijEij care este tocmai matricea avand pe linia i si coloana j

i,
elementul g, altfel spus, matricca de element generic ;. Deci din
Zocl-jEij =0 rezultd cd toate elementele matricei sunt nule, adica toti
i,
coeficientii combinatiei liniare sunt nuli.
3. In spatiul ¥ = K" mentionim doar ci notim e; in loc de Ej;:

1 0 0

0 1 0
€ = » € = s ey €] =

0 0 1

4. In spatiul ¥V =K[X,,X,,...,X,] orice sistem de monoame este un

sistem liniar independent: in fond, o combinatie liniard de monoame Tnseamna
un polinom ai carui coeficienti sunt tocmai coeficientii combinatiei liniare. Ori
daca un polinom este nul inseamna ca toti coeficientii sai sunt nuli.

In particular in spatiul K[X] monoamele: 1,X, X 2,...,X " ... sunt liniar
independente.
Pe de altda parte polinoamele: f=2-3X+ 5X7, fr=1+2X,

f3 ==3+ X —5X? sunt liniar independente deoarece: f; + f, + f3=0.
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Sistem de generatori ai unui spatiu vectorial

Definitii

O submultime V' a lui V' se numeste subspatiu daca indeplineste
urmatoarea conditie: orice combinatie liniara de vectori din V' se afla tot in V.

Este usor de observat ca dacd J’ este subspatiu atunci este o parte stabila
fata de operatiile spatiului si, cu operatiile induse, constituie un spatiu vectorial.

De exemplu, pentru un sistem de vectori notim [x;,x,,..,x,| multimea
combinatiilor liniare ale vectorilor x;,x,,..,x,. Evident ca aceastd multime

constituie un subspatiu. El se numeste subspatiul generat de vectorii
X|sXgpees X,

Daca subspatiul generat de vectorii x;,x,,..,x, este egal cu intreg spatiul

V atunci sistemul de vectori x;,x,,..,x, se numeste sistem de generatori ai

n
spatiului V. In acest caz spunem ca spatiul V este finit generat.
Faptul ca vectorii x,x,,..,x,constituie un sistem de generatori ai

spatiului V' se exprima astfel: ,,Pentru orice xeV existd a,,a,,..,0, € K, astfel

b

,l\nCét. X = (X,lxl + (X,2X2 +...+ (X,nxn ’ .

Prin urmare faptul ca x;,x,,..,x, constituie un sistem de generatori

n
inseamnd ca toti vectorii spatiului se exprimd ca niste combinatii liniare ale
acestora.

Exemple

1. Am demonstrat in capitolul 3 ca dati fiind trei vectori necoplanari a, b,
¢, toti vectorii spatiului se exprima ca niste combinatii liniare ale acestora. Prin
urmare orice sistem de trei vectori necoplanari constituie un sistem de
generatori.

Pe de alta parte, daca vectorii a, b, ¢ sunt coplanari atunci ei nu constituie
un sistem de generatori deoarece vectorii care nu sunt continuti in planul
vectorilor a, b, ¢ nu pot fi combinatii liniare de ei.

2.1n spatiul V' =M (m,n;K ) aceleasi matrice E;; care au servit mai inainte
ca exemplu de sistem liniar independent constituie si un sistem de generatori In
fond, daca 4 :(ocij), atunci 4 = ZOLU-EU- . La fel, in spatiul V' = K" matricele

i,j
coloana e,e,,..,e, constituie un sistem de generatori.
3. In spatiul V=K [X 15 X550, X n] monoamele constituie un sistem

(infinit) de generatori. In fond orice polinom este o combinatie liniarda de
monoame.
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Baze ale unui spatiu vectorial. Coordonate

Definitie
Se numeste baza a spatiului vectorial 7 un sistem de vectori x;,x,,..,x,

care indeplineste urmatoarele doud conditii:

1. Sunt liniar independenti.

2. Constituie un sistem de generatori ai spatiului V.

A doua conditie asigurd ca orice vector se poate scrie ca o combinatie
liniard a vectorilor x;,x,,..,X,: x=0,X +0,X, +..+a,x,. Prima conditie

asigurd ca In aceasta scriere coeficientii o;,0,,..,0, ai acestel combinatii

n
liniare sunt unic determinati de vectorul x. Intr-adevar, daca
am avea s1 x =[x, + B,x, +.. +,x, , atunci ar rezulta:

n’'n?
x—x=0= (oc1 -B )xl + (ocz -B, )x2 +..+ (ocn -B, )xn , 1ar din faptul cd vectorii
X|,Xy,..,X, sunt liniar independenti deducem: o;-p;=0,0,—-0B,=0,
o, —B,=0.
Asadar daca vectorii x;,x,,..,x, constituie o bazd atunci orice vector x se
scrie in  mod wunic ca o combinatie liniara de vectorii bazei:
X=0X +yX, +...+a,x,. Coeficientil a,,a,,..,0, fiind unic determinati de

vectorul x se numesc coordonatele vectorului x in baza x;,x,,..,x,.

Exemple

1. Am aratat ca in spatiul P orice sistem de trei vectori necoplanari
constituie s1 un sistem liniar independent si un sistem de generatori. Deci ei
constituie o bazd. Mai precis, denumirea de bazd pe care am atribuit-o, in
capitolul 3, unui sistem de trei vectori necoplanari, corespunde cerintelor
definitiei pe care am formulat-o mai sus pentru notiunea de baza.

2. In spatiul ¥ =M (m,n;K) matricele E; constituie atat un sistem de
generatori cat §i un sistem liniar independent, deci acest sistem de matrice
constituie o baza. La fel, vectorii ¢,e,,..,e, constituie o baza a spatiului K" .

Coordonatele unui vector (deci ale unei matrice) in aceastd baza sunt
tocmai elementele care alcatuiesc matricea respectiva. La fel ca si in spatiul P>
ne asteptdm ca si In acest spatiu sd existe mai multe baze. Printre ele, baza
formatd din matricele E;, avand proprictatea pe care am mentionat-o, se
numeste baza canonica a spatiului. In particular baza formata din vectorii
e ,e,, ...,e, se numeste baza canonica a spatiului V = K" .

3. In spatiul ¥V =K[X|,X,,...,X,] monoamele constituic o bazi.
Coordonatele unui vector (deci ale unui polinom) in aceastd baza sunt tocmai
coeficientii polinomului. De aceea aceasta baza se numeste baza canonica a
spatiului K[ X\, X,,....X,].
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Teorema dimensiunii

Daca spatiul V" are un sistem finit de generatori atunci oricare doud baze
ale spatiului au acelasi numar de elemente.
Demonstratie. Fie x;,x,, ...,x,, $1 ¥|,V,,...,», doud baze ale spatiului V'

si presupunem, prin reducere la absurd, cd m #n. Doud situatii sunt atunci
posibile: sau m<n, sau m>n. Consideram cazul cand m <n. Cum vectorii
X1,%,,...,X, constituie o baza, orice vector se poate scrie ca o combinatie liniard

de ei. In particular vectorii y;,y,,...,1,:
N = OL“XI + (X21X2 +...+ (X,mlxm ‘7\41

....................................................

Cautdm necunoscutele scalare A;,A,,...,A, care sd verifice ecuatia

n
vectoriala:

Din egalititile de mai sus combinatia liniard Ay, + A,», +...+A,», se

poate exprima in functie de x;,x,, ...,x,,:

(OLH?LI + 0(127u2 +...+ (X,ln}\,n )xl +
(Ol A +0pohy + .40y, A, )Xy +
(Otmlkl + amz}\.z +...+ Otmnkn )xm = 9

Tinand seama ca vectorii x;,X,,..,x,, sunt liniar independenti aceastd

m
ecuatie vectoriala este echivalentd cu un sistem de m ecuatii scalare ce constau
in anularea coeficientilor vectorilor x;,x,,..,x, din aceastd combinatie liniara:

OL217L1 + (1227\42 + aznkn =0

............................................

Acest sistem este omogen si are m ecuatii §i n necunoscute. Rangul
matricei coeficientilor nu poate sa depaseasca numarul m al liniilor.

Pe de alta parte ipoteza de reducere la absurd prevede cd m <n. Conform
teoremei Kronecker —Capelli sistemul este nedeterminat, deci admite cel putin o

solutie nebanala. Deci existd un sistem de scalari ko,ko,...,kg nu toti nuli, care
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verificd ecuatiile sistemului, care sistem este echivalent cu ecuatia vectoriala:
My + Ao, 00y, =0.
Dar aceasta inseamna ca vectorii y;,,,..,», sunt liniar dependenti, ceea

ce contrazice faptul ci ei formeazi o bazi. Deci ipoteza c¢i m <n este falsa. In
mod analog se respinge si ipoteza m > n. Q.E.D.

Observatii

1. Din aceasta teorema rezulta ca numarul vectorilor unei baze reprezinta
o caracteristica a spatiului. Acest lucru dd consistentd urmatoarei definitii:

Se numeste dimensiunea spatiului V numarul vectorilor unei baze din
V.

in spatiul > , subspatiile » , si »  au fost numite subspatii de dimensiune
unu respectiv doi. Observam ca aceasta denumire corespunde sensului notiunii
de dimensiune precizat mai sus.

L.IV.1.3 Formula de schimbare a coordonatelor
la schimbarea bazei

Forma matriceala

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K si doud baze ale acestui
spatiu: x;, x5, ...,x, S1 V;,V,,...,¥,. Orice vector x al spatiului va avea unele

coordonate 1n prima baza si alte coordonate in a doua baza.

x:CAxl +Q2X2 +...+ann

X=M)Y +Nayy +...+ N, Yy,

Ne propunem sa stabilim formule care sa permita calculul coordonatelor 1
in functie de coordonatele & si invers, a coordonatelor & in functie de
coordonatele 1.

In acest scop sa scriem vectorii y;,ys, ..., v, in functie de vectorii bazei
X|>Xgy eeusX

"
yl - Otllxl + a21x2 +...+ Otnlxn
yz = Oclle + azzxZ +...+ anzxn

yn - Otlnxl + azan +...+ OLnan

Coeficientii acestor combinatii liniare formeaza o matrice patratica:
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O,y oo Oy,

care se numeste matricea de trecere de la baza x,x,,...,x, la baza

Y1»Va, ---»V, . Dupd cum se observa, aceastd matrice se alcatuieste plasand pe

coloane coordonatele vectorilor y,,y,, ...,»y, Inbaza x;,x,, ...,x,.

Relatiile care exprima vectorii x;,x,, ...,x, ca niste combinatii liniare de
5 1 2 n 3

X|,%X5, -..,X, S€ pot scrie sub forma matriceald astfel:

(ylaer"ayn):(x19x2’“"xn)'T

In aceasti relatie, in membrul drept se inmulteste o matrice linie formata
din vectori cu o matrice patratici formata din scalari. Inmultirea se face folosind
operatia externd, de inmultire a scalarilor cu vectori.

Notand cu S matricea de trecere de la baza y,,y,, ...,», Inapoi la baza

X|,X5, ...,X, €a va indeplini relatia corespunzatoare:

(xl,xz,..,xn)=(y1,y2,..,yn)-S

Folosind ultimele doua relatii se obtine:
(xl,xz,..,xn):(yl,yz,..,yn).S:(xl,xz,..,xn)-T-S

adica matricea produs 7- S joacd rolul matricei de trecere de la baza x;,x,, ...,x,

la ea Tnsasi. Dar aceastd matrice nu poate fi decat matricea unitate, din cauza
unicitdtii scrierii vectorilor ca nise combinatii liniare a vectorilor unei baze, in
acest caz baza x;,x,, ...,x, .
Asadar, T-S=1, de unde rezultd ca matricea T este invesabila gi

matricea de trecere S este tocmai inversa matriceiT : S =T". Relatiile:
x=Cx +Gxy +o A C,x,0 Xx=my MYy e Ny,

se pot scrie si ele sub forma matriceala astfel:

& Uit
& n
x:(x1 Xy .. xn) g ; x=(y1 Yo oo yn) ?
& N,

Inlocuind in a doua relatie matricea linie ( Vs Vorees yn) in functie de

matricea linie (x;,x,,..,x, ) obtinem:
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M M
N2 N2
=1 e )| 7|2 (Bkae,) T
My Mn
adica:
& M Uit &
%2 =T Nz , de unde: ) 7! %2
in concluzie: dacd T este matricea de trecere de la baza (X129, ..0sx, ),
la baza noua ( V1o Vs oees yn), atunci ea este inversabila si matricea de trecere

de la baza noud la baza veche este T™'. Matricea de trecere de la coordonatele

vechi, &, la coordonatele noi, m, este T U iar matricea de trecere de la
coordonatele noi, n, la coordonatele vechi, &, este T.

Si
S

(xl,xz,...,xn)

&,
7y Tt 'l 1r
Ll

n
(yla)’z»---’yn) ?

MNn

Dupad cum se observa, in relatiile matriceale deduse, vectorii bazei se
plaseaza intr-o matrice linie, iar coordonatele se plaseaza intr-o matrice
coloana:
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i g
(»yayn)=(xx0..x, ) - T 2 _ 7l &
Ny &,
Si M
(xlxz...xn):(ylyz_,,yn).T—l &2 _p| M2
S N,

Forma matriceala a formulelor este sintetici si inlesneste efortul de
retinere a lor. Aceastd forma are insa dezavantajul ca nu exprima nemijlocit
vectorii bazelor si coordonatele vectorilor prin intermediul matricelor si a
operatiei de Tnmultire a matricelor. Forma concentrata care va fi prezentata in
continuare incearca sa rezolve acest neajuns.

Forma concentrata a lui Einstein

Pornim de la urmatoarea conventie de notatie: in elementul generic al
unei matrice indicele liniei il plasam sus, iar indicele coloanei il plasam jos.
De exemplu, in matricea linie (x;,x,,...,x,) notatia elementelor

corespunde acestei conventii: indicele reprezinta coloana si este plasat jos.

Dar in matricea coloana,

Si
&

S

notarea elementelor nu corespunde acestei conventii deoarece indicele reprezinta

linia si deci ar trebui sd fie plasat sus. Prin urmare vom schimba modul de
scriere a coordonatelor plasand indicii sus: e’;l,?;z, e

i A
; in

care, repetdm, indicele superior, i, reprezintd linia, iar indicele inferior, j,

In ce priveste matricea 7, elementul generic al acesteia il vom nota a

reprezinta coloana. De exemplu, ag‘reprezinté elementul de pe linia patru si
coloana trei din matricea 7. S& mai notim cu f’; elementul generic

al matricei 7" .
Cu aceste modificari ale notatiilor cele patru formule , de transformare a
vectorilor bazelor si de transformare a coordonatelor, se scriu astfel:
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n . . n . .

_ Jy o ol — igj.

yi_E,aixj: TI—E B,&%;
J=1 J=1

n n
x;=) Bly;s &= dm’.
j=1 j=1

In sfarsit in aceste formule, suprimam semnul de sumare, inlocuindu-l
prin conventia: daca se repeta un indice, unul superior si celalalt inferior,
atunci se subintelege sumarea dupa acel indice luand valori de la 1 la n.
Formulele devin:

— /- I _Rigl.
yi=oix; m =P8
RSy - Y
‘xi_Biyja g_a]n

L.IV.1.4 Proprietati ale bazei

Propozitia 1
Orice sistem liniar independent de vectort v;,v,,...,v, din spatiul

e Ve

vectorial finit generat J' se poate completa pana la o baza a spatiului.

Demonstratie

Vom construi o baza care contine vectorii v;,v,, ...,V,.

Spatiul V fiind finit generat, el admite o baza finitd x,x,, ...,x, .

Consideram, in prima etapd, sistemul de vectori v;,v,,...,v,,x;. Daca
acest sistem este liniar independent atunci se ia in a doua etapa sistemul
Vi,Va, ..., V., X], X, , adicd se retine vectorul x;. Dacd este liniar dependent atunci,
in a doua etapa se considera sistemul v;,v,, ...,v,,x, adicd nu se retine vectorul
X -

In etapa a treia, in fiecare din cele doui cazuri, addugdm vectorul x5 dupd
ce s-a retinut sau s-a exclus vectorul x,. Vectorul x, se retine sau nu dupd cum
sistemul (avand ca ultim vector pe x,) este liniar independent sau liniar
dependent.

In etapa n+1, ultimul vector adiugat fiind X, , acesta se retine sau nu,

dupa aceeasi regula ca si in etapele doi si trei. S-a obtinut astfel un sistem de
vectori:

VisVas ces Vs Xi 3 Xp 5 weny X

ro7ty 27y 2 Iy

despre care vom ardta cd indeplineste cele doua conditii din definitia bazei.
Din constructie sistemul este liniar independent: nu s-ar fi retinut vectorul
x; daca sistemul ar f1 liniar dependent.
)
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Sa revenim acum la etapa intdia si sda consideram cazul cand
Vi,Vy, ...,V,,X; este liniar dependent, deci atunci cand x; nu se retine in sir.
Inseamna ca existd scalarii: 0,05,...,0,, $1 B, nu toti nuli, astfel incat
oVy + 0yVy +...+Px; =0. In mod sigur B#0 deoarece daci B=0 atunci am
avea oV, + o,v, +...+a,v, =0, de unde ar rezulta ca toti ceilalti coeficienti o
sunt nuli. Rezulta:

adica dintre vectorii  x;,X,,..,x, cei care nu Sse refin in girul

VIVase s Vs X 5 X 5enn, X S€ POL scrie ca nigte combinatii liniare de vectorii deja

refinufi.
Vom ardta acum ca orice vector x se scrie ca o combinatie liniard de

vectorii VisVoseeos Vs X s Xy e X In primul rand x se poate scrie ca o

combinatie liniard de vectorii bazei x;,x,, ...,X, :X=0;X + 0yX, +... +0,X,,.
Impartim suma din membrul drept in doud parti: o parte cuprinzand termenii
care contin acet vectorix;, care au fost retinufi in  sirul

VisVoseesVys X s X 50000 $1 altd parte cu acel x; care nu au fost retinuti in sir:
s

S
x=Ole1+OL2X2 +...+0Lnxn=zotikxik+ Z (X,].x]
k=1

j#i] ,i2 ,...,is

In suma a doua, toti vectorii x;, fiind cei care nu au fost retinuti in sirul

VIoVaseeos Vs X X e X, S€ POt scrie, asa cum am stabilit, ca niste combinatii
S

liniare de vectorii din acest sir. Facand inlocuirile si reducerile de termeni
asemenea se obtine o combinatie liniara de v;,v,,. Ve Xy 5 X e Xy Q.E.D.

Observatie

Din propozitia demonstratd mai sus rezultd cd o baza a unui spatiu
vectorial se poate caracteriza ca un sistem liniar independent maximal (adica un
sistem liniar independent care nu este strict continut in alt sistem liniar
independent).

Intr-adevir, fie X{,X5, ...,X, O baza si sd presupunem ca exista vectorul v

astfel ca sistemul x;,x,,...,x,,veste liniar independent. Rezultd, conform

propozitiei 1 ca existd o baza care contine acesti vectori. Aceastd baza ar avea
n+1 vectori, ceeace contrazice teorema dimensiunii, deoarece In spatiul V'
existd deja baza x;,x,, ...,x, care are n vectorl.

Prin urmare o baza este un sistem liniar independent caruia daca-i mai
adaugam un vector, sistemul isi pierde calitatea de liniar independenta.
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Criteriu

Daca numarul vectorilor unui sistem liniar independent este egal cu
dimensiunea spatiului atunci acel sistem de vectori constituie o baza.

Intr-adevir, fie n dimensiunea spatiului s1 fie v;,v,,..,v, un sistem liniar
independent. Conform propozitiei 1, existd o baza care contine vectorii
Vi,V5...,V,. Respectiva bazd nu poate sa mai contind alti vectori in afara de

Vi,V,,..,v, deoarece numadrul lor ar intrece dimensiunea spatiului.

Propozitia 2
Din orice sistem de generatori ai unui spatiu vectorial J' se poate extrage o
baza.

Demonstratie
Fie v,v,, ...,v, un sistem de generatori ai spatiului V' . Avem de

sV,
demonstrat ca o parte a acestor vectori formeaza o baza.

Doua situatii sunt posibile: sau sistemul este liniar independent, sau este
liniar dependent. Daca este liniar dependent atunci el constituie o baza, si deci
demonstratia propozitiei este incheiata.

Dacd sistemul este liniar independent atunci existd niste scalari
a,,a,, ...,a, ,nu toti nuli, astfel incat:o,v, + oy, +...+a,v, =0.

Renumerotind eventual vectorii putem presupune cd a,, #0. Se poate
atunci scrie:

ol ) %1
Vy=——V ——=V) —...— Voo
ceea ce inseamna ca vectorii v;,v,, ...,V,,_; constituie un sistem de generatori.

Acestui nou sistem de generatori 1 se aplicd acelasi tratament ca
sistemului 1nitial, ducand, fie la gasirea unei baze, deci la incheierea
demonstratiei, fie la eliminarea unui vector din sistemul de generatori.

Dat fiind ca numarul vectorilor sistemului initial este finit, rezulta ca dupa
un numar finit de pasi se ajunge la o baza. Q.E.D.

Observatie

O baza se poate caracteriza ca un sistem minimal de generatori, adica un
sistem de generatori din care dacd se exclude un vector, noul sistem de vectori
nu mai are calitatea de sistem de generatori.

Intr-adevar, fie x,x,,...,x, o bazd si presupunem, prin reducere la

absurd, ca suprimand unul dintre vectorii bazei, noul sistem ar fi incd sistem de
generatori. Pentru a fixa ideile, renumerotind eventual vectorii bazei putem
presupune ca vectorul suprimat este chiar x,. Propozitia 2 ne asigura cd din

sistemul de vectori x;,x,,...,x,_; s€ poate extrage o baza. Aceastd baza ar avea

90



cel mult n—1 vectori. Am ajuns la o contradictie cu teorema dimensiunii
deoarece in spatiul V existd o baza cu n vectori: x;,x,,...,x, .
Criteriu

Dacd numarul vectorilor unui sistem de generatori este egal cu
dimensiunea spatiului, atunci acel sistem de generatori constituie o baza.

Intr-adevir, conform propozitiei 2, din acest sistem de generatori se poate
extrage o baza. Dar daca prin aceasta s-ar suprima cel putin un vector s-ar
ajunge la o baza care ar avea mai putini vectori decat dimensiunea spatiului, cea
ce este absurd.

L.IV.1.5 PROBLEME PROPUSE

PP.IV.1.5.1 Fie V un spatiu vectorial peste corpul K s1 S o multime
nevida. Definim F={f‘f:S—>V}, (f+g)(x):f(x)+g(x), (V)f,geF,
(tf)(x) = tf(x),(V)t € K,(V)x € S. Sa se arate ca F este spatiu vectorial peste K.

PPIV.152  Fie V={x|xell,x>0}. Pentru (V)x,yeVsi (V)sel,
definim x® y =xy, s[J x=x". Sa se arate cd (V,(-D,D )este spatiu vectorial peste [ .

PP.IV.1.5.3 Si se arate ca vectorii urmdtori sunt liniar independenti in [ *:
a) v =(0,2,1),v, =(1,0,1),v; =(1,3,5);
b) v =(LL1),v, =(-11,0),v; =(0,1,-1).
PP.IV.1.5.4 Ardtati cd urmatoarele familii de vectori sunt baze ale
spatiului vectorial [ 3.
a) v =(2,2,-1),v, =(L1,2),v; =(1,-1,0);
b) v, =(L1L1),v, =(~11,0),v3 =(0,1,-1);
PP.IV.1.5.5 Aratati cd vectorii urmatori formeaza o baza pentru [] * s
determinati coordonatele vectorului v = (2,1,3,4) in aceasta baza:
v =(2,3,4,1),v, =(3,-1,1,-2),v; =(-1,2,-3,4),v, =(5,-7,6,-7).
PP.IV.1.5.6 Sa se stabileasca formulele de transformare a coordonatelor
cand se trece de la o baza B={v,v,,v;}, la alta, B'={y{,v5,v}}, in spatiile
vectoriale mentionate, unde:
1) v =(-12,1),v, =(1,-2,1),v3 =(0,L,1),
v =(1,-1,1),v, =(0,1,-1),v4 =(1,1,0) , in [1 *;
2) vy =Lv, =t v, =1
v =1—t,vy =1+1>v4 =1 —¢, in spatiul vectorial al polinoamelor cu
coeficienti reali, de grad cel mult 2.
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L.IV.1.6 TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.IV.1.6.1 Sa se arate ca multimea M

mxn cu elemente din corpul K (K = saull )este spatiu vectorial peste corpul

K ) a matricelor de tipul

mxn (

K 1n raport cu adunarea matricelor si cu inmultirea dintre un element din K si o
matrice. Sa se arate ca matricele:

0 . . .0 . . .0

0 1 0 i
Ey.:oooo-
0 . . .0
J

constituie o baza a lui M,,,,(K) sicadim M, (K)=mn.

TAev.IV.1.6.2 Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n si
B={u,uy,..;u,}, B'={v,v;,...v,} si B"={w,w,,...w,}, trei baze diferite ale

sale. Fie S :BSUB matricea de trecere de la baza B’ la baza B si T :BtijB

mxn(

matricea de trecere de la baza B" la baza B’ Sa se arate ca S-7T este matricea
de trecere de la baza B" labaza B.

TAev.IV.1.63 Fie in 0* familiile de vectori B={v,v,,v3,v,} si
B' ={u;,uy,u3,u, }, unde:

V| :(1,2,—1,0),\}2 :(1,—1,1,1),\23 :(—1,2,1,1),v4 :(—1,—1,0,1) si

u = (2,1,0,1),142 = (0,1,2,2),u3 = (—2,1,1,2),u4 = (1,3,1,2).
Sa se arate ca fiecare familie este o bazd pentru [J * i sa se determine
coordonatele vectorului w= (2,1,—1,3) in fiecare baza. Sa se determine matricea
de trecere de la baza B={v;,v,,v3,v,} la baza B'={u,u,,u3,uy} si sa se

verifice coordonatele lui w in cele doua baze cu ajutorul matricei de trecere.
TAev.IV.1.6.4  Fie [ ;[X] spatiul vectorial al polinoamelor cu

coeficienti reali, de grad cel mult 3, in nedeterminata X . Ardtati ca fiecare din
sistemele de polinoame:

2) B={1,X, X, x*};
b) B ={1+ X%, X+ X°,X°, X+ X°|;

o B,,:{Lur—l) (x-17 <X—1>3}.

o2t 7 3|
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este o baza pentru [ ;[ X]. Si se reprezinte polinomul f =X>-X*-X +1 cao
combinatie liniara cu coeficienti reali in fiecare dintre cele trei baze. Sa se
determine matricea de trecere intre fiecare doua dintre cele trei baze.
TAev.IV.1.6.5 Fie vectorii v, = (1 —i,O,Zi),v2 = (z',l,O),v3 = (2 —i,l,i) din
0°. 8& se calouleze:w =(1+2i)[ (2+i)(3v +ivy )+ (1=i)(2iv —3v,) | i
w, =2v; —(1+1)v, + 3iv; Si se rezolve ecuatia in x: 2v; —ix=(1—i)v,.
TAev.IV.1.6.6 Fie V' un spatiu vectorial de dimensiune n peste corpul K

(K =0 saull ). Sa se arate ca dacd vectorii a;,a,,...,a, sunt liniar independent,

atunci s1 vectortii b, = a,,b, = a, + a,,...,b, = a; + a, + ...+ a, sunt liniar independenti.

93



LECTIA IV.2

SUBSPATII VECTORIALE. OPERATII CU SUBSPATII
VECTORIALE

Parcurgand aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
= Subspatii vectoriale, dimensiunea subspatiului generat de un sistem de
vectori;
= Sume, intersectii s1 sume directe de subspatii vectoriale;
Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestei lectii este de 2 ore.

L.IV.2.1 Subspatiul vectorial generat de un sistem de
vectori

Acest paragraf ofera inca un criteriu puternic pentru verificarea liniar
independentei vectorilor, 1n particular pentru baze, in spatii finit generate.

Consideram o bazd x;,x,,...,x, in spatiul vectorial V si v;,v,,...,v, un
sistem oarecare de vectori, despre care nu se presupune nici cd este liniar
dependent nici sistem de generatori. Ei se scriu, fireste, ca niste combinatii

liniare de vectorii bazei:
Vl = OLllxl + OL21X2 +...+ Otnlxn
Vz - Otlle + azzxz +...+ anzxn

............................................

\Vm = Otlmxl + azmxz +...+ anmxn

Plasand, ca de obicei, coordonatele celor m vectori pe coloane, se
formeaza o matrice de tip (1,m):

Oy Oy - Oy,
P Oy Oy o Oy
O, O,y . Oy

Pe de altd parte vectorii v,v,, ...,v, genereaza un subspatiu, pe care

l-am notat [vl,vz, sV ] El este constituit din multimea combinatiilor liniare a
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vectorilor v;,v,,...,v, . Intre acest subspatiu si matricea 4 existi urmitoarea
legatura:

Teorema

dim[v;,v,,...,v,, | =rang(4).

Demonstratie.

Fie r=dim[v;,v,,...,v,]. Inseamnd ci orice bazi a subspatiului
[vi,v5,...,,,] are r vectori. Ne propunem sa demonstrdm ci rang(4)=r.

Asa cum am spus vectorii v;,V,,...,v,, hu constituie un sistem de
generatori ai spatiului V. Dar ei constituie, bineinteles, un sistem de generatori
pentru subspatiul generat de ei, adica [vl,vz,. . .,vm] . Comform Propozitiei 2, din
acest sistem de generatori se poate alege o bazd a subspatiului
[vi,v5,...,V,, | formata, asa cum am spus, din r vectori.

Renumerotand vectorii v;,v,,...,v,,, putem presupune ca vectorii bazei
sunt chiar primii » vectori: v;,v,,...,v,. Renumerotarea vectorilor v;,v,,...,v,,
modificd matricea 4 in sensul schimbarii ordinii coloanelor ei. Dar aceasta nu
modifica rangul matricei 4.

Pentru a demonstra ca rang(A) =r, vom verifica cele doud conditii din

definitia rangului.
Deoarece vectorii v;,v,,...,v, sunt liniar independenti (ei constituind o

bazd) rezulta ca ecuatia vectoriald
lel +}\.2V2 +... ‘+‘}\,rvr :O
in necunoscutele scalare A;,A,, ...,A, are numai solutia banala: A, =0,
}\,1 :0, }\42 :O, ...,}\,r :0
Inlocuind in aceastd ecuatie vectoriald pe v;,v,, ...,v, prin combinatii
liniare de x;,x,,...,x, ecuatia devine:
(o hy + 0phy + oy, ) X+
(Gtg A + Ay + .4 O AL ) Xy +

(a,ﬂ}\.l + an27L2 +...+ OLan,, )xn =0

Vectorii x;,x,,...,x, fiind liniar independenti, ca vectori ai unei baze,

ecuatia vectoriala scrisa sub aceastd forma este echivalenta cu urmatorul sistem
de n ecuatii scalare:
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a’ll;\'l + OL127u2 +...+ Otl,,7\.r -

0(217\.1 + OL227\.2 +...+ azr}hr =

Otnlxl + anz}bz +...+ Otnrkr == O

Acest sistem liniar s1 omogen este echivalent cu ecuatia vectoriala, deci
are numai solutia banala. Deci este un sistem determinat.

Conform teoremei Kronecker-Capelli rangul matricei coeficientilor este
egal cu numarul necunoscutelor, adica r. Inseamni ca matricea coeficientilor are
un minor de ordinul » nenul. Dar matricea coeficientilor sistemului este blocul
matricei 4 format cu primele » coloane Asadar matricea 4 are un minor de
ordinul » nenul si astfel prima conditie din definitia rangului este indeplinita.

Rdmane de demonstrat conditia a doua: ca orice minor de ordinul »+1
este nul. Fie M, ., un astfel de minor si sa notdim j, j,,..., j.,; coloanele din
matricea A, ce definesc acest minor.

Vectorii jj, j,,..., ., sunt liniar dependenti, deoarece sunt in numar de r

+ 1 si Dim[vl,vz,...,vm] =r. Deci ecuatia vectoriala:
}\‘lvfl + 7\42‘}]2 +...+ }\‘r+1vjr+l - e

in necunoscutele scalare A;,A,,...,A, are cel putin o solutie nebanala.

Inlocuind in aceasta ecuatie vectoriala vectorii v; .v;

VgV prin

jr+l
combinatiile lor liniare de x;,x,,...,x, ecuatia devine:

(alhxl +oy kg T tay; xm)xﬁ

(azjl }\41 + OLZJ-2 )\42 +...+ Otzjm }\.},.4_1 )x2+

......................................................

Folosind iardsi liniar independenta vectorilor x,x,,...,x, deducem ca

aceasta ecuatie vectoriald este echivalentd cu sistemul de » ecuatii scalare ce

constau in anularea celor n coeficienti a1 vectorilor x;,x,,...,x,

OLl] 7L1 +(X,1]27L2 +...+(X,1jr+17\4r+1 :O
a’2j17\’1 +a2j27\42 +...+a2jr+17\4},+1 :O

Acest sistem omogen este echivalent cu ecuatia vectoriald care, asa cum
am spus, are solutii nebanale. Inseamna ca rangul matricei coeficientilor este
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strict mai mic decat numarul necunoscutelor, care este » +1. Deci toti minorii de
ordin 7 +1 ai acestei matrice sunt nuli.
Dar aceasta matrice este alcatuita din coloanele ji, j,,..., j,,; ale matricei

A. Rezulta ca toti minorii de ordin » + [ ai matricei 4, definiti de aceste coloane
sunt nuli. In particular este nul si minorul M, pe care l-am considerat mai sus.

Q.E.D.

Criteriu

Daca rangul matricei coeficientilor unui sistem de vectori este egal cu
numarul vectorilor atunci vectorii sunt liniar independenti.

Intr-adevar, potrivit teoremei, rangul acestei matrice este egal cu
dimensiunea subspatiului generat de vectori. Ori, daca dimensiunea este egala cu
numarul generatorilor inseamna ca acesti generatori constituie o bazd, deci sunt
liniar independenti

L.IV.2.2 Sume si intersectii de subspatii. Sume directe

Suma subspatiilor
Fie Vst V, doud subspatii ale spatiului vectorial ' peste un corp
comutativ K. Numim suma celor doud subspatii submultimea:
v+, :{x:xl +X55x €V],%, eVZ}.
Este usor de wverificat ca aceastda submultime verificd urmatoarele
proprietati:

— este subspatiu;

— este cel mai mic subspatiu care contine ¥, si ¥, in sensul cd orice
subspatiu care contine ¥} si V, contine si subspatiul ;| +V,. Din acest motiv el
se mai numeste s1 subspatiul generatde V; si V,.

Se poate spune ca in acest fel am definit o operatie internd in multimea
S (V) a subspatiilor lui V, operatia de adunare a subspatiilor. Aceasta operatie

are urmatoarele proprietati, care se verifica fard dificultate:
— comutativitatea: V, +V, =V, +1};

— asociativitatea: (Vl +V, ) +V, =V, (V2 +V, );
~elementul de efect nul: subspatiul {6} .

Mentionam ca aceste proprietati definesc structura de monoid comutativ.
Asociativitatea da sens sumei a trei sau mai multe spatii, care se putea

defini si direct:
n n
ZVi = xzzxi;xi ev;
i=1 i=1
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Putem considera suma unei familii oarecare de subspatii, (V, )l.e e in care

multimea / este infinita:

ZVI': x:in;xl-eVi ,

iel iel

cu precizarea cd in suma care-l defineste pe x numai un numadr finit de termeni
difera de vectorul nul, 0.

Intersectia subspatiilor
Operatia duala operatiei de adunare a subspatiilor, in sensul relatiei de
incluziune, este operatia de intersectie:
ViV, ={x; xeV,xel,}.

Este usor de verificat ca intersectia este o operatie internd pe multimea
S (V) a subspatiilor lui V' si ca aceastd operatie satisface proprietatile
monoidului comutativ, elementul de efect nul fiind spatiul total V.

Intersectia este operatia duald sumei fatd de relatia de incluziune a
subspatiilor in sensul cd , pe cand suma subspatiilor V| si V, este cel mai mic

dintre subspatiile care contin §i pe V| si pe V, intersectia V; 1V, este cel mai
mare dintre subspatiile continute deopotriva si in V} §i in V,. Orice subspatiu
care este continut si in ¥} siin ¥, este continut in ¥, N V;.

Asociativitatea intersectiei da sens intersectiei a trei sau mai multe
elemente. Dar se poate defini si direct intersectia unei familii oarecare, finite sau
infinite, de subspatii:

(Vi={xer:vielxeV}
iel

Sume directe de subspatii

Suma familiei de subspatii (V;),_, se zice directd daca este indeplinita

urmatoarea conditie: Vie I, V;[) Z V;=16}.
jel, j#i
In cazul a doud subspatii, ¥; si ¥, suma lor este directd daca
VNV, =1{8}. In cazul a trei subspatii, ¥}, ¥, si V3, suma lor este directd daci
fiecare din ele are in comun cu suma celorlalte doua numai vectorul nul:

NN +r)={8), KNI +1s)={6), NV +V,)=1{6}.

Dupd cum se vede, suma directd nu este o altd suma decat suma definita
mai inainte. Relatia dintre subspatii decide dacd suma lor este sau nu directa, asa
cum se vede destul de clar in cazul a doud subspatii.
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Exemple

I. In spatiul # al vectorilor reprezentati de sigeti (vezi Capitolul
,Calculul vectorial”) pentru orice vector v subspatiul generat de v, notat [v] , este

alcatuit din vectorii situati pe aceeasi dreapta cu v.
Dati fiind doi vectori necolineari, v, si v, suma subspatiilor [v,]+[v, ]

este planul determinat de cei doi vectori si aceastd suma este directd , deoarece
dreptele suport ale celor doi vectori au in comun numai vectorul nul, 6.
Daca v;,v, si vy sunt coplanari, dar doi cate doi necolineari, atunci suma

lor, [v]+[v,]+[vs] este planul pe care-l determind. Suma nu este directa
deoarece, de exemplu, [vl] se afla in intregime in subspatiul [vz] + [v3] care este

planul determinat de cei trei vectori. Cu toate acestea, asa cum am vazut mai
sus, suma a oricare doua dintre ele este directa.
Dacd v,v, siv; sunt necoplanari, atunci suma subspatiilor

[vi]+[v2]+[v3] este directa. La fel este directd suma dintre fiecare din
subspatiile [v; ],[v,].[vs] si subspatiul generat de ceilalti doi vectori.

II. Fie V un spatiu finit generat s1 x;,x,,...,x, 0 baza in acest subspatiu.
Suma subspatiilor: [v;],[v,].....[v3] este directd. Intr-adevér, pentru fiecare
indice i, vectorii din subspatiul [xl-] sunt de forma x = a;,x;, 1ar cei din subspatiul
Z[x J} sunt de forma x = Zoc ;%; - Un vector comun x al celor doua subspatii
j#i j#i
ar implica egalitatea: Zoc JX;=0ux;  sau, Zoc ;x;—aux; =0, Din liniar

J#i j#i
independenta vectorilor  x;,x,,...,x, rezultd cd toti coeficientii combinatiei
liniare din membrul stdng sunt nuli, in particular a; =0, adicd vectorul comun
x=o,x; =0.

Dimensiunea sumei de subspatii

O proprietate importantd a sumei directe este ca se poate alcatui o baza a
sumei directe de subspatii punand la un loc vectorii bazelor subspatiilor. Acest
fapt urmeaza sa-l stabilim in cele ce urmeaza.

Lema

n n
Suma de subspatii ZVI' este directa dacd si numai daca: din le- =0;
i=1 i=1

x; €V, rezultd x; =0; i=12,...,n.
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Demonstratie

n
Presupunem ca suma ZVi este directd s1 ca este indeplinita relatia:
i=1

n
le- =0; x; eV;. Rezultd ca pentru orice i,x; = —Zx ;- Pe de alta parte, din

i=1 j#i
definitia sumei directe, oricare ar fi i, V;[) Z V;=1{6}. Cum x; eV, si
jel,j#i
—Z X; € ZVJ , egalitatea lor conduce la x; =0.
Jj#i Jj#i

n
Reciproc, presupunem ca din relatia in =0 cu x; €V} rezultd x; =0,

i
i=l1

n

pentru orice 7 $i ne propunem sa demonstram cd suma ZVi este directa. Orice
i=1

vector x care se afla in V; ZVJ ={0} va fi pe de o parte de forma x=x; €V

Jj#i

iar pe de altd parte de forma x:ij GZVj. Scazand cele doud egalitati
Jj#i j#i

obtinem: Zx 7 —x;=0.Rezultd x, =0, si deci x=0. Q.E.D.

j#i
Mentiondm urmadtoarea consecintd: orice vector x al unei sume directe
n

n
Z V. se scrie In mod unic sub forma x = le- :
i=l1 i=1

n n
Intr-adevar, daca x= lef atunci: x—x=0= Z(xl- —x]) si din lema
i=1 i=1
anterioard rezultd x; —x; =0 pentru orice i.

Propozitie

r
Fie ZVi o suma directd de subspatii si presupunem cad avem cate o baza
i=1
in fiecare din subspatii. Atunci, puniand la un loc vectorii bazelor celor r
subspatii se obtine o baza a subspatiului suma.

Demonstratie

Fie x;,x,,...,x,, obazain V|; y,,y,,...,», 0 bazd in Vyse321520500 52, O

bazd in V.. Din definitia sumei de subspatii rezultd ca: x,x,,...,x

sVm o
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V1>Y2sVnsesZ15Z25--sZ,, CODStituie  un  sistem de generatori pentru

N+v,+...+V..
Rdmane de demonstrat liniar independenta lor.
Daca:

(o + 0y + o4 00, X, )+ (B +Boya +oe +Byyy ) +oon +
+(ylzl + ¥y2y +...+ypzp):6

atunci, din lema demonstratd , sumele din toate parantezele sunt nule deoarece
prima paranteza este un vector din¥}, a doua un vector din V, s.a.m.d.

Din oyx; +0,x, +...+a,x, =0 si din liniar indepndenta vectorilor
X1, X5,...,X,, rezultd ca toti coeficientii a sunt nuli.
Analog se deduce ca si coeficientii B si toti ceilalti sunt nuli. Q.E.D.

Consecinta
r r r
Dacd suma ZVi este directd atunci dimZVi = ZdimVi :
i=1 i=1 i=1
Propozitie
Pentru orice pereche de subspatii ¥ si V, avem:
dim(¥; +V, ) =dimV] + dimV, —dim(¥; NV5).

Demonstratie

Fie x,x,,...,x, 0 bazd a subspatiului (¥;¥,). Fiind un sistem liniar
independent se poate completa pana la o baza a lu1 ¥} cu vectorii y;,,,...,», $i
la o bazd a lui V, cu vectorii z;,z,,...,z,. Pundnd la un loc vectorii x,y,z el

constituie un sistem de generatori pentru (¥, + ¥, ). Rdméne s aratam cd ei sunt

liniar independenti.
Daca

r m n
D 0%+ D By + Y vz =0,
i=1 j=1 k=1
atunci:

n r m
PR RXEEDY R
k=1 i=1 j=1
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Membrul stang este un vector din V,, iar membrul drept este un vector
din 7] . Egalitatea lor inseamna ca ambii sunt in V; (17, . Deci exista niste scalari
9;,0,,...,0, astfel incat:

iYka :ZF:SZ-xl- , de unde: Zr:éil.xl. —Zn:ykzk -0
k=l i=1 k=1

i=1
Dar, cum vectorii x,X,,...,X,, Z|, Z5,...,Z, constituie bazd a lut V,

rezultd cd toti coeficientii combinatiei liniare din membrul sting sunt nuli. In
particular, toti coeficientii y sunt nuli.

7

m n
Din  egalitatea Zaixl- + ZB Y+ Zykzk =0 rezultda atunci
j=1 k=1

i=1
r m
S+ 3, =0
i=1 j=1

Tindnd seamd acum ca vectorii: X;,X;,...,X,, V|, V3,...,V,, constituie o
bazd a lui V}, rezultd ca s1 coeficientii o s1 f sunt nuli. Q.E.D

L.IV.2.4 PROBLEME PROPUSE

PP.IV.2.4.1 a) Si se arate cd multimea functiilor  f:(—a,a) >0 care
satisfac conditia f (—x)z f (x),(‘v’)xe(—a,a) este un subspatiu al spatiului
tuturor functiilor reale definite pe intervalul (—a,a) (Subspatiul functiilor reale

are);

pare) b) Sa se arate ca multimea functiilor f: (—a,a) —[J care
satisfac conditia f(—x)=—/f(x),(V)x e(—a,a) este un subspatiu al spatiului
tuturor functiilor reale definite pe intervalul (—a,a) (Subspatiul functiilor reale
impare).

PP.IV.2.4.2 Fie S o submultime din 0 *, formati din vectorii:
a) v =(—i,14+4,3-2i),v, =(1-0,0,i),v3 = (L, —1+1,2+3i),v, = (-2 +2i,0,-2i);
b) v =(5-2i,0,1-i),v, =(=1-i,2+0,i),v; =(3— 40,4+ 2i,1+i).

Sa se stabileasca dimensiunea subspatiului generat de submultimea S si sa

se precizeze care vectori din submultime pot constitui o baza, in fiecare caz in
parte.

PP.IV.2.4.3 Se considerd urmitoarele familii de vectori din [1°:
a) v =(2,1,0),v, =(1,2,3),v3 =(-5,-2,1);

102



b) u; =(L,1,2),u, =(-1,3,0),u3 =(2,0,3).
Fie L =[v,v,,v3] $i L, =[u;,u,,us], subspatiile generate de fiecare familie de
vectori. Sd se determine: dim L, dim L,, dim (L, + L, ), dim (L, N L,) precum
si cate o baza pentru fiecare din subspatiile respective.

PP.1V.2.4.4 Fie subspatiile vectoriale ¥ si U generate de vectorii:

a) w; =(LL1),w, =(0,3,1),w; =(2,-11);

b) u, =(1,-2,4),u, =(-2,4,-8).

1) Sa se verifice daca admit suma directd si, in caz afirmativ, sd se
determine suma lor directa;

2) Sa se gaseasca descompunerea vectorului v= (5,—7,13) pe aceste

subspatii.
PP.IV.2.4.5 Fie vectorii: v, =(1,0,1),v, =(1,1,0),v; =(,2,1) din [ 3

unde aell este un parametru. Sa se determine « astfel incat subspatiul W
generat de cei trei vectori sa aiba dimensiunea 2. Sa se scrie forma generald a

vectorilor din W si si se indice toate subspatiile W, <[]’ astfel incat
03 =wew,.

PP.IV.2.4.6 Sa se arate ca multimile U = {“1 = (1,5,3),u2 = (2, 0,6)} si
W= {wl = (—1,7,—3),w2 = (4,5,12)} genereaza acelasi subspatiu in [ 3,

L.IV.2.5 TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.IV.2.5.1 Sa se precizeze care dintre urmatoarele multimi din [J 3
sunt subspatii vectoriale si, in caz afirmativ, sd se stabileascd dimensiunea
subspatiului:

2) B= {(xl,xz,x3) ell 3‘x1 =Xy = O} .
TAev.IV.2.52 Fie C°(0) spatiul vectorial real al functiilor reale si

continue. S se precizeze care dintre urmatoarele submultimi ale lui C°(0 ) sunt

liniar dependente, respectiv liniar independente si sa se stabileasca dimensiunile
subspatiilor generate.

1) {eax,xeax,xzeax};
2) {ex,e_x,ch(x)};
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TAev.IV.2.5.3 Fie S o submultime din [J 3 formati din vectorii:

1) w; =(1,0,1),w, =(-1,0,—1), w3 =(3,0,3);

2) u, =(-LL1),u, =(1,-11),u, =(0,0,1),u, = (1,-1,2).

In fiecare caz, si se stabileasca dimensiunea subspatiului generat si sa se
specifice care vectori din submultime pot constitui o baza. Care sunt ecuatiile
carteziene ale fiecarui subspatiu ?

TAev.IV.2.5.4 Fie subspatiile vectoriale W si U generate de vectorii:

a) w; =(2,1,0,1),w, =(-2,-1,-1,—-1),w; =(3,0,2,3);

b) u, =(1,1,2,~1),u, =(0,-1,-1,2),u, =(-1,2,1,-5).

Sa se determine: dim W, dim U, dim (W +U), dim (W NU), precum si cite o
baza pentru fiecare subspatiu.

TAev.IV.2.5.5 Fie subspatiile L; =[x,...x;], L, =[»,....;]. Sa se
determine : dimZ,, dimL,, dim(Z, +L,), dim(Z, "L, ), precum si céte o baza
pentru fiecare subspatiu in fiecare din cazurile urmatoare:

a) x; =(0,LL1),x, =(1,112),x; =(-2,0,1,1);

v =(-13,2,-1),», =(11,0,-1);
b) x, =(2,-5,3,4),x, =(1,2,0,-7),x; =(3,-6,2,5);
¥ =(2,0,-4,6),», =(LLL1),»; =(3,3,1,5).
TAev.IV.2.5.6 Se considera x, =(1,3,0,—1),x, =(2,5,1,5),x; =(1,2,1,3)

si fie L, =[x,x,,x;] subspatiul generat de cei trei vectori in [ *. Sa se afle

subspatiul L, c[J*, astfel incat L, ® L, =[] * (suma este directd; L, cu aceasti
proprietate se numeste subspatiul suplementar lui Z, ).

L.IV TEMA DE CONTROL

TC.IV.1  Fie V multimea tuturor sirurilor f de numere reale:
fz(aO,al,az,...,an,...), (a,- el ,(V)ieD ) Dacd aell si f,geV, unde
f=(ag.a1,a,....a,,...), g=(by,b.bs,....h,,...), atunci definim adunarea si
inmultirea cu scalari a sirurilor de numere reale prin:

f+g= (ao +by,a+b ay +b,,....,a, + bn,...);
a-f=(a-a0,a-al,a-a2,...,a-an,...).

Sa se arate ca J este spatiu vectorial peste corpul [J in raport cu legile de
compozitie:

interna: +:VxV -V, (f,g)—>f+g;
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externa: -:0 xV >V, (a.f)>a-f.
TC.IV.2 Fie K,[X],(K =0 saull ) multimea polinoamelor de grad cel
mult » In nedeterminata X, cu coeficienti in K. Sa se arate ca multimea K, [X ]

este spatiu vectorial peste corpul K in raport cu adunarea polinoamelor si cu
inmultirea dintre un element din K si un polinom. Sa se arate cd polinoamele:

LX, X%, X, X",
constituie o bazd a lui K,[X] sicddim K,[X]=n+1.
Fie K[X],(K=0U saull) spatiul vectorial al tuturor polinoamelor in
nedeterminata X. Sa se arate ca polinoamele:
LX, X2 X0, X",...
constituie o bazd a lui K[X] si cd dim K[X]=c0.
TC.IV.3 Fie Vs spatiul vectorial real al polinoamelor in cos x de grad cel

3

- o 2 4 .
mult 4. Sa se arate ca familiile B:{l,cos X,C08” X,C0S” Xx,COS x} si

B = {l,cos X,C08 2x,c0S 3x,c08 4x} sunt baze ale lui V5. Sa se determine
schimbarea de coordonate care permite trecerea de la baza B la baza B'.

0 0 x
TC.IV.4 Fie M = Ae M;(0 )‘A: y 0 0;x=y+z;.Sase arate ci:
u z 0

a) Multimea M este un subspatiu vectorial al lui M;(0 );

0 0 -3 0 0 1 0 0 -1
b) Matricele A4=-2 0 0,B=1 0 0,C=-1 0 0
1 -1 0 3 00 3 0

constituie o baza a spatiului M.

TC.IV.5 Si se precizeze care dintre urmitoarele multimi din 0> sunt
subspatii vectoriale si, Tn caz afirmativ, sd se stabileascd dimensiunea
subspatiului:

1) 4 ={(x1,x2,x3) el 3‘x1 — X, +5x3 =O};
2) B ={(x1,x2,x3) el] 3‘x1 — X, +5x3 =4};

TC.IV.6 Fie C° (D ) spatiul vectorial real al functiilor reale si continue.

Sd se precizeze care dintre urmatoarele submultimi ale lui C°(0) sunt liniar

dependente, respectiv liniar independente si sd se stabileasca dimensiunile
subspatiilor generate.

1) {sin(ax),cos(ax)};
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2) {l,cos(2x),sin2(x)}.

TC.IV.7 Fie S o submultime din [ 3 formata din vectorii:
1) wy =(=2,0,1),w, =(1-4,0,i), w5 =(1-24,0,1+i),w, =(0,i,0);

2) u, =(1,0,1),u, =(i,0,i),uy =(0,i,i),u, =(i,1,2i).

In fiecare caz, si se stabileasci dimensiunea subspatiului generat ,
respectiv W =[wy,wy, ws,wy| si L =[uy,u,,u3,u,]si sd se specifice care vectori
din submultime pot constitui o baza. Care sunt ecuatiile carteziene ale fiecarui
subspatiu ? De asemenea, sa se determine subspatiul suma W + L si subspatiul
intersectie W N L al celor doud subspatii, dimensiunea si cate o baza pentru
fiecare.

: dimZ;, dimL,, dim(L +L,), dim(L, NL,), precum si cite o baza pentru

fiecare subspatiu, in cazul:
X = (2,3,1 1,5),x, = (1,1,5,2),x3 = (0,1,1,1) ;

1 =(2,1,3,2),y,=(L1,3,4),y;=(5,2,6,2).
Sd se stabileascd daci L +L,=0" si si se descompund vectorul
z= (2,0,0,3) dupa formula z=x+y,xeL,yelL,.

TC.IV.9 Sa se precizeze care dintre urmatoarele submultimi din [J 3 sunt
subspatii vectoriale si, Tn cazul rdaspunsului afirmativ, sa se precizeze si
dimensiunea sa:

X z x—1 z-=2
_Y D. - _ Y

L T T L R T T
B:x+y+z=0, B:x-y-z=1.

TC.IV.10 In 0° se considerd subspatiile vectoriale: P:x+2y—z=0 si
Q:2x—-y+2z=0. Pentru fiecare sa se fixeze cate o baza si sd se determine cate

un subspatiu vectorial suplimentar (subspatiul vectorial suplimentar al unui
subspatiu dat este un subspatiu care in suma directd cu cel dat da, in cazul de

fatd, pe 0°). Sd se giseascd o bazd a sumei P+Q si o bazi a intersectiei
PNnQ.
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