MODULUL V

APLICATII LINIARE, VALORI $SI VECTORI PROPRILI.

Parcurgand acest modul, format din doud lectii, veti dobandi cunostinte
referitoare la:

Definitia aplicatiei liniare, operatii cu aplicatii liniare, exemple;

Matricea asociatd unei aplicatii liniare, schimbarea sa la schimbarea
bazelor, nucleul si imaginea unei aplicatii liniare;

[zomorfisme de spatii vectoriale finit generate;

Valori si vectori proprii ai unui operator liniar, polinom caracteristic,
subspatii proprii, baze formate din vectori proprii;

Functii de matrice, operatori de structurd simpla;

Endomorfisme diagonalizabile, endomorfisme jordanizabile, celule Jordan;
Forma canonicd diagonala si forma canonica Jordan, operatori nilpotenti.

Materialul prezentat are o logica matematica corectd, cu o inldntuire fireasca a
notiunilor; de aceea se recomanda parcurgerea sa completd, in ordinea data,
inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu trebuie sd fie cea
specifica disciplinelor matematice, cu utilizarea expresd a adnotarilor facute cu
creionul pe tot parcursul textului. Va recomandam sa va constituiti un caiet de
probleme si, pentru fiecare tip de exercitiu, sa va fixati algoritmul de rezolvare
pe etape. Rezolvati cat mai complet problemele propuse si cele continute in
testul de autoevaluare.

Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestui modul este de 8 ore.
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LECTIA V.1

APLICTII LINIARE

Parcurgand aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
* Definitia aplicatiei liniare, operatii cu aplicatii liniare, exemple;
= Matricea asociatd unei aplicatii liniare, schimbarea sa la schimbarea
bazelor, nucleul si imaginea unei aplicatii liniare;
= [zomorfisme de spatii vectoriale finit generate;
Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestei lectii este de 4 ore.

L.V.1.1 Aplicatii liniare

Definitie

Fie V' si V' doua spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K. Se
numeste aplicatie liniara o functie f:V — V' avand urmatoarele proprietati:

1. f(x+y)=/f(x)+ f(») (aditivitatea).

2. f (ax) =of (x) (omogenitatea).

Cele doud proprietati exprima faptul ca functia f pastreaza cele doua
operatii ale structurii de spatiu vectorial, adicd este ceea ce numim
homomorfism, sau morfism de spatii vectoriale. Altfel spus, morfismul, in cazul
spatiilor vectoriale, poarta acest nume specific de aplicatie liniara.

Din cele doud conditii din definitia aplicatiei liniare se deduce cu usurinta
relatia:

f(ox+By)=of (x)+Bf (»),

numitd conditia de liniaritate. Ea este chiar echivalentd cu cele doud conditii
deoarece acestea se pot deduce lesne din conditia de liniaritate.

Aceasta relatie exprima faptul cd f pastreazd combinatiile lineare. De
aceea se numeste aplicatie ,,liniard”. Evident cd o aplicatie liniard pastreaza orice
combinatie liniard, nu numai combinatiile liniare de doi vectori.

Exemple

I. Fie A o matrice de tip (m,n) formatd cu elemente dintr-un corp
comutativ K, V:M(n,p;K) si V':M(m,p;K). Cu ajutorul matricei 4 se
poate defini o functie

S iM(n,p;K)— M(m, p;K),
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in felul urmator f(X)=A4-X unde am notat cu X o matrice oarecare de
tip(n, p). Tipul matricelor 4 si X permite efectuarea produsului A-X, iar
rezultatul este o matrice de tip (m, p).
Din proprietatile operatiilor cu matrice rezulta ca functia f este liniara.
Intr-adevar:
f(ocX):A(ocX):oc(AX):ocf(X).

Acest exemplu dezvdluie bogdtia notiunii de aplicatie liniard: orice
matrice defineste o aplicatie liniara.

1. Consideram D: C[(;,)b] — C[(:’;}) definita prin operatia de derivare.
Proprietatile operatiei de derivare asigura cd aceastd functie este o aplicatie
liniara.

o 7™ (n+1). _( ot

2. La fel, functia 1:C.,5 = Ciay's 1(f)(x) —ja f(¢)dt este o aplicatie
liniara.

Operatii cu aplicatii liniare

Cu aplicatiile liniare se pot defini diverse operatii.

— Adunarea. Daca f's1 g sunt aplicatii liniare definite pe V' cu valori in V'~
atunci functia f + g definitd prin ( f+ g)(x) =f (x) + g(x) este tot o aplicatie
liniara definita pe ¥ cu valoriin V'

— Inmultirea cu scalari. Pentru orice aplicatie liniard f definitd pe V cu
valori V' functia af definita prin (ocf )(x) =aof (x) este tot o aplicatie liniard
definita pe ¥ cu valori inV"’.

— Compunerea aplicatiilor liniare . Daca f:V —>V'si g:V'—> V" sunt
aplicatii liniare atunci functia gf definita prin: g f (x) = g( f (x)) este o aplicatie
liniara definita pe V cu valoriin V",

Demonstrarea afirmatiilor de mai sus consta in verificarea celor doud
conditii din definitia aplicatiei liniare, lucru ce nu prezinta dificultati, astfel ca
este lasata ca exercitiu.

Notdm Hom, (V,V')mul;imea aplicatiilor liniare definite pe V cu valori

in V'. Din cele de mai sus rezultd cd adunarea este o operatie internd iar
inmultirea cu scalari este o operatie externa pe aceastd multime.

Daca V' = V atunci in loc de Hom, (V,V")se scrie End,; (V) (multimea
endomorfismelor lui V). Pentru aceastd multime, operatia de compunere a
aplicatiilor liniare este o operatie interna.

Verificand proprietatile care definesc structurile de spatiu vectorial, inel,
algebra peste un corp, se demonstreaza fara dificultate urmatoarea:
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Propozitie

1. Adunarea si inmultirea cu scalari definesc pe multimea Hom,, (V, V')
o structura de spatiu vectorial peste corpul K.

2. Adunarea si compunerea definesc pe multimea End, (V) o structura
de inel.

3. Adunarea, inmultirea cu scalari si compunerea definesc pe End, (V) 0

structurd de algebra peste corpul K. Aceasta inseamna ca pe langa faptul ca este
inel si spatiu vectorial, sunt satisfacute relatiile (af ) g= oc( fg) =f (ocg).

L.V.1.2 Matricea unei aplicatii liniare.
Schimbarea sa la schimbarea bazelor

Aplicatii liniare intre spatii finit dimensionale
Fie f:V — V' o aplicatie liniara intre doua spatii vectoriale finit generate
peste acelasi corp comutativ K. Daca x;,x,,...,x, este o baza in V'si x{,X5,...,X),

o baza in V'’ atunci vectorii: f(xl ),f(xz),...,f(xn) sunt in V' si deci se scriu,
in mod unic, ca nigte combinatii liniare de vectorii x;,x),...,X,,
_ 4 + ! + + 4
f(xl)_ Oy Xy T O Xy e T Oy Xy
_ ’ ’ ’
F(35) = 0pX] + 0lpaX) + oo 0Ly X0y

f(xn ) =0, X| + Oy, X5 + oo+ 0L X

S-a format astfel o matrice:

O Opp Oy,
A= Oy Up Oy,
O('ml OLm2 O(‘mn

numitd matricea aplicatiei liniare f in raport cu bazele x;,x,,...,x, din V §i
X[, X5,....,%,, din V'. Aceastda matrice se alcatuieste plasind pe coloane
coordonatele vectorilor f(x;), f(x,).,...,f(x,) Inbaza x{,x},...,x),.

Folosind matricea A4, relatiille vectoriale care exprimd vectorii
f(xl),f(xz),...,f(xn) in functie de vectorii x{,x5,...,x,, se pot scrie sub
forma matriceala:

(G )of (e )oveon f (50)) = (51207, ) 4.
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Matricea A este la randul e1 determinata de cele doua baze.

Propozitie
Daca

(x{,xé,...,x,;,)Al;

VACHNACYRRVAEH)
(f(xl),f(xz),...,f(xn )) :(xl',xé,...,x,'n)Az,

atunci 4, = 4,

Demonstratie
Scazand membru cu membru cele doua relatii rezulta:

0= ({55005 X, ) (A = 43 ),

unde 0 din membrul sting inseamna matricea linie formata cu m vectori, toti
egali cu vectorul nul din spatiul V'. Notand v;; elementul generic al matricei

(4, — 4,) putem scrie:
O=y11X + 7215 + e F V1 X

Din liniar independenta vectorilor  x/.X5, ....x rezulta  ca:
5 1212 °

!/
m
Y11 =0,7,; =0,...,7,,; =0 adicd prima coloand a matricei 4, — 4, este nuld. La
fel se arata ca si celelalte coloane ale matricer 4, — 4, sunt nule si in consecinta

Al = A2 . Q.E.D.

Utilitatea matricei unei aplicatii liniare
Fie &;,&,,....§, coordonatele cunoscute ale vectorului x din V i ne

propunem si aflaim coordonatele &f,&5,...,&,, ale vectorului f(x) din V'

folosind matricea A.
Din liniaritatea functiei f rezulta:

f(x):f(§1x1 + &%, +°'°+E.'nxn)zglf(xl)+E.>2f(x2)+“°+&nf(xn):

Si &
(£ () S (o P ()| = (3t 4| 2 |
& g,
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1

!

Pe de altd parte, £ (x) = (x], X5, X0y).|

m

E)I
m
Din unicitatea scrierii vectorului f (x) ca o combinatie liniard de vectorii

bazei (x{,x5,...,x;,) se obtine:

&) (&
& |, |e
e,) &

Asadar, coloana coordonatelor vectorului f (x) se obtine prin inmultirea

matricei A cu coloana coordonatelor lui x.

Observatii

1. Rezultatul obtinut mai sus are urmatoarea semnificatie: este suficient sa
cunoastem imaginile f(x;),f(x,), ....f(x,) ale vectorilor bazei, pentru ca sa
putem deduce imaginile prin f ale tuturor vectorilor din V. Intr-adevar,
cunoasterea matricei 4 inseamna cunoasterea vectorilor '(x; ), f(x; )..... f(x,)-

2. In paragraful anterior am mentionat cd multimea Hom (V.,V')a

aplicatiilor liniare de la V'la V' are o structura de spatiu vectorial peste corpul K.
Asociind fiecarei aplicatii liniare o matrice de tip (m,n) se defineste o functie de
la spatiul Hom, (V,V') la spatiul M (m,n;K ) al matricelor de tip (m,n)
formate cu elemente din corpul comutativ K.

Este usor de verificat cd aceastd aplicatie este liniara: sumei f + f; 11
corespunde suma 4, + 4, a matricelor corespunzatoare, iar aplicatiel af i
corespunde produsul a4 dintre scalarul oo si matricea A corespunzatoare lui f.

Observatia anterioard atestd cd aceastd aplicatie este injectivda: nu pot
exista doud aplicatii liniare definite de aceeasi matrice din moment ce matricea
determina aplicatia liniara care a definit-o.

Dar aceasta aplicatie este si surjectiva deoarece oricare ar fi matricea A4,
de tip (m,n), relatia :

g6 (4
|, le|
e ) &,
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defineste o aplicatie liniarda de la V'la V'.
Asadar spatiul Hom, (V,V') este izomorf cu spatiul M (m,n;K )

In cazul V'=V obtinem ci algebra Endk(V) este izomorfa cu algebra

M (n;K ) a matricelor patratice de ordinul ».

Formula de schimbarea a matricei unei aplicatii lineare
la schimbarea bazelor

Din felul cum a fost construitd matricea 4, ea depinde de bazele
X[sXy,.-.5X, din V§i x{,x),...,x, din V'. Mai mult, propozitia anterioara afirma
ca matricea 4 este chiar determinata de aceste baze. Ne propunem sa afldm ce
devine matricea A4 atunci cand se schimba bazele.

Fie y,,¥,,...,y, 0 noud baza in V si y/,»5,...,y,, 0 noud baza in V'. Sa

notam 7 matricea de trecere de la baza x;,x,,...,x, la baza y;,y,,...,», s1 S
matricea de trecere de la baza x{,x5,...,x,, la baza y[,y5,...,y,,. Sd mai notam cu
din V si
Vis Va5 Vi, din V7. Din definitiile matricelor 7, S, 4 si B rezulta relatiile:

B matricea aplicatiel liniare f 1In raport cu bazele y,y,,...,»,

(V1 Y2seeesVp ) =(X1:%0,50.,x, )T
(Ao Vs ¥ )8 = (6D s, )
(f(x00)s S (x2) s f(x0)) = (XD, ) - A
(S 1) f (32)sees S () = (P V30w v ) - B
Notim f[(yl,yz,...,ynﬂ:(f(yl),f(yz),...,f(yn)). Prin  aceasta

notatie precizdm ca aplicarea functiei f unei matrice (linie) formate din vectori
inseamna aplicarea functiei f vectorilor acestei matrice. Avem:

(£ L G2)o S 0) = S (705 52002) = [ (57200, )T

Sa remarcdm mai departe ca vectorii matricei linie (xl,xz,...,xn) -T sunt
combinatii liniare de vectorii x;,x,,...,x,. Cand se aplicd functia liniara f

acestor combinatii liniare, ea se aplicdA numai vectorilor acestor combinatii
liniare, deci:

f[(xl ,xz,...,xn)TJ =(f(xl),f(x2),...,f(xn ))T
Asadar,
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(f()’l)af(b)a---af(J’n)):(f(x1),f(x2),...,f(xn))-T:
=(x1',x§,...,x,'n)-A-T:(y{,yé,,,_,yl;).g—l AT

Dar  deoarece, (f(yl),f(yz),...,f(yn )) = (¥:¥5¥y)B  din
propozitia demonstrata mai sus, rezulta ca:

B=S"'.4-T.

Formula de transformare a matricei unui operator liniare
la schimbarea bazei

Daca V'=V atunci, asa cum am precizat in paragraful anterior,
morfismul f se numeste endomorfism. El poartd numele specific de operator
liniar 1n cazul spatiilor vectoriale.

In cazul cand feste operator liniar (deci V' =V") se ia, fireste, aceeasi baza
in V atat in rol de domeniu de definitie al functiei f cat si in rol de codomeniu.

Asadar, (X{,x3,....%p,) = (%, X05.,X,) (VYo Vi ) = (Vs ¥h0enyy)  si 0
consecintd S =T .

Ca urmare formula de transformare a matricei unui operator liniar al unui
spatiu vectorial atunci cand se schimba baza spatiului, devine:

B=T"-4-T.
Scrierea formulelor sub forma concentrata

Fie f:V —V un operator liniar al spatiului vectorial V' si {x,,x,,...,x, |
o baza in V. Notam o/ elementul generic al matricei 4 a operatorului f in baza
{X1:%0,0.0%, } -
Coordonatele unui vector x in aceasta baza le notam é’;l , é’;z ,...,&", adica:
i
x=8x;,

potrivit conventiei conform cdreia, daca se repetd un indice, unul superior si
altul inferior, atunci se intelege sumarea dupa acel indice.

Relatia matriceala: (£ (x;), /(%) /(%)) =(x{,x3,....x}) 4 se scrie
sub forma concentrata astfel:

f(xl-):ocijxj.

Daca yy,¥;,...,V,€ste 0 noud baza notam {3/ elementul generic al matricei
B a operatorului fin aceastd noua baza, adica:

f(vi)=By;.
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Notam 7/, y/elementul generic al matricei 7, respectiv 7', in care T

este matricea de trecere de la baza {xl,xz ,. . .,xn} la baza { VIsVoseens yn} adica:
Vi :Yzlxj. Xj :Xijyj'-

Rezulta: f(yl-) :f(y{xj)zy{f(xj) :yijoc/]‘.xk :y{al;xf{yi. Pe de alta
parte, f(y;)=P:y,. Din unicitatea scrierii vectorului f(y;) ca o combinatie

liniara de vectorii bazei ( Vs Voseens yn) rezultd ca pentru orice indici i §1 / este

indeplinita egalitatea:
l k)l
Bi =v{ ok

care reprezintd tocmai forma concentrati a relatiei matriceale B=T"AT .

L.V.1.3 Izomorfismul spatiilor vectoriale finit generate
Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare
Nucleul

Fie f:V — V' o aplicatie liniard. Pentru orice submultime M’ a lui V' se
noteaza:
f_l(M’):{er;f(x)eM'}
numitd preimaginea submultimii M'prin f. Trebuie sa distingem intre aceasta
fumctie definita pe multimea partilor lui 7’ cu valori In multimea partilor lui V,

Co . . . .. . o -1 e A o
numita functia preimagine, $i inversa lui f, care se noteaza tot f , definitd insa

pe V' cu valori in ¥, numai atunci cand functia f este bijectiva.
Este usor de verificat ca daca M’ este un subspatiu al lui V', atunci

S (M") este subspatiu al lui V.

In particular numim nucleul aplicatiei f, care se noteaza Kerf preimaginea
subspatiului nul al lui V': Kerf = f _1({9'})in care 0’ este vectorul nul din V',

Mai precis,

Kerf:{xe V.f(x)= 6'}

care, agsa cum am spus, este subspatiu al lui V.

Nucleul poate oferi o informatie interesanta despre aplicatia liniara si
anume: aplicatia liniara f este injectiva daca si numai daca nucleul sau contine
numai vectorul nul.
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Intr-adevir, daci f este injectiva, atunci cum f (0)=0', din f(x)=6'
rezultd ca x=0" si deci Kerf ={0'}. Reciproc, presupunem ca Kerf ={6}.
Daca f(x)=f(x,), atunci f(x —x,)=80", adicd x —x, eKer/ de unde
x; —x, =0 sideci x; =Xx,. Asadar f este injectiva.

Imaginea

Functia f permite si definirea unei alte functii, notata tot f, care are ca
domeniu de definitie multimea partilor lui ¥ si drept codomeniu multimea
partilor lui V'. Daca M este o submultime a lui V atunci imaginea lui M prin f'se
defineste astfel:

f(M):{f(x);xeM}sau f(M)z{er; existd x € M, astfel incétf(x)zy}
Aceasta functie se numeste functia imagine directd. Este usor de verificat
ca dacd M este subspatiu al lui V atunci f (M ) este subspatiu al lui V.

In particular, luand pentru M spatiul total ¥, imaginea sa se numeste
imaginea lui f's1 se noteaza Imf. Mai precis,

Imf:f(V)z{f(x);er}.
Chiar daca functia fnu este liniara, surjectivitatea ei inseamna Imf =J"'.

Determinarea nucleului
Sa consideram acum cazul cand spatiile 7 si V' sunt finit generate. Fie

9V

X|,Xy,...,X, 0bazdin V, (x{,x5,...,x,,) o bazd in V' si A:(oc ) matricea lui f

Jt
in raport cu cele doua baze.

Notand X coloana coordonatelor ¢&;,&,,...,§, ale vectorului xeV,
conditia x € Kerf este echivalentd cu 4- X =0 unde cu 0 am notat coloana
nula.

Asadar determinarea nucleului aplicatiei f se reduce la rezolvarea
sistemului omogen 4- X =0.

Dimensiunea subspatiului Kerf este tocmai gradul de nedeterminare al
sistemului, adica. n —rang4. O baza a subspatiului inseamnd tocmai un sistem
fundamental de solutii, care se determina, de exemplu, folosind metoda
elimindrii succesive.

Determinarea imaginii

Din definitia imaginii lui /' se deduce usor ca acesta este subspatiul lui V'’
generat de vectorii f(x;), f(x;),..., f(x,): Imf :[f(xl),f(xz),...,f(xn )}

Coloanele coordonatelor acestor vectori, in baza xj,x5,...,x,, a lui V' sunt

tocmai coloanele matricei 4. Conform unei teoreme din capitolul precedent,
dimensiunea acestui subspatiu este egala cu rangul matricei 4.
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Se poate determina o baza a subspatiului folosind procedeul general de
extragere a unei baze dintr-un sistem de generatori.

Din dimensiunile deduse ale imaginii si nucleului rezultd urmatoarea
teorema.

Teorema

dim)V =dim Ker f + dim Im f

Interpretarea sistemelor de ecuatii liniare

Fie f:V = V"' un operator liniar care in raport cu bazele x;,x,,...,x, si

X{,X3,...,X;, ale celor doua spatii este reprezentat de matricea A de tip (m,n).

Notand, ca mai sus, cu X coloana coordonatelor §&;,&,,...,§, ale

n
vectorului xeV , coloana coordonatelor lui f (x) =b este AX. Asadar ecuatia
vectoriald f (x) =0' care are drept multime de solutii nucleul lui f se scrie sub
forma: AX =0, adicd un sistem liniar §i omogen. Cu alte cuvinte solutia
sistemului omogen AX =0 este subspatiul /' (0).

In acest context, semnificatia faptului ci aplicatia f este injectivd este ci

sistemul omogen AX =0 este determinat, adica are numai solutia banald. Prin
urmare rangul matricei 4 este egal cu numarul » al coloanelor sale.

Dacda BeK™, atunci sistemul AX =B este echivalent cu ecuatia
vectorialda f (x)zb unde belV' este vectorul ale carui coordonate in baza

!

X{,X5,...,X,, sunt elementele coloanei B. Prin urmare multimea solutiilor

sistemului neomogen AX = B este tocmai f _1({b}).

Dacda X, este o solutie particulara a sistemului neomogen AX =B,
atunci, dupd cum se stie, solutia generald a sistemului neomogen este suma
dintre X, si solutia generala a sistemului omogen. Altfel spus, multimea
f 1({19}) este x, + Kerf unde x, €V este vectorul ale carui coordonate sunt

elementele coloanei X, .

Compatibilitatea sistemului 4X = B inseamna ca vectorul b se afla in
subspatiul Imf al lui 7’. Reamintim ca acest subspatiu este generat de vectorii
din ¥V’ care au drept coordonate elementele coloanelor matricei A4, adica

f(xl),f(xz),...,f(xn).

Surjectivitatea lui finseamna ca Im f =)', adica:

dim| f(x;),f(x2)s... f(x,) | =dimV' =m
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Cum dim[f(xl ). f(x2)seees f(x, )] =rangA rezultd rangd =m adici este
egal cu numirul liniilor matricei 4. In acest caz, si teorema Kronecker-Capelli

ne asigura ca sistemul AX = B este compatibil oricare ar fi coloana Be K™ .
Reamintim cd daca X, este o solutie a sistemului 4AX = B, atunci solutia

generald se obtine adunand la X, solutia generald a sistemului omogen 4X =0.
Acest lucru este exprimat de urmatoarea egalitate:

fl({b}):xo + Kerf',

unde x, este vectorul din V" avand drept coordonate elementele coloanei Xy, iar
b este vectorul din V' avand drept coordonate elementele coloanei B.

Izomorfismul spatiilor vectoriale

Pentru ca aplicatia liniara f:7 — V' sa fie un izomorfism trebuie sa fie

atat injectiva cat si surjectivd. Am stabilit mai sus ca pentru aceasta este necesar
ca:
rang A = n (numarul coloanelor) = m (numarul liniilor),

adica matricea A trebuie sa fie patratica de ordinul # si inversabila.

Este usor de verificat ca in acest caz matricea A defineste o aplicatie
liniard de la V' la V' care este chiar inversa aplicatiei liniare f.

Asadar, doua spatii vectoriale finit generate sunt izomorfe dacad si numai
daca au aceeasi dimensiune.

Este atunci convenabil ca pentru orice numar natural » sd fixam un spatiu
concret si anume ¥ =K". Tot ce deriva din structura de spatiu vectorial a lui

K" este valabil pentru orice alt spatiu vectorial de dimensiune » peste corpul K.
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L.V.1.4 PROBLEME PROPUSE

PP.V.1.4.1 Sa se cerceteze care din functiile:
DT:0°—>0° T (x)= (x1 cos(x,),x sin(xz),x3), x=(x,%,x3) ;
)T :0° 0% T (x)=(3x; = 7xy — 5x3,2x; +4x, +3x3,—x; —3x, —2x3),,
x=(x;,%,X;) este transformare liniard ? In caz afirmativ sd se determine
Ker(T), Im(T ) si Ker(T)®Im(T).
PP.V.1.4.2 Sa se determine matricea asociata transformarii liniare, in
raport cu bazele canonice ale spatiilor vectoriale, in fiecare dintre cazurile:

a)T:0° 03T (x)=ix, x=(x,%,%3);

b) T My (K)>M ) (K), T (A)=4";

O T >M,,(K),T (z):z{_li j
Sa se determine apoi rangul si defectul lui T .

PP.V.14.3 Fie T:0°>0°3 o aplicatie  definita  prin:
T (x):(xl +X) = X3, X — Xy + X3, 5% — X, + X3 ), unde x =(x;,x,,x3) L] 3. Sd se
arate ca T este endomorfism si sa se scrie matricele atasate lui T 1n baza
canonica si in baza v, =(1L1),v, =(1,1,-1),v; =(L—-1-1). Sa se determine
Ker(T ), Im(T ), cate o bazd pentru fiecare dintre aceste subspatii si sa se
calculeze Ker(T )@ Im(T ).

PP.V.1.4.4 Fie endomorfismul T:03>03 , astfel  incat
T (0,0,1) =(2,3,5), T (0,1,1) =(1,0,0), T (1,1,1) =(O,1,—1). Sa se determine
matricea endomorfismului T in baza canonica.

PP.V.145 Fie aplicatia T:0°>M 2(D ) definita  prin:

T (xl,xz,x3) :L

a) Sd se arate cd T este aplicatie liniard si sd se determine Ker(T ),

X +Xy Xy —X3
, unde (x;,x,,x3) €] 3
X+ X3

Im(T ), cate o bazd pentru fiecare dintre aceste subspatii si sd se calculeze

Ker(T )®1Im(T );

b) Sa se scrie matricea lui T in bazele canonice din [ 3 siM, (D )
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L.V.1.5 TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.V.1.5.1 Fie P, spatiul vectorial complex al functiilor polinomiale
de grad cel mult n. Sa se arate ca functia
T:P,>P, Tp(x) = p(x+3)—p(x), (‘v’)x ell , este o transformare liniard. Sa
se cerceteze daca T este injectiva.

TAev.V.1.5.2 Fie endomorfismul T :[1° —[1° dat prin matricea:

1 -1 2
A=|1 0 1|, in raport cu baza canonici a lui 0°. Si se arate ci
1 0 -1

vectorii v, =(1,2,3),v, =(3,1,2),v; =(2,3,1) formeaza o bazd in [J 3 §i sd se
determine matricea lui T in raport cu aceasta baza.

TAev.V.1.5.3 Fie aplicatia f:0,[X]|—>0,[X], f(P)=X-P'+P,
unde P’ este derivata polinomului Pell,[X]. Sa se arate ca f este

endomorfism §1 sd se scrie matricea sa in bazele B= {I,X , X 2} si
B={21+X,X°}.

TAev.V.1.5.4 Fie transformarea liniard T :0° —>0 73, definita prin:
T (a))=b.T (a,)=b,,T (a3)=bs, unde a;, =(5,3,1),a, =(1,-3,-2),a5 =(1,2,1)
st b= (—2,1,0),[92 :(—1,3,0),193 = (—2,—3,0). Sa se determine matricea
transformarii liniare T :

a) in baza {a;,a,,a3};

b) in baza canonica {61,62,63};

c) inbaza {b,b,,bs}.

TAev.V.1.5.5 Fie aplicatiile liniare: T,:0°—>0?% si T,:0%—0",
definite prin:
Ty (32,23 ) = (3 + 3,0 + x5 —x3) st To(1.0) =01 + 22,102,201 = ),
unde (x;,%,,%)€l” si (3,»,)el?. S se determine produsul T,oT, si
matricele operatorilor liniari T,:0° =%, T,:0*—>0% si T,oT,:0° -0 *
in baza canonica.
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LECTIA V.2

VALORI SI VECTORI PROPRII AI UNUI OPERATOR
LINIAR

Parcurgand aceasta lectie veti dobandi cunostinte referitoare la:
= Valori §i vectori proprii ai unui operator liniar, polinom caracteristic,
subspatii proprii, baze formate din vectori proprii;
= Functii de matrice, operatori de structurd simpla;
» Endomorfisme diagonalizabile, endomorfisme jordanizabile, celule Jordan;
* Forma canonica diagonala si forma canonica Jordan, operatori nilpotenti;
Timpul minim pe care trebuie sa-1 acordati acestei lectii este de 4 ore.

L.V.2.1 Valori proprii si vectori proprii ai unui operator

Notiunea de vector propriu
Fie f:V —V un operator liniar al spatiului vectorial finit generat
peste corpul comutativ K. Daca x;,x,,...,x, este o baza a lui V, atunci

operatorului 1 se asociaza matricea A4 astfel incat:
(f(xl),f(xz),...,f(xn )) :(xl,xz,...,x )-A.
Daca se schimba baza in V atunci se schimba si matricea A. Ea se

transforma in matricea B=T""AT , unde T este matricea de trecere de la baza
X{,X5,...,X, lanoua baza.

Ne propunem sd gasim o noud baza, v;,v,,...,v, in care matricea B a
operatorului f'sa fie o matrice diagonala:

A 0 .. 0
oy 0
0 0 .. A

n

Din relatia de definitie a matricei B, $i anume:

(f(Vl),f(Vz),...,f(vn))=(v1,v2,...,vn)-B,

deducem ca vectorii v;,v,,...,V, ai noii baze trebuie sa indeplineasca conditiile:
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A (Vl) =M

A (Vz ) =LV,

f(vn ) = }\‘nvn
care conduc la urmatoarea notiune:

Definitie

Se numeste vector propriu al operatorului f un vector v care indeplineste
urmatoarele doua conditii:

1. v#0;

2. f (v) =Av.
Prin urmare problema gésirii unei baze in care matricea operatorului s
aiba forma diagonala se reduce la gasirea vectorilor proprii.

Calculul vectorilor proprii

Fie §;,&,,...,&, coordonatele vectorului v in baza x,x,,...,x, adicd
v=Ex; +E,x, +...+&,x,. Conditia v#0 Inseamnd cd nu toate coordonatele
&1,€95--,G, sunt nule.

Pe de altd parte, coloana coordonatelor vectorului f (v), asa cum s-a

stabilit, se obtine Inmultind matricea 4 cu coloana coordonatelor lui v. Deci
conditia f(v)=Av este echivalentd cu:

& & &1
& &, &

)

A =\

de unde, (4—Al,)

Cn Cn &) \0

Ultima relatie matriceald este forma matriceald a unui sistem liniar $i
omogen de n ecuatii cu n necunoscute: &;,&,,...,E, .

Prima conditie inseamna ca sistemul este nedeterminat, ceea ce, dupa
teorema Kronecker- Capelli, revine la:

det(A—Al,)=0.

Acest determinant a fost pus in evidentad in capitolul 2 si s-a observat ca
este un polinom de gradul » in A, ce a fost numit polinomul caracteristic al
matricei 4, notat ¢ (). Radacinile polinomului ¢ ,(2) au fost numite valorile
proprii ale matricei A4.

Am ajuns deci la urmatorul rezultat: scalarul A din definitia vectorului
propriu nu poate fi un scalar oarecare: el trebuie sa fie o radacina a polinomului
caracteristic al matricei A4.
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S-a conturat deci metoda de calculare a vectorilor proprii, $i anume:

— Se calculeaza valorile proprii A;,A,,...,A, ale matricei 4 a

operatorului.
— Pentru fiecare valoare proprie A; se rezolva sistemul liniar §1 omogen:
&) (0
(4=21,)| 2 ||
&) \0

Fiecare solutie nebanala a sistemului reprezinta coordonatele unui vector
propriu v; care indeplineste conditia: f(v;)=2A,v;. Evident cd sistemul, fiind
nedeterminat, are o infinitate de solutii. Anume, dacd v; este un vector propriu
atunci pentru orice scalar o, vectorul av este vector propriu corespunzator
aceleiasi valori proprii A, .

Observatii

1. Desi valorile proprii ale unui operator se definesc si se calculeaza
folosind matricea operatorului intr-o baza, ele nu depind de baza. Intr-adevar,
dacd y;,»,,...,y, este o alta baza si T este matricea de trecere de la baza

X|,X,...,X, labaza y;,y,,...,y, 1ar B matricea lui fin noua baza atunci, tinand

seamd ca determinantul produsului de matrice este produsul determinantilor
matricelor, obtinem:

9p(1)=det(B -1, )=det(T™ AT =T, T) = det| 7™ (4=, )T | =
= det(7")det(4— 21, )det T =det(4 -, ) = ().

2. Acelasi lucru este valabil si pentru vectorii proprii: vectorii proprii v;,

corespunzdtori valorii propriit A;, au drept coordonate in baza x;,x,,...,x,

solutiile sistemului liniar $1 omogen:

&) (0
(4-n1,)| 2 |=
e, ) Lo

Inmultind aceastad ecuatie matriceald la stanga cu T ! ea devine:
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&) (0 &) (0
(rtarr —a,1,77") 210 (B—2,1,)T"! 2 10
&) \0 &) \0
Si
adica T %2 , care este coloana coordonatelor lui v, in noua baza
En

Y1sV3,---»Y, » €ste solutie a sistemului care dd coordonatele vectorului propriu
corespunzator valorii proprii A; folosind noua baza, y,,y,,...,», $1 matricea B

a lui f* 1n aceasta noua baza. Deci folosind o altd baza vom obtine aceiasi vectori
proprii.

Subspatiul vectorilor proprii corespunzatori unei valori proprii

Fie A o valoare proprie a unui operator liniar f al spatiului vectorial V.
Observam cd multimea vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A nu
constituie un subspatiu deoarece, din definitia vectorului propriu, aceasta
multime nu contine vectorul nul, 6.

Sa notam V; multimea vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A,
la care se adaoga si vectorul nul. Este usor de verificat ca V, constituie un

subspatiu pe care-l vom numi subspatiul vectorilor proprii corespunzatori
valorii proprii \.
Vectorii acestui subspatiu sunt definiti de relatia /' (x)=Ax.

Exemplu

Reamintim ca termenul liber al polinomului caracteristic al matricei 4 este
G, =det 4. Inseamna cad operatorul f reprezentat de matricea 4 admite valoarea

proprie A =0 daca si numai dacd det 4 =0. Se observd cd numai in acest caz
sistemul

S (0
(4-0.1,) w2
&) \0

are solutii nebanale.

Subspatiul ¥}, al vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A =0,
constituit, agsa cum am spus mai sus, din multimea solutiilor ecuatiei vectoriale
f(x) =6, este tocmai nucleul operatorului £, care a fost notat Kerf.
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L.V.2.2 Baze formate din vectori proprii. Functii de
matrice de structura simpla

In cazul cand cunoastem valorile proprii ale matricei 4 a operatorului f
intr-o bazd x;,x,,...,x, a spatiului V, adicd radacinile A ,A,,...,A, ale
polinomului ¢, (k) se pot determina toti vectorii proprii ai operatorului. Pentru
fiecare valoare proprie A; alegem un vector propriu v; care indeplineste conditia
f(A;) =2y, numit vector propriu asociat valorii proprii ;. Vom arita ca in
anumite conditii vectorii obtinuti formeaza o baza a spatiului V.

Teorema

Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt liniar
independenti.

Demonstratie

Fie A;,A,,...,A, valori proprii distincte intre ele s1 v|,v,,...,v, vectori
proprii corespunzatori. Este de demonstrat ca pentru orice numar natural » >1
vectoril v;,V,,...,V, sunt liniar independenti. Folosim metoda inductiei.

Etapa de verificare

Pentru » =1 fie v; un vector propriu corespunzator valorii proprii A;. Din
definitia vectorului propriu, rezultd ca v; #0. Dacd sistemul format numai din
vectorul v; ar fi liniar dependent ar insemna ca exista un scalar nenul o astfel
incat: o, #0. Inmultind ambii membri ai egalititii cu o' (care existd din
moment ce o este nenul), se obtine: v, #6, ceea ce contrazice definitia

vectorului propriu.

Din demonstratia de mai sus este util de retinut faptul ca orice vector
nenul constituie un sistem liniar independent. Singurul vector care constituie un
sistem liniar dependent este vectorul nul.

Etapa de demonstratie

Ipoteza
Orice sistem de r vectori proprii v;,V,,...,v, ce corespund la r valori
proprii distincte \;,\,,...,A,sunt liniar independenti.

Concluzia
Orice sistem de » +1 vectori proprii v;,Vv,,...,V,,; corespunzind la r +1
valori proprii distincte A, \,,...,A,.; sunt liniar independenti.

Demonstratie
Pentru a demonstra liniar independenta vectorilor v|,v,,...,v,,; pornim de
la relatia:
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CX,IVI +CX,2V2 +...+0Lrvr +0Lr+1vr+1 :6 (*)

Aplicam functia liniard f ambilor membri ai egalitatii. Tindnd seama de
liniaritatea lui f'si de faptul ca f(6)=06 obtinem:

o f(v)+af(va)+.+a, f(v.)+0, 0/ (v,4)=06.

Deoarece f(vj ) = kjvj, j=L12,...,r +1 ultima egalitate devine:

G,l}blvl + G,z}szz +...+ (X,,)\,rvr + OLrHKrHer = 9 .

Inmultim prima egalitatea (*) cu (<A,,;) si 0 adunam la ultima:

o (A =R )+ g (Ag = A )va +oc+ 0 (A = Ay ), +
+o, (}\‘r+l - }\‘r+1 )vr—i-l = 0.

Ultimul termen este, evident, nul, iar egalitatii:

(Xl (}\41 —7\.r+1)v1 +0L2(7x2 _}\.r+1)V2 +... +(Xr (7\,’. _}\.r+1)vr 29
1 se poate aplica ipoteza.

Rezultd ca o (A =,y )= 0505 (Ay =X, )=0,...,0,. (A, =&, )=0.

In membrul stang al fiecarei egalitati paranteza este nenuld deoarece
valorile proprii sunt distincte intre ele. Deci: o =0,0, =0,...,a, =0. Inlocuind
acesti coeficienti In egalitatea: oV, + v, +...+ 0V, +a, v, =0, se
obtine: o, v, =9.

Urmand acelasi rationament ca in etapa de verificare, adica folosind faptul
ca v, ., ca vector propriu, este nenul, deducem ca o, ; =0.

Asadar, pornind de la egalitatea ov, +a,v, +...+0,v, + 0, V.. =0
am ajuns la concluzia cd toti coeficientii combinatiei liniare din membrul sting
sunt nuli, adica vectorii v; sunt liniar independenti. Q.E.D.

Consecinta

Daca polinomul caracteristic ¢4 () are n radacini distincte, A;,A,,...,A,,,
atunci vectorii proprii corespunzatori, v;,v,,...,v, constituie o baza.

Intr-adevar, din teorema anterioard, rezultd ca vectorii v,v,,...,v, sunt
liniar independenti. Numarul lor fiind egal cu dimensiunea spatiului rezulta ca
vectorii constituie o baza.

Definitie

Un operator liniar se zice de structura simpla daca admite o baza formata
din vectori proprii.

Din cele de mai sus rezultd ca dacd operatorul are n valori proprii
distincte, atunci el este de structurd simpla.
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Notand cu 4 matricea operatorului in baza x;,x,,...,x, si cu T matricea

de trecere de la baza x;,x,,...,x, la o bazd v,v,,...,v, formatd din vectori

proprii, atunci matricea B a operatorului in noua baza este:

M 0 .. 0
10 2y .0
0 0 .. %

n

Pe de alta parte se indeplineste relatia: B=T “1AT . Rezultd ca matricea 4
se poate scrie sub forma: 4=TBT 1

Functii de matrice de structura simpla

In cazul cand matricea 4 este matricea unui operator de structurd simpla
(convenim atunci ca matricea insdsi s-o numim de structurda simpld) se pot
calcula cu usurinta diverse functii de matricea 4.

In primul rand si observim ci:

A>=A-A=TBT™' .TBT' =TB*T!

siin general, 4* = TB*T~'. Evident ca

A0 L0
Bt _| 0 A0
0 0 .. A

n

Asadar se pot calcula cu usurinta puterile matricei 4.
Putem trece acum de la functia putere (naturald) la o functie polinomiala.

Anume, fie u(x)=ag+ox+ o, x> +...+ 0, x™ un polinom cu coeficienti

scalari (adicd in corpul K). Prin u(A) intelegem:
u(A)=ayl, + A+ o, 4> +...+ 0, 4" =
=0 IT ' + o, TBT " +a,TB*T ™" +...+ 0, TB"T" =
=T (ol +0yB+ayB” +...+ 0, B" )T =T -u(B)- T

Pe de alta parte este usor de vazut ca:
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()

()

N
A~~~ .

S
S
N—

in cazul cand u(x) este o serie u(x)=oy +oyx+ oyx” +. o, x" + ..
formula de mai sus este valabila pentru toate sumele partiale ale seriei, pe care le
notam, u,, (x)=o +oyx +0oyx”° +...+ o, x” anume: u,, (4)=T"u, (B) T~

um(kl) 0 0
]
0 0 um(kn)

In cazul cand corpul K are o structurd topologicd, asa cum este cazul
corpurilor O, R, C sau un corp p-adic aceastd structura este aplicatd in mod
natural si multimii de matrice, astfel incat se pune problema convergentei sirului
de matrice u,, (4).

De exemplu, in cazul K = R seria numerica

1 1 1
u(x)=1+—x+—x2 +—x +...,
1! 2! 3!

este convergenta pentru orice x € R avand ca suma numarul ¢*. Sirul de matrice
u, (B) este evident convergent, deoarece sirurile numerelor de pe diagonala

sunt convergente si anume, limita acestui sir de matrice este:

M0 0
0 e~ 0
0 0 el

1

21

: : 1 1 .
Asadar seria de matrice : [, + ﬁA +— A%+ 5/13 + ... este convergenta si

A

suma acestei serii, pe care o notam e” este:
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M0 0
Ay
Aor| V€ 0 17
0 0 en
Analog,
sin, 0 0
0 sin A 0
sind=d-L Lo 7 2 77!
1! 31 5!
0 0 sinA,,

L.V.2.3 Simetrii, proiectii, sume directe

In paragraful anterior am stabilit o clasd de operatori de structurd simpla:
cei care au n valori proprii distincte. Nu toti operatorii indeplinesc aceasta
conditie, din doud motive:

— in cazul cand corpul scalarilor nu este algebric inchis polinomul
caracteristic nu are Intotdeauna toate radacinile n acest corp, nu se descompune
in factori de gradul intai;

— chiar daca polinomul caracteristic se descompune in factori liniari,
s-ar putea ca unele radacini sd fie multiple.

In cele ce urmeaza vom prezenta unele clase de operatori care, desi au
valori proprii multiple sunt de structurd simpla.

Simetrie

Se numeste simetrie a spatiului vectorial }J peste corpul K un operator
liniar f'care are proprietatea ca f 2= » =aplicatia identica a spatiului V. Aceastd
proprietate mai este numita si involutie.

Daca A este o valoare proprie a unui astfel de operator, atunci A% este
valoare proprie a operatorului /;,, adica a matricei /, . Dar toate valorile proprii
ale matricei /, sunt egale cu 1. Rezulta A% =1 adica toate valorile proprii ale lui
fsunt egale cu 1 sau cu—1.

Propozitie

Orice simetrie este un operator de structura simpla.

Demonstratie

Fie f o simetrie a spatiului V. Sa notdm F] spatiul vectorilor proprii
corespunzatori valorii proprii A =1 si V_; spatiul vectorilor proprii
corespunzatori valorii proprii A =-1. Pentru orice xel) este indeplinita
egalitatea:
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X=X +X; X =%(f(x)+x), Xy =——(f(x)—x).

Deoarece f(x)=x, rezultd ca:

adica x; e V;si x, €V,. Inseamnia ca V =V, + V.

in plus, suma este directa. Intr-adevir, daci x eV, V,, atunci din x eV,
rezulta f(x) =x, lar din xel, rezulta f(x) =—x. Deci f(x) =0 de unde:
x=f(x)=r(0)=6.

O baza a lu1 V| este formata din vectori proprii corespunzatori valorii
proprii A =1, iar o baza a lui V, este formata din vectori proprii corespunzatori
valorii proprii A =—1. Deoarece suma V' =V +V, este directa, punand la un loc

bazele celor doud subspatii se obtine o baza a spatiului V. Deci existd o baza
formata din vectori proprii. Q.E.D.

Interpretare geometrica

Fie # = spatiul real tridimensional al vectorilor fizici reprezentati de
sageti s1 presupunem ca pentru o simetrie f a spatiului, subspatiul V] are
dimensiunea doi, adicd se identifica cu un plan, iar V_; are dimensiunea egald

cu unu, fiind generat de un vector v.

Vectorii din planul V sunt lasati pe loc de catre f, pe cand cei colineari cu
v sunt transformati in opusii lor. Dacd fixam punctul O ca sursa a tuturor
sagetilor, vectorii se identificd cu punctele spatiului, vectorii de pozitie ai
punctelor spatiului.

Aplicatia f transforma punctele spatiului in simetricele lor fata de planul
V|, dar in directia vectorului v. Daca v este perpendicular pe planul V, atunci

avem de-a face cu simetria propriu zisa (ortogonald) fatd de planul V.

PZ P

V,
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Fig. 5.1
Proiectii
Numim proiectie a spatiului vectorial V' peste corpul K un operator liniar
favand proprietatea f 2= f Aceasta proprietate este cunoscuta si sub numele de

idempotenta.
Daca A este o valoare proprie a proiectiei f si v un vector propriu

corespunzator, atunci pe de o parte f (v) =\v, iar pe de altd parte, din f = f
rezultd f(v)=/?(v)=/(f(v))=f(2v)=2f(v)=2%v. Deci A*v=»~v, adica
(kz —7\,)\}:6. Cum v#0 rezultd A2 —A=0 si deci sau A =1 sau A =0. Asadar
orice proiectie are numai doud valori proprii: 0 si 1.

Propozitie

Orice proiectie este operator de structura simpla.

Demonstratie

Sa notdm ¥, subspatiul vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii
A =1 s1 V}, subspatiul vectorilor proprii corespunzdtori valorii proprii A =0.

Pentru orice x € V' este Indeplinitd conditia:

x=x+x0; x5 =f(x),x=x—f(x).
Si observam ci x; € V;si x, € V. Intr-adevir,
f@)=f(f()=r(x)=f(¥)=x; f(x)=f(x=1(¥))=
=/ (¥)= 7 (x)= £ (x) = (x) = 0=0xy
Inseamnd cd V=V, +V,. Si aritim cd suma este directi. Daci

xeV;NV,, atunci din x eV rezultd f(x)=x, iar din xe¥; rezulta f(x)=0.

Deci x=0.
La fel ca si in cazul simetriilor, punand la un loc bazele celor doua
subspatii, care sunt formate din vectori proprii, se obtine o baza a lui V' formata

din vectori proprii. Q.E.D.

Interpretare geometrica

Daca P este spatiul tridimensional reprezentat de sidgeti avand sursa
intr-un punct fixat O proiectia va avea semnificatia geometrica cunoscuta.

Intr-adevir, dacd pentru o proiectie f a acestui spatiu V] este un plan
trecand prin punctul O, i1ar V|, este subspatiul generat de un vector v atunci

pentru orice vector al spatiului, ca vector de pozitie al unui punct oarecare P,
imaginea sa prin f este exact proiectia lui P pe planul V| in directia vectorului v.
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Daca vectorul v este perpendicular pe planul V], atunci obtinem proiectia
obisnuita (perpendiculard) pe planul V.

Vi

Sume directe si proiectii

Am vazut cd daca se dd o proiectie f a spatiului V, ea determind o
descompunere a spatiului ¥ in suma directa de doud subspatii: V' =V] + V.

Subspatiul ¥ este definit de ecuatia vectoriald f(x)=x, adica este

subspatiul vectorilor care raman neschimbati prin operatorul f. Convenim sa
numim acest subspatiu subspatiul pe care se efectueaza proiectia.

Subspatiul V! ({9}) este definit de ecuatia f(x)=0, adica este nucleul

lui f. Este subspatiul in directia caruia se efectueaza proiectia.
Asa cum se observa 1n interpretarea geometrica exista mai multe proiectii
pe un subspatiu dat, de exemplu pe planul V. Anume sunt atatea proiectii cate

directii sunt neparalele cu planul V;. Acest lucru se poate generaliza la un spatiu
oarecare.

Propozitie

Orice descompunere V' =V, +V,, in suma directd determina proiectia f pe
subspatiul ¥, in directia subspatiului V. Operatorul g=1,—-f este tot
proiectie, si anume pe subspatiul ¥}, in directia subspatiului V;.

Demonstratie

Din definitia sumei directe orice vector x se scrie in mod unic sub forma
X =x +Xg,unde x; €V, x5 €y Definim functia fprin: f(x)=x,.

Evident ca dacd y=y, + ), este descompunerea lui y, atunci unica
descompunere a lui x+y este x+y=(x +y )+(xy + ), de unde rezulta ca
f(x+y):x1 + :f(x)+f(y). Pe de altd parte deoarece o =owx; + ox,

rezultd ca f (o) = o + of (x). Asadar f'este un operator liniar.
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Tot din definitia sumei directe, mai precis din unicitatea scrierii lui x sub
forma x=x; +x, cu x; €V}, x, €V, rezultd ca x = x; dacd si numai dacd x e/

si x=x, daca si numai dacd x eV),. Deci dacd x €V, atunci f(x)=x, iar dacd
x €V, atunci f(x):e.

Ca urmare, f7(x)= f(f(x)) = f(x;)=x = f(x)adica f este o proiectie.
Evident ca spatiul proiectiei f este V, iar directia proiectiel f este subspatiul V.

Operatorul g =1,, — f este proiectie:

&=y =/ =ly=2f+/ =1y =2f+ =1, - f=g.

Spatiul proiectiei g este determinat de ecuatia g(x)=x adica
x—f (x) = x, care este echivalenta cu f (x) =0 care defineste directia proiectiei
/- Directia proiectiei g este data de ecuatia g(x)=0, adicd x— f(x)=0, care
este echivalenta cu f (x) =x si deci defineste spatiul proiectiei f. Q.E.D.

Propozitia anterioarda se generalizeazd la descompunerea intr-o suma
directa finitd de subspatii.

Teorema 1

Orice descompunere V' =V, +V, +...+V, in suma directa de subspatii
defineste o familie de proiectii f;, f>,..., f,, astfel incat:

1. Spatiul proiectiei lut f; este V.

2. Directia proiectiel lui f; este subspatiul Vl-' obtinut prin excluderea lui

V: din suma in care este descompus intregul spatiu V.
3. fi-f; =0y pentru i+ j.
4. fi+ L+ 1, =1,
Demonstratie.
Pe baza propozitiei anterioare conditiile (1) si (2) definesc proiectiile
JisSaseesJa
Afirmatia 3 rezultd din faptul cd directia proiectiei f;, care este nucleul

lui f;, contine spatiile de proiectie ale tuturor celorlalte proiectii.
Din definitia sumei directe orice vector x €} se scrie Tn mod unic sub

forma x=x +x, +...+x, cu x; €¥. Evident, f;(x;)=x, si ﬁ(xj):e pentru
i
De aici rezulta:

A+ttt f)X)=(fit ot fo) (4.4, ) =

=X +x+...+x,=x. QED.
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Subspatii invariante

Fie fun operator liniar al spatiului vectorial V. Un subspatiu V"' al lui V se
numeste subspatiu invariant pentru f dacd f(V')cV'. Asadar pentru orice
xeV', f (x)eV'. De exemplu, pentru orice valoare proprie A, subapatiul V;
este un subspatiu invariant pentru f.

Teorema 2
Fie V=V, +V, +...+V, o descompunere in suma directa a lui V' s1 f; un

operator liniar al lui V;. Acesti operatori definesc un operator liniar al lut V'

astfel: f(x):f(x1 + X, +...+xp):ﬁ(x1)+f2(x2)+...+fp (xp).
In aceste conditii polinomul caracteristic al lui f este produsul
polinoamelor caracteristice ale operatorilor f}, f5,...,

Demonstratie
Sa consideram cate o baza B, in fiecare subspatiu J; si sa notam 4,
matricea operatorului f; in baza B;. Dupa cum se stie, reunind bazele B, se

obtine o baza B a lui V. Din felul cum se alcatuieste matricea unui operator
intr-o baza data rezulta ca matricea lui f Tn baza B este urmatoarea:

4 0 .. 0
0 4 .. 0
A= 2
0 0 .. 4,

Diagonalele blocurilor 4; sunt suprapuse peste diagonala matricei 4. In

concluzie, atunci cand se scade A pe diagonala matricei 4, el se va scade pe
diagonalele tuturor blocurilor 4. Pe de alta parte determinantul unei matrice

formate din blocuri patratice pe diagonald este produsul determinantilor acestor
blocuri. Ca urmare:

9.4(1)=det(4~11,) =det(4 11, )det(y =11y, )...det(4, ~ 1, )=
=0y (%)(PA2 (M---@AP (7“)

unde am notat k; =dim/V,. Q.E.D.

135



L.V.2.4 Forma canonica Jordan

Celule Jordan

Se numeste celula Jordan de ordinul m asociata lui A urmatoarea matrice
patratica de ordinul m:

0O 0 0 .. & 1
0 0 0 .. 0 A

Ea se poate scrie sub forma: J, =Al,, + N in care N este matricea
patratica de ordinul m avand elementele de pe prima paraleld la diagonala
principald egale cu 1 si toate celelalte elemente egale cu 0.

Ne propunem sa calculam diverse functii analitice avand ca argument o
astfel de matrice, adicd sumele unor serii convergente de puteri ale acestei
matrice.

Incepem cu puterile matricei J, =\, + N . Deoarece termenii M, st N

comuta intre ei, se poate aplica formula binomului lui Newton:
JE=L, + N =251+ CFIN + CIV AN L+ CFIANFT £ CENE

astfel incat problema se reduce la calcularea puterilor matricei N.
Fie 4 o matrice patratica oarecare de ordinul m, pe care o scriem celulata pe
coloane si cautdm efectul inmultirii la dreapta a acestei matrice cu matricea /V:

0 1 0 .. 0O

0 01 .. 00
0 0 0 .. 0O

a., )

0 0 0 .. 0 1

0 0 0 .. 0O

Asadar coloanele matricei 4 sunt deplasate cu un pas catre dreapta, iar
prima coloand devine coloana nula.

Luénd 1n locul matricei 4 matricea N, vedem ca efectul Tnmultirii lui N cu
N este deplasarea paralelei de 1, cu un pas catre dreapta. Acelasi lucru se
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intAmpla daca in locul matricei 4 luam o putere a lui N, astfel cd N"va avea
toate elementele egale cu zero in afara de cele de pe paralela » la prima

diagonald care este ocupata cu 1. Rezulta ca pentru k> m, N k=0, deci:
JY =\, + AN+ GOV AN e oy
Tinand seama de descrierea pe care am dat-o puterilor matricei N rezulta

ca J;’f va avea pe diagonala principalad AF, pe prima paraleld la diagonala

C }C?Lk - pe a doua paraleld C ,f A2 si aga mai departe.

Pe de alta parte, notand f(A)=2", avem: C;A"" = i'f(r) (L) . Asadar,
7!

| r ., 1 me 1 e
100 370 3 10) 0 )
L L (m-3) L m2)
L A O B e TR N e AR O
o 0 /() Loy )

S =

0 0 o .. 0 f()

Egalitatea de mai sus este valabild si in cazul cand in locul functiei
f(*)=2* se ia un polinom, precum si atunci cand f(A) este o serie, cu

conditia sd avem asiguratd convergenta seriilor reprezentate de elementele
matricei.

De exemplu, pentru m =4 se poate scrie:

1 1

SInA CcosA —5Si1’l7n ——COSA
) 1 .
| i 0 sinA cosh ——'sm?»
sinJ; ==/, —;Ji +..=
' ) 0 0 sinA CosA
0 0 0 sin A
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Operatori nilpotenti

Un operator f al spatiului V' se numeste operator nilpotent daca exista un
numar natural r, astfel incat " =0, . De exemplu, dacd matricea operatorului
intr-o baza a spatiului V are forma:

0 ap a3 .. a,1 a,
0 0 ay .. a,1 ay
0O 0 O a a
coo _1
A= 3,n 3n ,
0O 0 O 0 ay_1p
0 0

atunci, deoarece 4" =0, rezulta f" =0, .
Propozitie

Daca f este un operator nilpotent al spatiului V', anume f™ =0, atunci

existd o bazd a spatiului in care matricea J a operatorului este constituitd din
blocuri Jordan asociate lui A =0 dispuse pe diagonald, avand dimensiunile
ny,ny,...,n,, astfel incat n +n, +...+n, =n=dimV’ .

Demonstratie

Mai intai sa remarcam ca daca A =0 atunci celula Jordan.

J,, =M, + N devine J,=N. Pentru m=1,2,3 celula J,=N va fi

respectiv:

R (R
0

(),[00],001
00 0

Ne propunem sa gdsim o baza a spatiului V in care matricea operatorului
nilpotent f'sd aiba forma:

N 0 .. 0
0 N, .. 0

J= 2 ,
0 0 .. N,

in care N, este o matrice de forma descrisa mai sus, avand ordinul »;.

Dupa cum se stie coloanele matricei J a operatorului in baza cautata
reprezintad coordonatele imaginilor prin f ale vectorilor acestei baze. Notand cu
V. subspatiul generat de vectorii corespunzatori coloanelor ce definesc blocul &,

rezulta ca acest subspatiu este invariant fatd de f, iar V=V +V, +...+V, este

suma directd. In plus, notand cu v,v,,...,v;;k=mn;, vectorii bazei cautate
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corespunzdtori coloanelor blocului N, dispusi in ordine inversa, acestia

indeplinesc  conditiile:  f(v;)=w,, f(v2)=v3eees f(Veoy) =i, S (v ) =6.
Asadar baza cdutata trebuie sa fie formatd din grupuri de vectori de forma:
v,f(v),f2 (v),...,fk_l(v), in care k=n; —1.

Reamintim ca dacad A este matricea operatorului f Intr-o baza oarecare si
B este coloana coordonatelor unui vector he ¥ atunci multimea f~' (b) se
determind rezolvand sistemul liniar 4X = B: orice coloanda X care verifica
sistemul este constituitd din coordonatele unui vector x e £~ (b) In particular,

Kerf = f -1 (9) se obtine rezolvand sistemul omogen AX =0. In plus,
dimKerf =n —rang 4.

Din inegalitatile: rang4 > rangA2 >...>rangd"” =0 rezultd atunci:

dimKerf <dimKerf? <...<dimKerf™ = n . Pe de alta parte este evident ca :

£ (Ker/”_l) —Kerf” .

Pe baza celor de mai sus putem elabora programul de construire a bazei
cautate. In primul rand se calculeaza Kerf rezolvand sistemul AX =0. Solutia
generald X =B, va avea atatia parametri cat este dimensiunea lui Kerf, adica

gradul de nedeterminare al sistemului.

Pentru calculul vectorilor lui Kerf 2 care nu sunt in Kerf'avem de rezolvat
sistemul AX =B, un sistem liniar si neomogen de astd datd. Pentru
uniformitatea constructiei care urmeaza notam U, = Kerf" .

Conditiile de compatibilitate ale sistemului, exprimate in relatii liniare ale
parametrilor coloanei B, vor determina un subspatiu, al lui U = Kerf", pe care-1

notim U, . In acest subspatiu alegem o bazi pe care o completim pani la o bazi
a lui Uy =Ketf cu vectorii (proprii) uy,u,,...,u,. Acestia sunt vectori proprii
liniar independenti, care nu au preimagine (imagine inversda). Nu exista nici un
vector x astfel incat f (x) sda fie o combinatie liniard a acestora. Fiecare din
vectoril uy,u,,...,u, va defini o celula Jordan de dimensiune unu.

Pentru fiecare vector u al bazei lui U; alegem o solutie a ecuatiei
f(x)=u, rezolvand sistemul corespunzitor AX =B, in care B, este coloana
coordonatelor lui u. Acesti vectori genereaza un subspatiu U, care are aceeasi
dimensiune ca si U, . Este usor de verificat cd aceste solutii (vectori) impreund
cu vectorii bazei lui Kerf constituie un sistem liniar independent, si anume o
bazi a subspatiului Ker/?. Notim B, coloana coordonatelor unui vector
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oarecare din subspatiul U]. Coloana B, va avea atatia parametri cat este
dimensiunea lui U, care este egald cu dimensiunea lui U] .

Pasul urmator, de determinare a subspatiului Kerf> = /' (Kelg” 2) este n

principiu asemanator celui care a dus la determinarea lui Kerf 2,

Conditiile de compatibilitate ale sistemului 4X =B, care sunt relatii
liniare Intre parametrii care definesc coloana B,, vor determina un subspatiu,
U, al lui U], in care alegem o baza pe care o completdm pana la o baza a lui U,
cu vectorii: Vvy,V;,...,v,. Nici o combinatie liniard a acestor vectori nu are
preimagine. Fiecare din acesti vectori v; determind subspatiul bidimensional
generat de vectorii liniar independenti v, si f(v;), care vor defini o celuld
Jordan bidimensionald. Vor fi ¢ celule bidimensionale, tot asa cum vectorii
up,Uy,...,u, definesc cele p celule unidimensionale.

Fiecare vector al bazei lui U, defineste matricea coloana B,

corespunzatoare.
Alegem cate o solutie a sistemului 4X =B,. Aceste solutii genereaza

subspatiul U, care are aceeasi dimensiune ca si U,. Notam B; coloana
coordonatelor unui vector oarecare din U, . Coloana B; va avea attia parametri
cat este dimensiunea lui U);. Se trece apoi la etapa urmatoare pentru

determinarea celulelor Jordan de dimensiune trei etc.
Dupa fiecare etapd numarul parametrilor coloanei B,,, care este egal cu

dimensiunea subspatiului U, scade cu atatea unitati, cu cat se diminueaza

dimensiunea lui U; fatd de U], adica cu numdrul celulelor de dimensiune i. Se
porneste de la dimU,, =dimKer f.. Q.E.D.

Teorema de descompunere a lui Jordan

Pentru orice operator linear fal spatiului V' peste un corp algebric inchis K
existd o baza in care matricea operatorului are forma:

Jy 0 . 0
L0 sy 0 |
0 0 .. J

p

in care A;,A,,...,A, sunt valorile proprii, nu neaparat distincte ale operatorului

p
f, 1ar J, este celula Jordan corespunzatoare valorii proprii A; .
1
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Demonstratie
Fie 4 matricea operatorului fIntr-o baza a spatiului V' si

04(1)=(1)" (A=) (A=2)"™ (0=, )"

polinomul caracteristic al operatorului f. Valorile proprii A,A,,...,A,. sunt

7

distincte, avand respectiv multiplicitatile  my,m,,...,m astfel 1incat

Do
m +my,+...+m.=n.

Descompunerea in factori liniari a polinomului caracteristic se bazeaza pe
faptul cd, prin ipoteza, corpul K este algebric Inchis.

Notim g, (1) :(pA—(); i=1,2,...,r. Deoarece aceste polinoame sunt
(A =2;)"
i

prime intre ele exista polinoamele 7, (A),%, (X),..., A, (1), astfel incat:

ceeslly

B (M)g (A)+hy(M)g(K)+...+h.(X)g. (L) =1.

In polinomul din membrul stang si in cel din membrul drept se poate
inlocui variabila 4 cu o matrice patratica, retinand faptul ca termenul liber se
inmulteste cu matricea unitate. Inlocuim pe A cu matricea A:

h(4)g (A) +hy(A)gy(A)+...+h.(A)g.(4)=1,.

Inmultind la dreapta cu o matrice coloand X oarecare de ordinul n,
obtinem:

I (A)g (A)X +hy (A) gy (A) X +...+h (A)g, (4) X =X

Interpretdim coloana X ca fiind alcdtuita din coordonatele unui vector
oarecare x in baza consideratd, iar coloana % (A4)g;(A4)X coloana coordonatelor

unui vector x;.

Coloana coordonatelor vectorului (f — 2,1, )mi (x;) este:

(A=21,)" b (A)g; (A) X =h (A)(A-211,)" g;(A) X =h(A)e,(A4)X =0,
unde am tinut seama de faptul ca matricele %, (A4) si g;(A)comuta si ca:
(A =2)" g (2)=0,4(%)-
Asadar  (f-2;1,)" (x,)=0, adica x eKer(f-2;1,)". Notam

Vi =Ker(f-2;1,)"

Am obtinut faptul ca orice vector x al spatiului V' se scrie sub forma:
X=X +X, +...+x.;x€V;, adica V=V +V,+...+V,.. Sa aratam cad aceasta
suma este directa.
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Fie x;+x,+...+4x,=0 cu x; eKer(f—A;1,)". Vom arata ca toti
termenii  sunt nuli. Anume, vom ardta cd x;=0. Notam
X=X =—X) —X3—...— X, .

Deoarece polinoamele :

A(R)=(A=2)"™ sik(A)=(A=2y)" (A =23)™ (A =1, )"
sunt prime intre ele, rezulta ca exista polinoamele u (K) si v(%) astfel ncat:
u(M)h(R) +v(A)k(2)=1.
Inlocuind pe 4 cu 4 in aceastd egalitate si inmultind ambii membri cu

coloana X a coordonatelor vectorului x, obtinem:
X =u(A)h(A)X +v(A)k(4)X

Dar h(A4)X =0deoarece x=x, €Ker(f -1 1,)™.
Observam ca matricele produsului:
k(A)=(A4-2y1,)" (A=231,)" . (A=2,1,)" comutd.
Pentru fiecare j=2,3,...,r notand X ; coloana coordonatelor vectorului

X; € Ker( J=x1 )mj este indeplinita conditia: (4 -4 7, )" X ; =0. Rezulta:
k(A)X =(A-1y0,)" (A=251,)" (A=A, 1) (=X, - X5 —...— X, ) =0.

Asadar, X =u(A4)h(A)X +v(A)k(A4)X =0 adica x=6.
Aritim acum ci subspatiile ¥; sunt invariante fati de f. Intr-adevar, daca

x eV; atunci notand X matricea coloana a coordonatelor vectorului x, obtinem:
(A=n;1,)" AX =A(A-21,)" X =4, 0,=0,

adica f (x) eV, ceea ce Inseamna cd subspatiul V; este invariant fata de f.
Notand f; restrictia operatorului f la V;, aceastd restrictie este deci un
operator al lui V;. Daca x este un vector propriu al lui f;, atunci este vector

propriu si pentru f'si deci trebuie sa corespunda uneia din valorile proprii ale lui
J- Presupunénd ca x este vector propriu corespunzator valorii proprii A; cu

j#i,deducem cd xeV; () VJ = {6} ,adicd x =0, ceea ce este o contradictie. In

concluzie, singura valoare proprie a lui f; este A; si deci polinomul

caracteristic al lui f; este de forma ¢, (A)=(-1)" (L =2;)".
Pe de alta parte, deoarece suma V =V, +V, +...+V, este directa, potrivit
unei teoreme din paragraful anterior, rezultd ca polinomul caracteristic al lui f
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este produsul polinoamelor caracteristice ale operatorilor f;. Rezulta ca

m; m;
(Pi(K):(_l) (7‘_7%') :
Observam ca operatorul g, = f, — 41, este nilpotent deoarece g" este nul

pe V:.. Putem deci aplica propozitia anterioarad si obtinem o baza a lui V; in care
matricea lui g; este constituitd din blocuri Jordan plasate pe diagonald, toate

corespunzitoare valorii proprii A =0. In aceeasi bazi matricea lui f, =g, + A1,
se obtine din matricea lui g; cdreia i se plaseazd A, pe diagonald, adica se obtin
celule Jordan corespunzatoare valorii proprii A =2;. Bazele spatiilor astfel
obtinute, puse la un loc, vor forma baza cautata a lui V. Q.E.D.

L.V.2.5 PROBLEME PROPUSE

PP.V.2.5.1 Sa se determine polinomul caracteristic, valorile proprii si
vectorii proprii ale urmatoarelor endomorfisme:

a) T, :0 % =072, Ty (x,x,) = (=2x +5x,,% +2x,);
b)T,:0° =07,
Tz(xl,xz,x3) = (2x1 —2x5 +3x3, X + Xy +X3,% +3X, —x3) ;
c) T;:0 3 50 3, T, (21,22,23) = (Zl + (1 + i)zz,(l —i)zl + 2y —iz3,iz5 + 23).
PP.V.2.5.2 Fie endomorfismul: T :[]° —[3 , definit astfel:
T (x,%,%3) = (4%, = 5%, + 7x3,x —4x, + 9x3,—4x; +5x3).
a) Sa se determine subspatiile invariante corespunzatoare valorilor proprii

si cate o baza pentru fiecare subspatiu;
b) Sa se arate ca vectorii care genereaza aceste subspatii formeaza o baza

alui 3 si sa se scrie matricea endomorfismului in aceasta baza.
PP.V.2.53Fie T :0" — 0" un endomorfism si 4 o valoare proprie a sa.

Si se arate cd endomorfismul T * admite pe A? ca valoare proprie.
PP.V.2.5.4 Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii §i sd se
cerceteze dacd matricele urmatoare pot fi diagonalizate:

01 1 4 6 0 -1 0 -3
a) A=|1 0 1[;:b)B=|-3 -5 0|;c)C=|3 2 3
110 3 -6 1 3 0 -1

In fiecare caz afirmativ sa se determine matricea diagonalizatoare 7 si forma
diagonala a matricei date.
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PP.V.2.5.5 Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii si sd se

cerceteze dacd matricele asociate endomorfismelor urmatoare sunt jordanizabile:

[0 1 0
a) A:0°>0°% 4={0 0 1[;
-2 -5 4
(2 0 0 0]
. 1 3 1 1
b)B:0* 0% B= .
0 0 0 -1
-1 -1 0 2

Sa se determine bazele fata de care endomorfismele au forma canonica Jordan,
matricele de jordanizare si forma canonica Jordan 1n fiecare caz.

L.V.2.6 TEST DE AUTOEVALUARE

TAev.V.2.6.1 Sa se determine polinomul caracteristic, valorile proprii,

vectorii proprii precum si multiplicitatile algebrice si geometrice ale valorilor
proprii pentru urmatoarele endomorfisme:
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a) T, :U Y 50 4, Tl(xl,xz,x3,x4) :(—2x1 —6x3 —2x4,2%,,% +3x3,2x4);
b) T,:0% 02, Tz(zl,zz)z((3+i)zl —2,,2iz +(1—i)22);
O)T,:0% 0%

T, (xlax2»x3»x4) :(

TAev.V.2.6.2 Sa se stabileascd daca endomorfismele urméitoare sunt
diagonalizabile sau nu si in caz afirmativ sd se gaseasca o baza in care
acestea au forma diagonala:

a)T,:0° >0°7,
Tl(xl,xz,x3) :(5xl —3xy +2x3,6x —4x, +4x3,4x; —4x, +5x3);
b)T,:0° —>0°7,
T, (xl,xz,x3) =(x1 —3x, +4x3,4x, —Txy +8x3,6x — Tx, +7x3);
O)Ty:0% >0,

T, (xl,xz,x3,x4) :(

X)Xy + X3+ Xy, X Xy — X3 — Xy, X — Xy — X3 —x4,J



TAev.V.2.6.3 Sid se determine bazele fatd de care endomorfismele
urmatoare au forme canonice (diagonala sau Jordan):

-1 0 -3
a) T:0°>0°%T=[3 2 3|;
-3 0 1]
6 6 —15]
b)T:0°>0°% T=1 5 -5
12 -2

TAev.V.2.6.4 Transformarea liniara T :[1% —[1* este definitd in baza
canonicd a spatiului vectorial [] * prin matricea:

6 -9 5 4]
7 -13 8 7
A= .
g8 —17 11 8
1 =2 1 3

a) Sa se calculeze valorile proprii, multiplicitatea lor algebrica si
geometrica si vectorii proprii ai endomorfismului T ;

b) Sa se determine subspatiile invariante nebanale ale lui T ;

c) Sa se determine baza fatd de care endomorfismul T are forma
canonica Jordan precum si forma canonica Jordan a sa.

TAev.V.2.6.5 Se dau vectorii: v, = (1,1,0),\/2 = (1,2,1),\/3 = (2,3,2).

a) Sa se determine transformarea liniarda T :[] 3503, avand valorile
proprit A, =1,4, =3,4, =-3 s1 vectorii proprii v;,v,,Vs;

b) Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii pentru transformarea
liniarda U=T 2 —91 ,unde I este transformarea identica;

¢) Pentru ce valori @, 8,7 avem: T> +aT 2+ AT +y1 =0 ?

M.V - TEMA DE CONTROL

TC.V.1 Fie spatiile vectoriale reale: V = { f :[a,b] — [ ‘ f continué} s
W= { g:[a,b] >0 g derivabilﬁ} . Sa se arate ci functia

X

P:V—)W,g:P(f),g(x):jf(t)dt,anSb, este liniara (Trecerea la

a
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integrala nedefinita sau primitiva). Sa se cerceteze daca aplicatia liniard P este
injectiva si surjectiva.
TC.V.2 a) Fie V' spatiul vectorial real al functiilor polinomiale reale si

endomorfismele:
X

DV >V, D(f)=f"si PV >V, P(f(x))=[f(t)dr,a<x<b.
0
Sd se arate ca Do P =1d,,, dar D nu este o bijectie.

b) Fie V un K - spatiu vectorial si T :/ — V' un endomorfism. Sa se
arate ca Ker(T ) s Im(T ) sunt invariante in raportcu T .

TC.V.3 Fie endomorfismul T :0° —[° dat prin matricea:

1 0 1
A=[0 1 -1|,
1 2 -1

in raport cu baza v, =(1,1,0),v, =(1,0,1),v; =(0,1,1). Sa se arate ca vectorii
w =(12,3),w, =(2,1,3),w; =(1,1,1) formeaza o bazd in [ 3 sd se determine
matricea de trecere de la baza {v|,v,,v3} la baza {w,w,, w3} si apoi matricea lui
T inraport cu baza {wl,wz,w3} .

TC.V.4 Spatiul vectorial V' este suma directa a subspatiilor ¥} s1 V,,
adica V=V+V, = {vl +v, ‘vl elV,v, ely, iarv +v,=0= v, = 0,v2=0} . Sa se
arate cd operatorul PeL(V),L(v)=v, dacd v=v +v,, numit operatorul de
proiectie paraleld cu V, a spatiulut V' pe V| este operator liniar i cd P?=P.

TC.V.5S Fie [J 2[X ] spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali,
de grad cel mult 2 si aplicatiile:

A:0° 51 2[X],A(v)=(2v1 + v, +v3)[l+(v1 —2v, +v3 )X + (v + v, —2v3)DX2
D:0,[X]|—>0,[X], D(P)=P', unde v=(v,v,,v3)el] 3 si P’ este derivata
polinomului Pell ,[X].

a) Sasearate cd A si D sunt transformari liniare;
b) Sa se arate cd A4 este inversabila si sd se construiasca inversa sa;
c) Sa se determine transformarea produs Do A §i matricea acesteia in

bazele canonice din > si [ ,[X].
TC.V.6 Fie T :V —>U un operator liniar, unde V,U sunt K - spatii

vectoriale de dimensiune 7, respectivm . Sa se arate ca:
a) dimV =dimKerT +dimImT ;

b) T este surjectiv <> dimImT =dimU ;
c) T esteinjectiv < dimKerT =0.
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TC.V.7 Sa se determine polinomul caracteristic, valorile proprii, vectorii
proprii precum §i multiplicitatile algebrice si geometrice ale valorilor proprii
pentru urmatoarele endomorfisme:

a)T,:0° >0°7, Ty (1, X5, 23) = (2x) = x + 23,50 = 3x, +3x3,—x; — 2x3);

b)T,:0°—>0°7,

_2mi 27t 2l _2mi

Tz(Zl,Zz,Z3): Zl+Zz+Z3,Zl+e 3 Zz+€3 ’Z3,Zl+e3 Zz+e 3 ‘Z3

©) Ty:0% 507, Ty(x,%,55,%4 ) =(%,0,0,x, + x4 );

d) T,:0°>0° T, (x1,%5,x3) = (x5, =4, +4x,, =2, + X, +23).

TC.V.8 Fie endomorfismul: T :[J 4 -1 4, definit astfel:

T (xl,xz,x3,x4) = (o, = + 45, + 23 — 2004, 2X) + Xy + 2X5 — x4, + 22X, + x3)
a) Sa se determine polinomul caracteristic, valorile proprii §i vectorii

proprii ai endomorfismului;
b) Sa se determine matricea A a endomorfismului in baza canonica;

¢) Sa se determine o baza a lui [J % in care matricea 4 a endomorfismului
sa aiba forma Jordan (J =71 -A-T) ;

d) Sa se calculeze J" si A", unde nell .

TC.V.9 Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii si sa se cerceteze
daca matricele urmatoare pot fi diagonalizate:

10 0 1

010 7 4 -1
01 0 0
a) A=[1 1 1;b)B=l4 7 -1|;¢c)C= .
00 1 -2

010 4 -4 4
1 0 =2 5

In fiecare caz afirmativ si se determine matricea diagonalizatoare T si
forma diagonald a matricei date.

TC.V.10 Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii si sd se
cerceteze dacd matricele asociate endomorfismelor urmatoare sunt jordanizabile:

0 2 0 -1]

4 4 1 00 0

a) A:l" 0" 4= ;
01 0 O
00 1 0]
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3 1 0 0
4 4 -4 -1 0 0
a) B:0"—>0", B= ;
7 1 2 1
-17 -6 -1 0
(1 2 3 4]
b) C:0" >0", C= :
0 0 1 2
0 0 0 1

Sa se determine bazele fata de care endomorfismele au forma canonica

Jordan, matricele de jordanizare si forma canonica Jordan in fiecare caz.
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