MODULUL 6

ELEMENTE DE TEORIA NUMERELOR
6.1.Teorema împărţirii cu rest; relaţia de divizibilitate;numere prime
6.2. Cel mai mare divizor comun a două numere
6.3. Algoritmul lui Euclid
6.1 Teorema împărţirii cu rest; relaţia de divizibilitate; numere prime


Punctul de plecare în structurarea aritmetică a numerelor întregi îl constituie teorema cunoscută sub numele de Teorema împărţirii cu rest, având următorul enunţ:


Date fiind numerele întregi m şi n în care n este nenul, există şi sunt unice numerele q şi r care îndeplinesc condiţiile:
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Subliniem faptul că teorema afirmă pe de o parte existenţa numerelor q şi r, iar pe de altă parte unicitatea lor. Existenţa are la bază algoritmul de împărţire bine cunoscut. În ce priveşte unicitatea, dacă numerele 
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 îndeplinesc aceleaşi condiţii ca numerele q şi r, atunci: 
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. În această egalitate membrul stâng este strict mai mic decât 
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, deoarece este modului diferenţei a două numere pozitive strict mai mici decât 
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. Pe de altă parte, membrul drept nu poate fi strict mai mic decât 
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 decât dacă 
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, adică dacă membrul drept este nul. Dar în acest caz şi membrul stâng este nul, adică 
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Cazul 
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 conduce la noţiunea de divizibilitate:

DEFINIŢIE


Spunem că n divide m (notăm acest lucru n|m) dacă există un număr întreg q astfel încât m = qn. Se mai spune că n este divizor al lui m sau că m este multiplu al lui n, sau că m este divizibil prin n.


Din definiţia relaţiei de divizibilitate rezultă următoarele proprietăţi ale acesteia:



I) reflexivitatea: n|n;


II) tranzitivitatea: dacă n|m şi m|k, atunci n|k;


III) dacă n|m şi m|n, atunci m = ± n;


IV) dacă n|m, atunci 
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Remarcăm că dacă 
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, atunci luând 
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, se îndeplineşte relaţia 
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 oricare ar fi n. Deci, orice număr este divizor al lui zero, adică orice număr divide pe zero sau zero este multiplu al oricărui număr.

Pe de altă parte, dacă 
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, atunci singurul număr m pentru care relaţia n|m poate fi satisfăcută este 
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. Singurul număr care-l are pe zero ca divizor, deci care este divizibil prin zero, este numai zero.

Numerele 1 şi –1 au fiecare numai doi divizori: ± 1.

Oricare alt număr n în afară de 0, 1, –1 are cel puţin patru divizori: ± 1 şi
± n numiţi şi divizori improprii. Ceilalţi divizori pe care i-ar mai putea avea numărul n se numesc divizori proprii. Evident că orice divizor propriu al lui m are valoarea absolută strict mai mică decât valoarea absolută a lui m.

Numerele m şi n au aceiaşi divizori dacă şi numai dacă m = ± n. În acest caz spunem că ele sunt asociate. 

DEFINIŢIE


Un număr întreg p se zice că este număr prim dacă este diferit de 0, 1, –1 şi nu are alţi divizori în afară de divizorii improprii. Altfel spus, nu are divizori proprii.


Un număr care nu este prim se numeşte număr compus. Evident că dacă n este un număr compus, atunci el se poate scrie ca produsul a doi divizori proprii, fiecare având valoarea absolută strict cuprinsă între unu şi valoarea absolută a lui n.


Numărul 2 este cel mai mic număr prim şi este singurul număr prim care este număr par. Toate celelalte numere prime sunt, fireşte, impare. De aceea preferăm ca în loc să spunem că un număr prim este diferit de 2 îi menţionăm calitatea sa de a fi impar.


Următoarea teoremă pune în evidenţă o proprietate esenţială a numerelor prime.

TEOREMĂ


Dacă numărul prim p divide produsul a două numere nenule a şi b, atunci p divide cel puţin unul din cele două numere.

DEMONSTRAŢIE


Deoarece relaţia de divizibilitate m|n rămâne valabilă când se schimbă semnul lui m sau al lui n, este suficient să se demonstreze teorema pentru numerele întregi pozitive.

Prin reducere la absurd presupunem că ar exista numere prime pentru care teorema nu este adevărată şi că numărul prim p este cel mai mic dintre acestea. În plus, numărul prim p fiind fixat, dintre toate perechile de numere a, b pentru care teorema nu este valabilă presupunem că am ales acea pereche pentru care produsul ab este minim.

Putem considera că numerele a şi b sunt strict mai mici decât p.
Într-adevăr, dacă 
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, aplicând teorema împărţirii cu rest obţinem două numere naturale q şi r care îndeplinesc condiţiile:
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unde am ţinut seamă că a nu este divizibil cu p. Rezultă că numărul: 
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 este divizibil prin p, deoarece produsele ab şi pbq sunt divizibile prin p. Aşadar numărul a poate fi înlocuit cu numărul r care este strict mai mic decât p. La fel se poate proceda şi cu numărul b. În concluzie, putem admite că 
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Relaţia 
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 înseamnă că există un număr natural c astfel încât ab = pc şi deoarece 
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 rezultă c < p. Dacă numărul c nu este prim, atunci există un număr prim q care divide pe c, adică există un număr h astfel încât c = hq. Evident, q < c < p şi din minimalitatea lui p rezultă că pentru numărul prim q este adevărată teorema. Deci, din faptul că q|ab rezultă q|a sau q|b. În cazul când q|a, avem: ab = qsb = pc = phq de unde rezultă ph = sb, adică p|sb, în care, evident, sb < ab. Din minimalitatea produsului ab rezultă că p|s sau p|b, adică p|a sau p|b, ceea ce contrazice presupunerea făcută.

QED

OBSERVAŢIE


Proprietatea enunţată în teorema precedentă este valabilă numai pentru numerele prime. Numerele compuse nu au această proprietate. Într-adevăr, dacă n este un număr natural compus, atunci n = ab, în care a şi b sunt divizori proprii, deci a < n şi b < n. Dacă n|a sau n|b, atunci ar rezulta 
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TEOREMĂ


Orice număr întreg diferit de 0, 1, –1 se poate descompune în produs de numere prime, iar această descompunere este unică, în afara semnului acestora.

DEMONSTRAŢIE


Teorema afirmă două lucruri: pe de o parte existenţa, iar pe de altă parte unicitatea descompunerii.

Demonstrăm mai întâi existenţa descompunerii.


Prin reducere la absurd presupunem că ar exista numere care nu se pot descompune în produs de numere prime şi fie n numărul cu cea mai mică valoare absolută dintre acestea. 

Evident că numărul n nu poate fi prim. Dar numărul n nu poate fi nici compus, deoarece în acest caz el s-ar scrie ca produs de două numere, n = ab, numerele a şi b având fiecare valoarea absolută strict mai mică decât valoarea absolută a lui n. Din minimalitatea lui n rezultă că numerele a şi b se pot descompune în produs de numere prime şi se obţine astfel descompunerea lui n.

În ce priveşte unicitatea presupunem că pe de o parte 
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Vom arăta că 
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pe baza teoremei precedente, fiecare factor din membrul stâng (fiind număr prim) se poate simplifica cu un număr din membrul drept, cu care este asociat. Schimbând numerotarea factorilor din membrul drept şi înlocuind unii dintre aceşti factori cu asociaţii lor, putem considera 
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Deoarece nici un număr prim nu poate fi divizor al lui unu rezultă că în membrul drept nu poate să apară nici un factor prim. Deci: 
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QED

OBSERVAŢIE


Uneori este util să punem în evidenţă factorii primi distincţi din descompunerea lui n, astfel că această descompunere se scrie în felul următor:
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în care 
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 sunt numere prime distincte. Descompunerea lui n este unică în afara înlocuirii unora din factorii primi cu opuşii lor.


În plus, putem considera că numerele prime 
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 sunt strict pozitive dacă scriem pe n sub forma:
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unde se pune semnul plus sau minus după cum n este pozitiv sau negativ.

6.2 Cel mai mare divizor comun a două numere
DEFINIŢIE


Se numeşte cel mai mare divizor comun al numerelor a şi b numărul pozitiv d, notat (a,b), care are următoarele proprietăţi:
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Numerele a şi b se spune că sunt prime între ele dacă (a,b) = 1.
EXEMPLE


1. Deoarece orice număr se află printre divizorii lui zero, rezultă că
(a,0) = |a| oricare ar fi numărul întreg a. Deci, numărul zero este prim numai cu numerele 1 şi –1.

2. Pentru orice număr întreg a, avem: (a,±1) = 1. Deci, orice număr este prim cu numerele 1 şi –1.


3. Dacă a|b, atunci (a,b) = |a|.

4. Dacă p şi q sunt două numere prime distincte, atunci (p,q) = 1, adică sunt prime între ele.

OBSERVAŢIE


Deoarece din m|n rezultă |m| ≤ |n|, condiţiile din definiţia lui (a,b) arată că acesta este, aşa cum indică numele, cel mai mare dintre divizorii comuni ai numerelor a şi b. 

6.2.1 O metodă de calculare a celui mai mare divizor comun
a două numere


Unicitatea descompunerii unui număr n (diferit de 0, 1, –1) ca produs de puteri de numere prime pozitive permite identificarea tuturor divizorilor lui n. Anume, dacă 
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 şi d|n, atunci d poate avea ca factori primi numai numerele 
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 sau opusele lor. Deci:
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Dacă 
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 sunt factorii primi pozitivi comuni numerelor m şi n, atunci:
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Rezultă că orice divizor propriu comun numerelor m şi n este de forma:
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Fireşte, cel mai mare dintre divizorii comuni se obţine când exponenţii iau toţi valoarea maximă, adică 
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S-a obţinut astfel regula de calculare a celui mai mare divizor comun a două numere, bazată pe descompunerea acestora în factori primi: este produsul factorilor primi (pozitivi) la puterea cea mai mică.

DEFINIŢIE


Se numeşte cel mai mic multiplu comun al numerelor a şi b numărul:
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Aşa cum indică denumirea, numărul [a,b] este cel mai mic dintre multiplii comuni ai celor două numere. 

Într-adevăr, notând: d = (a,b), 
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Deci, [a,b] este multiplu şi al lui a şi al lui b.

Fie acum m un multiplu comun al numerelor a şi b. Din a|m rezultă un număr întreg h care îndeplineşte condiţia: m=ah. Din b|m rezultă 
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|h, adică h este de forma 
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Deci, 
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, adică m este multiplu al lui [a,b].

PROPRIETĂŢI ALE RELAŢIEI DE DIVIZIBILITATE


I. Dacă m|ab şi (m,a) = 1, atunci m|b. 

Într-adevăr din (m,a) = 1 rezultă că m nu are factori comuni cu a. Pe de altă parte, din m|ab rezultă că toţi factorii lui m se află în descompunerea lui ab, deci m|b.


III. Dacă a|m, b|m şi (a,b) = 1, atunci ab|m. 

Într-adevăr, [a,b]|m şi din (a,b) = 1 rezultă [a,b] = ± ab.
6.3 Algoritmul lui Euclid


Oricare ar fi numerele întregi a şi b există şi este unic cel mai mare divizor comun al lor. În plus, se pot găsi două numere întregi u şi v astfel încât:
(a,b) = ua + vb. (Expresia ua + vb, adică suma numerelor a şi b înmulţite cu nişte numere întregi se numeşte combinaţie liniară a numerelor a şi b).

DEMONSTRAŢIE


Unicitatea se deduce din faptul că dacă două numere d şi 
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 îndeplinesc amândouă cele două condiţii din definiţia celui mai mare divizor comun al numerelor a şi b, atunci rezultă atât d|
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|d, adică d = ±
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Unicitatea justifică folosirea articolului hotărât în denumirea „cel mai mare divizor comun”. El este în fapt cel mai mare dintre divizorii comuni pozitivi ai celor două numere. 

În ce priveşte existenţa, deoarece exemplul 1 de mai sus justifică teorema pentru cazul când a sau b este nul, putem considera că numerele a şi b sunt amândouă nenule.


În plus, deoarece orice număr are aceiaşi divizori ca şi opusul său, putem considera că numerele a şi b sunt strict pozitive şi că a > b.


Din teorema împărţirii cu rest rezultă că există numerele 
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Dacă 
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, atunci rezultă b|a şi deci (a,b) = b. Dacă 
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, atunci împărţim pe b la 
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Continuând să împărţim împărţitorul la rest, acesta scade cu cel puţin o unitate când se trece de la o operaţie la cea următoare, astfel că după un număr de n împărţiri se ajunge că 
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Se observă din acest algoritm că ultimul rest nenul, adică 
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 divide succesiv resturile anterioare: 
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, deci este divizor comun al numerelor a şi b.


Pe de altă parte, dacă c|a şi c|b, atunci parcurgând pas cu pas, de sus în jos etapele algoritmului, obţinem succesiv că numărul c divide: 
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Deci 
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 îndeplineşte cele două condiţii din definiţia celui mai mare divizor comun.


Din penultima relaţie a algoritmului se poate exprima 
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 se poate exprima în funcţie de resturile anterioare, astfel că 
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[image: image79.wmf]2

n

r

-

 şi 
[image: image80.wmf]3

n

r

-

. Continuând acest proces, se ajunge la exprimarea lui 
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QED

Capitolul 2

GRUPURI, INELE, CORPURI; DEFINITII, EXEMPLE

2.1 Definiţii, notaţii

DEFINIŢIE 

Se numeşte grup o mulţime G în care este definită o operaţie internă: 
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având următoarele proprietăţi:
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Dacă, în plus, operaţia are proprietatea de comutativitate, adică:
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,
atunci grupul se numeşte grup comutativ.

OBSERVAŢII


I. Spre deosebire de modul standard în care este prezentată definiţia de mai sus (considerată bine cunoscută), în general, pentru simplitate, se renunţă la precizarea apartenenţei elementelor, de exemplu: 
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, atunci când aceasta este de la sine înţeleasă din context. În plus, se foloseşte, de regulă, numai cuantificatorul existenţial 
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, iar când nu apare nici un cuantificator se subînţelege cuantificatorul universal 
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II. Când este vorba de un grup abstract (adică în care nu se precizează natura elementelor) operaţia se notează cu diferite simboluri, cum ar fi: 
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 etc. În grupuri concrete se folosesc de regulă două notaţii:


- notaţia aditivă, cu semnul +. În acest caz, grupul se mai numeşte grup aditiv. Elementul neutru se notează atunci cu 
[image: image89.wmf]0 sau 
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, numindu-se elementul nul, iar simetricul unui lui x se numeşte opusul lui x şi se notează –x. Ca exemple menţionăm: (Z,+); (Q,+); (R,+); (C,+);

- notaţia multiplicativă în care se foloseşte punctul ca semn al operării sau lipsa oricărui semn. În acest caz grupul se mai numeşte grup multiplicativ. Elementul neutru se notează de regulă cu 1 şi se numeşte elementul unitate al grupului, iar simetricul lui x se mai numeşte inversul lui x şi se notează 
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. Exemple de astfel de grupuri sunt: (Q*,·); (R*,·); (C*,·) în care semnul stea înseamnă că din mulţimea respectivă s-a exclus elementul nul.
De regulă, în ambele cazuri grupul este comutativ, cum este în toate exemplele menţionate.


III. Dacă grupul G este finit, adică are un număr finit de elemente, atunci numărul elementelor sale se notează 
[image: image91.emf]G




G

 sau ord(G) şi se numeşte ordinul grupului G. 

DEFINIŢIE

Se numeşte inel o mulţime A cu două operaţii interne, una notată aditiv, iar cealaltă notată multiplicativ, astfel încât:



- (A,+) este grup abelian;


- operaţia de înmulţire este asociativă;


- operaţia de înmulţire are element neutru, notat 1;


- înmulţirea este distributivă faţă de adunare, adică:
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OBSERVAŢII


I. Dacă înmulţirea structurii de inel este comutativă, atunci inelul A se numeşte inel comutativ. De exemplu, 
[image: image93.wmf](,,);(,,);(,,);(,,)
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 sunt toate inele comutative. Mulţimea matricelor pătratice de ordinul n, formate cu numere reale, notată 
[image: image94.wmf]()
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, cu operaţiile cunoscute, de adunare şi de înmulţire a matricelor, formează un inel care nu este comutativ.

II. Din definiţia inelului rezultă că faţă de adunare fiecare element x al inelului are un simetric numit, aşa cum am menţionat, opusul lui x, care se notează –x. Faţă de operaţia de înmulţire nu toate elementele inelului au simetric (numit invers). Se poate deduce cu uşurinţă că elementul nul al inelului nu are invers. De aici rezultă că într-un inel unele elemente sunt inversabile, iar altele nu. Elementele inversabile ale unui inel se numesc unităţile inelului. Este uşor de demonstrat că mulţimea unităţilor unui inel A, mulţime notată A* este grup faţă de operaţia de înmulţire a inelului, numit grupul unităţilor inelului. 


De exemplu, în inelul numerelor întregi, grupul unităţilor este format numai din două elemente: ±1. În inelele 
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 grupul unităţilor se obţine eliminând elementul nul. În inelul necomutativ 
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 grupul 
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 al unităţilor este constituit din mulţimea matricelor care au determinantul nenul.


III. În cazul când grupul unităţilor inelului A este format din toate elementele nenule ale inelului, atunci inelul se numeşte corp. De exemplu, inelele 
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 sunt corpuri, iar inelele Z şi 
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 nu sunt corpuri.

2.2 Inelul claselor de resturi modulo n

2.2.1 Congruenţa modulo n 


Pentru fiecare număr întreg x notăm 
[image: image100.emf]x




x

 mulţimea tuturor numerelor întregi care dau acelaşi rest la împărţirea cu numărul natural nenul n. Această mulţime se numeşte clasa de congruenţă modulo n a lui x. 


Evident că oricare două astfel de clase sunt disjuncte, adică n-au nici un element în comun. Pe de altă parte, reuniunea tuturor claselor de congruenţă modulo n este egală cu întreaga mulţime 
[image: image101.wmf]Z

 a numerelor întregi. Cu alte cuvinte, mulţimea 
[image: image102.wmf]Z

 este împărţită în n clase de congruenţă, corespunzătoare celor n resturi care se pot obţine la împărţirea cu numărul natural n. 


Notăm 
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 mulţimea care are ca elemente aceste clase. Mulţimea 
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 are deci n elemente.

EXEMPLE


I. Pentru 
[image: image105.wmf]2

n

=

, mulţimea 
[image: image106.wmf]Z

 se împarte în două clase: clasa numerelor pare (care dau restul zero la împărţirea cu 2) şi clasa numerelor impare (care dau restul unu la împărţirea cu 2). 


II. Pentru 
[image: image107.wmf]1
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 toate numerele întregi sunt congruente, deci ele se constituie într-o singură clasă.


Două numere întregi, x şi y, care se află în aceeaşi clasă de congruenţă modulo n se spune că sunt congruente modulo n. Această relaţie se exprimă în felul următor: 
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. Se poate deduce cu uşurinţă că:
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(2.1)

OBSERVAŢIE


Relaţia de congruenţă exprimată sub forma (2.1) are sens şi pentru 
[image: image110.wmf]0

n

=

. De remarcat că relaţia de congruenţă modulo zero este relaţia de egalitate, deoarece numărul zero îl divide numai pe zero. Două numere întregi sunt congruente modulo zero dacă şi numai dacă ele sunt egale.


În cazul 
[image: image111.wmf]1
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 toate numerele întregi sunt congruente, deoarece numărul unu divide orice număr întreg. La antipod se află cazul 
[image: image112.wmf]0
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 în care nu există două numere congruente distincte, deoarece singurul număr care este divizibil cu zero este zero însuşi.


Orice element al unei clase este numit reprezentant al clasei respective sau că reprezintă acea clasă. De exemplu, pentru 
[image: image113.wmf]2
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, orice număr par reprezintă clasa numerelor pare, în timp ce orice număr impar reprezintă clasa numerelor impare.

În general se preferă să facem o alegere a câte unui reprezentant din fiecare clasă. O astfel de alegere defineşte ceea ce numim un sistem complet de resturi modulo n. Cea mai des folosită modalitate de alegere este să se ia ca reprezentant al unei clase, restul pe care-l dau toate numerele acelei clase la împărţirea cu numărul natural n. Deoarece acest rest poate fi orice număr cuprins între zero şi n – 1, înseamnă că un sistem complet de resturi este mulţimea constituită de numerele: 0, 1, 2,…, n – 1.

Cu această alegere mulţimea 
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Z

 se poate reprezenta astfel:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image116.wmf]{
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Elementele lui 
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Z

 se pot identifica astfel: 
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Uneori se preferă ca să se ia n ca reprezentant al clasei multiplilor lui n, adică al clasei numerelor care dau restul zero la împărţirea cu n, caz în care mulţimea 
[image: image119.wmf]n
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 se poate reprezenta astfel:
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Sistemul complet de resturi este atunci mulţimea formată din numerele:
1, 2,…, n.

2.2.2 Adunarea şi înmulţirea claselor de congruenţă modulo n


Clasele se pot aduna după următoarea regulă:
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Să observăm că adunarea claselor, deşi se efectuează cu ajutorul unor reprezentanţi ai celor două clase, clasa care se obţine ca rezultat nu depinde de reprezentanţii aleşi în cele două clase. Într-adevăr, 
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La fel se efectuează operaţia de înmulţire a claselor:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image124.emf]
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Este uşor de verificat că aceste două operaţii definite pe mulţimea 
[image: image126.wmf]n
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 îndeplinesc condiţiile prevăzute în definiţia inelului comutativ.

TEOREMĂ


Grupul 
[image: image127.emf]*
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 al unităţilor inelului 
[image: image128.wmf]n

Z

 este constituit din clasele reprezentate de numere prime cu n.

DEMONSTRAŢIE


Observăm mai întâi că dacă un reprezentant x al unei clase modulo n este prim cu n, adică (x,n) = 1, atunci toate numerele din acea clasă sunt prime cu n. Într-adevăr, dacă y se află în aceeaşi clasă cu x, atunci diferenţa 
[image: image129.wmf]yx
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 este divizibilă cu n. Dacă y nu ar fi prim cu n, atunci ar avea un factor comun propriu, să zicem d, cu n. Numărul d va divide atunci şi pe x, adică x şi n ar avea un factor comun propriu şi deci x nu ar mai fi prim cu n.


Dacă x este prim cu n, adică (x,n) = 1, atunci o proprietate a celui mai mare divizor comun ne asigură că există două numere întregi u şi v astfel că:
1 = (x,n) = ux + vn, deci:
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,
adică x reprezintă o clasă inversabilă.


Reciproc, dacă x reprezintă o clasă inversabilă, atunci există un număr întreg u astfel încât produsul ux este congruent cu 1, adică n divide diferenţa
ux – 1. Dacă x ar avea un divizor propriu d comun cu n, atunci acesta ar divide atât pe x, cât şi diferenţa ux – 1 (care este multiplu al lui n) şi deci divide şi pe 1, ceea ce contrazice definiţia divizorului propriu.

2.3 Subgrupuri, grupuri ciclice, teorema lui Lagrange

2.3.1 Definiţii


În definiţiile şi faptele elementare de teoria grupurilor pe care le vom prezenta în cele ce urmează vom folosi notaţia multiplicativă în grupul G.

DEFINIŢIE


Se numeşte subgrup al grupului G o submulţime nevidă 
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 având următoarele proprietăţi:
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Prima condiţie din definiţia subgrupului exprimă faptul că submulţimea H este o parte stabilă a lui G, faţă de operaţia internă a grupului G. Pe baza acesteia putem considera că operaţia grupului G este o operaţie internă pe submulţimea H, numită şi operaţia indusă pe H de operaţia lui G. Evident că operaţia indusă pe H este şi ea asociativă, ca şi operaţia considerată pe întreaga mulţime G. În plus, dacă grupul G este comutativ, atunci şi operaţia indusă pe H este comutativă.


Pentru ca submulţimea H, cu operaţia indusă să fie grup trebuie să fie îndeplinite celelalte două condiţii: să aibă element neutru şi fiecare element din H să aibă inversul tot în H. Aceste condiţii nu sunt obligatoriu îndeplinite numai pe baza ipotezei că H este parte stabilă. De exemplu, mulţimea 
[image: image133.wmf]*
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 a numerelor naturale nenule este o parte stabilă a grupului aditiv (Z,+) al numerelor întregi, dar nu îndeplineşte cele două condiţii menţionate ale structurii de grup. Deşi mulţimea (Z,+) are element neutru, acesta neaflându-se în submulţimea 
[image: image134.wmf]*
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, proprietatea elementului neutru nu este îndeplinită pentru operaţia indusă pe 
[image: image135.wmf]*
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Mulţimea 
[image: image136.wmf]N

 a tuturor numerelor naturale (inclusiv zero) este iarăşi parte stabilă şi de data asta are element neutru, deoarece numărul zero se află în această mulţime. Dar proprietatea elementului simetric nu este îndeplinită deoarece, deşi fiecare element din 
[image: image137.wmf]N

 are un opus în (Z,+), în general acesta nu se află în 
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. Singurul element din 
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 care are opusul tot în 
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 este zero.


Condiţia a doua din definiţia subgrupului exprimă faptul că pentru orice element din H, inversul său se află tot în H, adică se îndeplineşte proprietatea elementului simetric. În plus, această condiţie asigură şi existenţa elementului neutru: luând în prima condiţie 
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, obţinem 
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Aşadar, un subgrup este o submulţime nevidă a grupului G, care faţă de operaţia indusă este grup.

2.3.2 Teorema lui Lagrange


Dacă H este subgrup al grupului G, m=|H|, n=|G|, atunci m|n.

DEMONSTRAŢIE


Pentru orice element x al grupului G considerăm mulţimea 
[image: image143.emf]{;}
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. Deoarece elementul neutru e al grupului se află în H, rezultă că x însuşi se află în această mulţime, deoarece 
[image: image144.wmf]xxe
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, deci reuniunea mulţimilor xH dă întreaga mulţime G.


Submulţimile xH au următoarele două proprietăţi:



I) pentru orice element x din G mulţimea xH are m elemente.
Într-adevăr, în mulţimea H se află m elemente şi dacă 
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 atunci, compunând la stânga ambii membri ai acestei egalităţi cu inversul lui G, se obţine 
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II) dacă submulţimile xH şi yH au un element în comun, atunci aceste submulţimi coincid. Într-adevăr, 
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. Dacă u este un element oarecare al mulţimii xH, atunci: 
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, deci 
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. La fel se demonstrează şi incluziunea inversă. Aşadar, submulţimile xH sau sunt disjuncte sau coincid.


Prin urmare, mulţimea G, având n elemente, este împărţită în clase disjuncte, toate având acelaşi număr de elemente, şi anume: m elemente, ca şi H. Dacă i este numărul acestor clase, atunci n = mi, de unde rezultă m|n.

QED

2.3.3 Ordinul unui element


Pentru un element oarecare a al grupului finit G notăm:
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Deoarece grupul G este finit, elementele acestei mulţimi nu pot fi toate distincte, deci există i > j, astfel încât 
[image: image153.wmf]ij

aa

=

, de unde rezultă 
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Fie 
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. Acest număr natural se numeşte ordinul elementului a şi-l notăm ord(a). Folosind acest număr putem descrie mai precis submulţimea [a], şi anume: 
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. Se poate deduce cu uşurinţă faptul că cele m elemente menţionate ale acestei submulţimi sunt distincte, din cauza minimalităţii lui m şi că puterile lui a, mai mari decât m, se regăsesc printre acestea. Deci, submulţimea [a] are m elemente.


În plus, această submulţime satisface condiţiile din definiţia subgrupului. Într-adevăr, compunerea elementelor din [a] se efectuează prin adunarea
modulo m a exponenţilor, deci submulţimea [a] este o parte stabilă a lui G faţă de operaţia grupului. Pe de altă parte, observăm că pentru un element 
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, deci este îndeplinită şi a doua condiţie din definiţia subgrupului.


Subgrupul [a] se numeşte subgrupul generat de elementul a. Ordinul acestui subgrup este tocmai ordinul elementului a. 


Din teorema lui Lagrange rezultă: Ordinul oricărui element al grupului divide ordinul grupului.

2.3.4 Grupuri ciclice

DEFINIŢIE


Se numeşte grup ciclic un grup G în care există un element g astfel încât [g] = G. Elementul g se numeşte generator al grupului G.
EXEMPLE



I. Pentru orice număr natural n grupul (Zn,+) este ciclic. Într-adevăr, putem considera ca generator clasa reprezentată de numărul întreg 1, deoarece orice clasă modulo n se obţine prin compunerea (în sensul operaţiei de adunare) clasei lui 1 cu ea însăşi de un număr de ori. Evident, compunând de n ori această clasă cu ea însăşi, se obţine elementul nul al grupului. Deci [1] = Zn.



II. Tot pentru orice număr natural n mulţimea Un a rădăcinilor complexe ale ecuaţiei zn = 1 formează un grup ciclic faţă de operaţia de înmulţire a numerelor complexe. Într-adevăr, notând 
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, acest număr complex este rădăcină a ecuaţiei zn = 1 şi toate cele n rădăcini ale acestei ecuaţii sunt numerele: 
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, prin urmare 
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OBSERVAŢIE


Se observă că aceste două grupuri, având acelaşi număr de elemente, diferă numai prin modul cum sunt notate elementele lor (la primul elementele sunt: 
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, iar la al doilea elementele sunt: 
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) şi prin modul cum este notată operaţia (primul este grup aditiv, iar al doilea este multiplicativ). Modul cum se compun elementele este acelaşi în cele două grupuri. Într-adevăr, în grupul 
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 elementele 
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 se compun prin adunarea modulo n a exponenţilor, iar în grupul 
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 elementele 
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se compun tot prin adunarea modulo n a numerelor k.

Acest lucru se confirmă în cazul general.

TEOREMĂ

Două grupuri ciclice de acelaşi ordin sunt izomorfe.

DEMONSTRAŢIE


Fie G şi H două grupuri ciclice de acelaşi ordin n. Pentru simplitatea demonstraţiei vom folosi notaţia multiplicativă în cele două grupuri. Dacă g este generatorul grupului ciclic G şi h al lui H, atunci:
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unde am notat e, 
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 elementul neutru din G, respectiv H. Evident, compunerea în ambele grupuri se face prin adunarea modulo n a exponenţilor.


Fie funcţia 
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. Evident, funcţia f este bijectivă. Ea este şi morfism: 
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 unde k = (i+j) (mod.n).

QED

CONSECINŢĂ


Dacă ordinul unui grup G este un număr prim p, atunci G este izomorf cu grupul ciclic Zp. Într-adevăr, dacă a este un element al lui G diferit de elementul neutru, atunci ordinul lui a fiind diferit de unu şi fiind divizor al numărului prim p trebuie să fie egal cu p, adică G este grup ciclic având ca generator pe a. Din teorema precedentă grupul G fiind ciclic de ordinul p, este izomorf cu Zp.

2.3.5 Generatorii unui grup ciclic de ordinul n

TEOREMĂ


Fie G un grup ciclic de ordinul n notat multiplicativ şi g un generator al său. Atunci ordinul elementului 
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. În particular, condiţia necesară şi suficientă ca elementul 
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 să fie generator al grupului G, adică 
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, este ca numărul k să fie prim cu n.

DEMONSTRAŢIE


Demonstrăm mai întâi teorema pentru cazul când (k,n) = k, adică numărul k este un divizor al lui n. Notăm cu m câtul împărţirii lui n la k, adică n = mk. Din definiţia ordinului unui element rezultă că ordinul lui 
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sunt distincte, elementul g fiind un generator al grupului G. 

În cazul general, notând 
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Pe de altă parte, o proprietate a celui mai mare divizor comun asigură că există numerele întregi u şi v astfel încât 
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, de unde, ţinând seamă că 
[image: image182.wmf]n

ge

=

, rezultă: 


[image: image183.wmf](

)

(

)

(

)

uvu

dukvnukvnknkkdu

gggggggggg

+

éùéùéù

====ÎÞÌ

ëûëûëû

.
Aşadar elementele 
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 generează acelaşi subgrup, deci au acelaşi ordin. Dar, deoarece d este un divizor al lui n, ordinul lui 
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QED.

2.4 Produsul direct de grupuri şi produsul direct
de inele

Fiind date două grupuri G şi H, amândouă notate moltiplicativ, cu elementul neutru e, respectiv 
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, pe mulţimea 
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 numită produsul cartezian al mulţimilor G şi H se consideră operaţia «pe componente», şi anume: 
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Este uşor de verificat că această operaţie definită pe produsul cartezian îndeplineşte proprietăţile structurii de grup. Acest grup se numeşte produsul direct al celor două grupuri. Elementul neutru al produsului direct este perechea 
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 şi inversa perechii (x,h) este perechea 
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. Dacă grupurile G şi H sunt comutative, respectiv finite, atunci produsul lor direct este comutativ, respectiv finit.

Acelaşi lucru este valabil în cazul a două inele A şi B. Notând aditiv şi multiplicativ operaţiile în cele două inele, pe produsul cartezian 
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 se consideră operaţiile de adunare şi de înmulţire pe componente, adică: 
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 îndeplinesc proprietăţile structurii de inel. Elementul neutru al înmulţirii din 
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 este perechea (1,1) unde am notat cu 1 atât elementul neutru al lui A, cât şi cel al lui B.
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Grupul unităţilor lui 
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 este produsul direct dintre grupul unităţilor lui A şi grupul unităţilor lui B, adică: 
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Dacă 
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Reciproc, dacă 
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QED

2.5 Teorema chineză

Dacă (m,n) = 1, atunci funcţia:
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în care x este un număr întreg oarecare, iar 
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 reprezintă clasa lui x modulo mn, m, n, respectiv, este un izomorfism de inele.
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Să observăm mai întâi că funcţia  f este corect definită, în sensul că deşi ea operează cu un reprezentant modulo mn al unei clase, anume numărul întreg x, perechea 
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 nu se schimbă dacă se înlocuieşte x cu un alt număr y aflat în aceeaşi clasă modulo mn ca şi x. Într-adevăr,
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Funcţia  f  astfel definită este un morfism de inele. Într-adevăr,
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De remarcat că până în acest stadiu al demonstraţiei nu s-a folosit faptul că numerele m şi n sunt prime între ele. Este nevoie de această ipoteză pentru a arăta că funcţia  f  este bijectivă. 

De fapt, domeniul şi codomeniul funcţiei  f  fiind mulţimi finite cu acelaşi număr de elemente, şi anume mn, este suficient să se demonstreze numai injectivitatea. 

Dar funcţia  f  este injectivă:
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QED

OBSERVAŢIE

Inversarea funcţiei f înseamnă rezolvarea sistemului de ecuaţii în x
(număr întreg) cu parametrii întregi a şi b:
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Acest sistem de congruenţe are soluţii oricare ar fi numerele întregi a şi b dacă şi numai dacă numerele m şi n sunt prime între ele. Într-adevăr, numai în acest caz funcţia f fiind surjectivă, dat fiind un element oarecare 
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 există (şi este unică) o clasă modulo mn, reprezentată de un număr întreg x, astfel încât: 
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Soluţia sistemului se obţine folosind nişte numere u şi v care îndeplinesc condiţia: um + vn = (m,n) = 1, din care rezultă: 1m = (um + vn)m = (vn)m şi
1n = (um + vn)n = (um)n. Pentru x = avn + bum avem:
xm = (avn + bum)m = (avn)m = am(vn)m = am1m = am
şi
xn = (avn + bum)n = (bum)n = bn(um)n = bn1n = bn .
2.6 Caracteristica lui Euler

2.6.1 Definiţii

DEFINIŢIE

Se numeşte caracteristica lui Euler numărul, notat φ(n), al claselor modulo n reprezentate de numere prime cu n. Am demonstrat că dacă un reprezentant al unei clase modulo n este un număr prim cu n, atunci toţi reprezentanţii acelei clase sunt numere prime cu n. De aceea putem vorbi de clase prime cu n. 

EXEMPLE

I. Dacă n = p este un număr prim, atunci dintre numerele 1, 2,…, p singurul care nu este prim cu p este însuşi p. Deci, φ(p) = p – 1.

II. Dacă 
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 în care p este număr prim, atunci numerele cuprinse între unu şi n care nu sunt prime cu n sunt multiplii lui p, şi anume: p, 2p, 3p,…, 
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III. Dacă 
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 este descompunerea lui n în produs de puteri de factori primi distincţi, atunci:
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Într-adevăr, din teorema chineză rezultă că 
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. Pe de altă parte, am remarcat mai sus că 
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2.6.2 Proprietăţi ale caracteristicei lui Euler

I. Ordinul grupului unităţilor inelului 
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Într-adevăr, elementele inversabile ale inelului 
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 sunt clase reprezentate de numere prime cu n, iar numărul acestor clase este, prin definiţie, 
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II. 
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 este numărul generatorilor unui grup ciclic de ordinul n.

Într-adevăr, dacă G este un grup ciclic de ordinul n având ca generator elementul g, atunci elementele care generează grupul sunt cele de forma 
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 în care 1 ≤ m ≤ n şi (m,n) = 1. Numărul acestora este 
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III. Dacă G este un grup ciclic de ordinul n, atunci acest grup are elemente de ordinul d numai dacă d este un divizor al lui n. În acest caz elementele de ordinul d sunt elementele de forma 
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, în care 1 ≤ m ≤ d şi (m,d) = 1. Numărul acestora este 
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Într-adevăr, din teorema lui Lagrange, ordinul unui element al unui grup finit divide ordinul grupului. Deci, grupul G nu poate avea elemente de ordinul d decât dacă d este divizor al lui n.
Pe de altă parte, dacă d este un divizor al lui n, atunci rezultă că 
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1 ≤ h ≤ n are ordinul d dacă şi numai dacă 
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1 ≤ m ≤ d şi (m,d) = 1.

IV. Pentru orice număr natural n este adevărată egalitatea:
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Într-adevăr, dacă n este ordinul unui grup ciclic, atunci elementele sale se grupează după ordinele lor, care sunt divizori ai lui n. Pentru fiecare divizor d al lui n, numărul elementelor de ordinul d este 
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2.6.3 Reciproca teoremei chineze

Teorema chineză afirmă că dacă numerele naturale m şi n sunt prime între ele, atunci grupul 
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 este izomorf cu 
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Vom arăta că este valabilă şi reciproca acestei teoreme, în sensul că 
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 numai în cazul când m şi n sunt prime între ele.
Ca urmare, grupul 
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 este ciclic dacă şi numai dacă m şi n sunt prime
între ele.
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Dacă numerele naturale m şi n nu sunt prime între ele, atunci grupul 
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 nu este ciclic şi deci nu este izomorf cu 
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Fie p un număr prim care divide atât pe m, cât şi pe n şi fie 
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 câturile respective, adică: 
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 reprezintă un element de ordinul p din grupul aditiv 
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Analog, numerele 
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; h = 1, 2,…, p – 1 reprezintă clase de ordinul p din grupul aditiv 
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Dar dacă 
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 ar fi un grup ciclic, atunci pentru divizorul p al ordinului acestui grup am avea numai 
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QED

2.7 Teoremele Fermat, Euler, Wilson

TEOREMA FERMAT

Dacă p este număr prim, atunci pentru orice număr întreg x avem:
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Grupul 
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 şi deci ordinul oricărui element al grupului divide 
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 dă ca rezultat clasa unitate, aceasta fiind clasa lui unu. Rezultă că pentru orice număr întreg nedivizibil cu p este adevărată congruenţa: 
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Înmulţind această congruenţă cu numărul oarecare x (care poate fi şi multiplu de p) se obţine relaţia din enunţ.

QED

TEOREMA EULER

Dacă (m,n) = 1, atunci 
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Ordinul grupului 
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, ca urmare, orice element al grupului, ridicat la puterea 
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QED

TEOREMA WILSON

Dacă p este un număr prim, atunci 
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Teorema se verifică lesne pentru p = 2. Putem deci considera că p este un număr prim impar.
Elementele grupului 
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 sunt reprezentate de numerele: 1, 2, 3,…, p – 1 dintre care numai primul şi ultimul element este propriul său invers, deoarece în corpul 
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 ecuaţia 
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 nu poate avea mai mult de două rădăcini. Prin urmare, celelalte clase, în număr de p – 3 (care este par), sunt grupate două câte două, inverse una alteia, deci produsul acestora dă elementul unitate al grupului 
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, reprezentat de numărul unu. Deci produsul 
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modulo p se reduce la produsul dintre primul şi ultimul factor, care produs este congruent cu
–1 modulo p.

Capitolul 3

STRUCTURA GRUPURILOR ABELIENE FINITE

3.1 Grupul factor; morfisme de grupuri

Am remarcat că procedura prin care grupul aditiv al numerelor întregi Z este împărţit în clase de congruenţă modulo n se poate aplica unui grup abelian oarecare folosind un subgrup al său. În cazul grupurilor finite această împărţire în clase de congruenţă în raport cu un subgrup a condus, printre altele, la teorema lui Lagrange.

Ne vom ocupa în continuare de structura de grup a mulţimii claselor de congruenţă ale unui grup abelian în raport cu un subgrup al său.

3.1.1 Grupul factor

Fie A un grup abelian, notat aditiv, şi B un subgrup al său. Relaţia de congruenţă modulo B între elementele lui A se defineşte astfel:
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.
Se notează A/B mulţimea claselor de echivalenţă corespunzătoare acestei relaţii. Clasa în care se află elementul x al grupului se notează 
[image: image298.emf]x
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 şi se defineşte astfel:
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.
Oricare din elementele clasei lui x se numeşte reprezentant al acestei clase. Dacă y este unul dintre aceştia, atunci x = y(mod.B) şi y + B = x + B.

În cazul când A este grupul aditiv Z al numerelor întregi, iar B este subgrupul nZ al multiplilor numărului natural n, congruenţa modulo B este tocmai congruenţa modulo n. Mulţimea claselor Z/nZ a fost notată 
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La fel cum se adună clasele modulo n se pot aduna şi clasele lui A modulo B, adică elementele lui A/B:
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Deşi clasa sumă se obţine cu ajutorul unor reprezentanţi ai celor două clase rezultatul nu se schimbă dacă se folosesc alţi reprezentanţi din cele două clase. În plus, la fel ca şi în cazul adunării din 
[image: image302.wmf]n
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, adunarea definită pe mulţimea A/B a claselor modulo B îndeplineşte proprietăţile grupului abelian. Elementul neutru este clasa lui θ, constituită din elementele subgrupului B. Clasa opusă clasei reprezentate de x este clasa reprezentată de opusul –x al lui x.

Grupul astfel definit, A/B, se numeşte grupul factor al lui A prin subgrupul B. Dacă grupul A este finit, având n elemente, iar B are m elemente, atunci m este un divizor al lui n şi numărul claselor modulo B este câtul m/n. Deci ordinul grupului grupul factor este m/n.

Funcţia 
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este evident surjectivă şi este un morfism. Acest morfism surjectiv se numeşte surjecţia canonică definită de subgrupul B.

3.1.2 Morfisme de grupuri

Fie acum 
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 un morfism de grupuri abeliene finite. Este uşor de verificat că mulţimea 
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este subgrup al lui A, iar mulţimea 
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este subgrup al lui 
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. Primul se numeşte nucleul lui f, iar celălalt se numeşte imaginea lui f.
Aceste subgrupuri determină calitatea lui f de a fi injectiv (monomorfism), surjectiv (epimorfism) sau bijectiv (izomorfism) în felul următor:
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TEOREMĂ

Grupul factor A/Ker f este izomorf cu Im f. În particular, dacă f este epimorfism, atunci G/Ker f este izomorf cu 
[image: image309.wmf]A
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.

DEMONSTRAŢIE

Considerăm funcţia:
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.
Deşi imaginea prin φ a unei clase de congruenţe modulo B se defineşte folosind un reprezentant x al acestei clase, rezultatul nu se schimbă dacă se foloseşte un alt reprezentant. Într-adevăr, 
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.
Funcţia φ este un morfism:
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.
Funcţia φ este surjectivă, deoarece din definiţia mulţimii Im f, un element din această mulţime este de forma 
[image: image313.wmf]()
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 pentru un x din A. Dar din definiţia lui φ imaginea prin φ a clasei lui x este tocmai 
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.

Funcţia φ este monomorfism:
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,
unde am notat tot θ elementul neutru al grupului factor A/Ker f. Q.E.D.

3.2 Sume directe de subgrupuri

Fie a un element al grupului abelian finit A, notat aditiv, şi n un număr întreg oarecare. Dacă n este strict pozitiv, atunci notăm na rezultatul compunerii (adunării) lui a cu el însuşi de n ori. Dacă n este strict negativ, atunci na este rezultatul compunerii lui –a cu el însuşi de –n ori. În plus, 0a înseamnă elementul neutru θ al grupului A.

Cu aceste notaţii, dacă numărul natural nenul n îndeplineşte condiţia 
[image: image316.wmf]na
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, spunem că n este anulator al elementului a. Evident, ordinul lui a, care este cel mai mic anulator al lui a, divide orice anulator.

Anulatorul unei submulţimi a lui A înseamnă un număr care este anulator pentru toate elementele submulţimii. De exemplu, ordinul grupului finit A este anulator al lui A.

Dacă A1, A2,…, Ar sunt subgrupuri ale lui A, atunci spunem că A este suma directă a acestor subgrupuri şi scriem: 
[image: image317.emf]12


...


r


AAAA


=ÅÅÅ




12

...

r

AAAA



, dacă orice element a al lui A se scrie în mod unic sub forma: 
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Unicitatea înseamnă că
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Evident că această condiţie este echivalentă cu unicitatea scrierii lui θ sub forma respectivă, în sensul că
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Dacă 
[image: image321.wmf]12

AAA

¢¢

=´

 este produsul cartezian a două grupuri 
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acestea sunt subgrupuri ale lui A izomorfe cu 
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Exemplul prezentat se poate generaliza în sensul propoziţiei care urmează.

PROPOZIŢIE

Fie A1, A2,…, Ar subgrupuri ale grupului A şi fie 
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. Grupul A este sumă directă a subgrupurilor A1, A2,…, Ar (
[image: image329.emf]12


...


r


AAAA


=ÅÅÅ




12

...

r

AAAA



) dacă şi numai dacă funcţia 
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 este izomorfism.

DEMONSTRAŢIE

Evident că funcţia φ este un morfism. Surjectivitatea lui φ înseamnă că fiecare element din A se poate scrie ca o sumă de r termeni, câte unul din fiecare din cele r subgrupuri. Injectivitatea lui φ este echivalentă cu unicitatea acestei scrieri. QED.

TEOREMA 1

Fie A un grup abelian de ordinul n şi 
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 descompunerea în factori primi a lui n. În aceste condiţii, pentru orice i = 1, 2,…, r mulţimea Ai formată din elementele lui A care au drept ordin o putere a lui pi este subgrup al lui A. În plus, 
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Fie 
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A doua afirmaţie o demonstrăm prin inducţie după numărul r de factori primi ai ordinului grupului. Evident, teorema este adevărată pentru r = 1.
Presupunând-o adevărată pentru grupuri care au ordinul divizibil prin cel mult r – 1 factori primi distincţi, să notăm: 
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Deoarece 
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 rezultă că există numerele întregi u şi v astfel că 
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. Notăm A1 submulţimea elementelor lui A care au ca anulator pe n1. Se verifică la fel ca mai sus că A1 este subgrup al lui A. Analog, A2. 
Orice element x din A se scrie astfel:
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Dar 
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. La fel se arată că x2 se află în A1. Deci, orice element x din A se poate scrie ca o sumă de termeni, unul din A1, iar celălalt din A2. Această scriere este unică, deoarece dacă 
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deoarece n1 este anulator pentru x1 şi n2 pentru x2. Rezultă şi 
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Prin urmare, 
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, în care A1 are ca ordin pe n1 divizibil prin cel mult r – 1 factori primi distincţi. Deci, A1 se descompune în sumă directă de
r – 1 subgrupuri, fiecare având ca anulator o putere a unuia dintre numerele prime p1, p2,…, pr.
QED

OBSERVAŢIE

Dacă un grup este ciclic, atunci cel mai mic anulator al grupului este ordinul său. Dacă subgrupurile A1, A2,…, Ar sunt ciclice atunci, din teorema chineză, rezultă că şi suma lor directă (izomorfă cu produsul direct) este ciclic. În general însă, aceste subgrupuri nu sunt ciclice.

3.3 Grupuri abeliene de ordinul pm
TEOREMĂ

Orice grup de ordinul 
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 este o sumă directă de subgrupuri ciclice, toate având ca ordine diverse puteri ale lui p, anume:
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Descompunerea este unică dacă r1 ≥ r2 ≥ … ≥ rs.
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Demonstrăm teorema prin inducţie după ordinul grupului A. 

Fie x1 un element de ordin maxim 
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 va avea ordinul strict mai mic decât al lui A şi deci acesta se descompune în sumă directă de subgrupuri ciclice:
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,
în care generatorii au respectiv ordinele r2 ≥ r3 ≥ … ≥ rs.
Pentru fiecare i = 2, 3,…, s vom găsi un reprezentant al clasei lui 
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 de ordinul 
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, adică de acelaşi ordin cu clasa sa modulo [x1].

Faptul că ordinul lui 
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, adică există un număr natural k astfel încât 
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, deci şi anulatorul lui 
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. Numărul k se poate scrie sub forma 
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 în care p nu este divizibil cu p. Evident, r ≤ r1.

Ordinul lui tx1 este egal cu ordinul lui 
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. Dar din maximalitatea lui r1 rezultă ri + r1 – r ≤ r1, adică r – ri ≥ 0.
Relaţia 
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[image: image374.emf]1


i


rr


i


xptx


-


-




1

i

rr

i

xptx





 nu poate depăşi ordinul clasei sale modulo [x1], care este 
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Putem deci presupune că ordinul lui 
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[image: image380.emf]12


[][]...[]


s


Axxx


=ÅÅÅ




12

[][]...[]

s

Axxx



.

Pentru orice element x din A avem:
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în care se poate lua 
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Rămâne să arătăm că scrierea lui x este unică. Dar dacă avem 
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EXEMPLU

Orice grup de ordinul 8 = 23 este izomorf cu unul din următoarele trei grupuri:
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din care numai primul este ciclic.

Capitolul 4

GRUPUL UNITĂŢILOR INELULUI 
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4.1 Cazul când modulul n este număr prim
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Pentru orice număr prim p grupul 
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Grupul 
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În cazul când există un element de ordinul d, fie acesta x, atunci rădăcinile polinomului 
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 fiind printre aceste puteri, rezultă că: dacă există un element de ordinul d, atunci numărul acestora este 
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Deci pentru fiecare divizor d al lui 
[image: image405.wmf]1

p

-

 numărul elementelor de ordinul d  este 
[image: image406.wmf]()

od

 care este fie zero, fie 
[image: image407.wmf]()

d

j

. Evident că:


[image: image408.wmf](1)

()1

dp

odp

-

=-

å

.
Pe de altă parte:


[image: image409.wmf](1)

()1

dp

dp

-

j=-

å

.
Deoarece 
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QED

4.2 Cazul când n este puterea unui număr prim

4.2.1 Subcazul când p este impar

În continuare vom extinde rezultatul la valorile lui n de forma: 
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 în care r este un număr natural oarecare, iar p este un număr prim impar, adică diferit de 2.

Vom începe cu unele fapte de analiză combinatorie.

LEMA

Puterea maximă a numărului prim p care divide produsul k! este:
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în care parantezele drepte indică partea întreagă a numărului cuprins între ele.

DEMONSTRAŢIE

În produsul k! numărul factorilor multipli ai lui p este partea întreagă a câtului lui k prin p. Când calculăm puterea lui p cuprinsă în k! trebuie să adăugăm numărul factorilor divizibili cu p2, care este partea întreagă a câtului dintre k şi p2 etc.

QED

LEMA

Oricare ar fi numărul prim impar p şi numărul natural k ≥ 2 avem:
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QED

TEOREMĂ

Pentru orice număr natural r şi număr prim impar p grupul 
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Deoarece grupul 
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. Considerăm două cazuri: dacă t nu este divizibil prin p, atunci luăm y = x; dacă t este divizibil prin p, adică 
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, atunci luăm 
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. Evident că în acest din urmă caz numărul y se află în aceeaşi clasă modulo p ca şi x, deci clasa sa generează grupul 
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,
în care s nu este divizibil prin p. Ca urmare,
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,
unde h nu este divizibil cu p, deoarece p nu este multiplu de p. Aşadar în ambele cazuri există un număr y a cărui clasă modulo p generează grupul 
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 în care h nu este divizibil cu p.
Vom arăta că numărul y modulo pr generează grupul 
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 şi deoarece clasa lui y generează grupul ciclic 
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În această dezvoltare termenul al doilea conţine factorii l şi p, iar al treilea conţine factorii l şi p2. Deoarece h nu este divizibil prin p înseamnă că al treilea termen conţine o putere strict mai mare a lui p decât al doilea. Aceeaşi proprietate o au şi termenii următori, deoarece:
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de unde se vede că pentru k ≥ 3 acest termen conţine factorul l, iar din lema precedentă puterea lui p care divide fracţia 
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 are exponentul cel puţin egal cu 
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. Acest exponent fiind număr întreg este deci cel puţin egal cu doi.

Rezultă că diferenţa 
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 care este divizibilă prin pr are un termen care conţine o putere a lui p strict mai mică decât toţi ceilalţi. Prin urmare, acest termen trebuie să fie divizibil cu pr şi deci l este divizibil prin 
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[image: image447.wmf](1)

mpl

=-

 este divizibil cu 
[image: image448.wmf]1

(1)

r

pp

-

-

, care este ordinul grupului 
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Dacă 
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 în care p este număr prim impar, atunci grupul 
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Într-adevăr, grupul 
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4.2.2 Subcazul p = 2

Pentru r = 1 şi pentru r = 2 acest grup este ciclic. Vom arăta că pentru
r ≥ 3 acest grup nu este ciclic. 

TEOREMĂ

Dacă r ≥ 3, atunci:

I. Toate elementele grupului 
[image: image458.wmf]*

2

Z

r

 au ordinul cel mult egal cu 
[image: image459.wmf]2

2

r

-

. Ca urmare, grupul nu este ciclic, deoarece ordinul său este 
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II. Subgrupul generat de clasa numărului 5 are ordinul 
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 şi este constituit din clasele modulo 2r reprezentate de numerele de forma 4k + 1.

DEMONSTRAŢIE

Orice element din grupul 
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ceea ce demonstrează prima afirmaţie.

Pentru a doua afirmaţie a teoremei, fie m un număr natural astfel că 5m = 1 modulo 2r, adică 2r divide diferenţa 5m – 1. În dezvoltarea:
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termenul al doilea conţine ca factor pe 2 la putere strict mai mică decât următorii. Ca urmare, pentru ca 5m – 1 să fie divizibil cu 2r este necesar ca m să fie divizibil cu 
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QED

4.3 Cazul general

TEOREMĂ

Grupul 
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 este ciclic numai dacă: n = 2, n = 4, n = pr, n = 2pr, în care p este un număr prim impar.

DEMONSTRAŢIE

S-a demonstrat mai înainte că 
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 este ciclic dacă n = pr sau n = 2pr în care p este număr prim impar şi că nu este ciclic dacă n = 2r; r ≥ 3.

Să arătăm că în toate celelalte cazuri grupul 
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Fie 
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descompunerea în factori primi a lui n, în care
k ≥ 2, iar dacă unul din factorii primi este 2, atunci exponentul său este strict mai mare ca unu. 

Deoarece 
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Din formula de calculare a caracteristicei lui Euler rezultă că ordinele celor două grupuri ce alcătuiesc produsul direct sunt numere pare, deci au ca factor comun pe 2. Din reciproca teoremei chineze rezultă că acest produs direct nu este un grup ciclic.

QED

4.4 Generatori ai unui grup ciclic

Când lucrăm cu un grup ciclic ne interesează să avem un generator al acestuia. Fie G un astfel de grup, notat multiplicativ, de ordinul n. 

Dacă se cunoaşte un generator g al grupului, atunci putem determina toţi generatorii grupului: sunt elementele de forma 
[image: image474.wmf]k
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, în care k este un număr natural mai mic decât n şi prim cu n. Numărul acestora este egal cu ordinul φ(n) al grupului unităţilor inelului 
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Dacă 
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 este proporţia generatorilor în mulţimea G, adică probabilitatea ca alegând la întâmplare un element al lui G, acesta să fie un generator. Se observă că această probabilitate nu depinde de exponenţii k1, k2,…, kr, ci numai de factorii primi distincţi p1, p2,…, pr ai lui n. 

În cazul când nu cunoaştem nici un generator al grupului şi vrem să obţinem unul, alegem la întâmplare un element al grupului şi verificăm dacă este un generator. Cu probabilitatea menţionată mai înainte el va fi un generator.

Pentru a verifica dacă un element x din G este generator ar trebui să calculăm puterile lui x până la puterea n – 1 şi să constatăm că nici una nu este egală cu elementul neutru al grupului. 

Ţinând seamă de teorema lui Lagrange, este suficient să verificăm acest lucru numai pentru acei exponenţi care sunt divizori proprii ai lui n, deoarece exponentul cel mai mic, e, pentru care 
[image: image477.wmf]e
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 este elementul neutru al grupului G este ordinul elementului x. 

Putem să reducem şi lista acestor exponenţi (constituită din divizorii proprii ai lui n) limitându-ne la cei maximali, adică 
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Într-adevăr, pentru orice divizor propriu d al lui n există cel puţin un indice
i = 1, 2,…, r pentru care 
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 nu divide pe d. Rezultă atunci că d divide pe di, care este cel mai mare divizor propriu al lui n care nu este divizibil prin 
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. Ca urmare, dacă 
[image: image481.wmf]d

x

 este elementul neutru al lui G, atunci la fel va fi şi 
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În concluzie, pentru a verifica dacă x este generator al grupului G, se calculează elementele: 
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 şi dacă toate aceste sunt diferite de elementul neutru al grupului G, atunci x este generator.

EXEMPLU. Grupul 
[image: image484.wmf]*
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 al unităţilor corpului claselor de resturi
modulo 29 are n = 28 = 22·7 elemente, iar divizorii proprii maximali ai lui n sunt: d1 = 4, d2 = 14.

Pentru a verifica dacă x = 2 modulo 29 este generator folosim algoritmul exponenţierii modulare, efectuând în acest scop ridicări succesive la pătrat:
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de unde rezultă: 
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, deci
x = 2 este generator.
Pentru x = 5 avem:
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de unde rezultă: 
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 şi deci
x = 5 nu este generator.

Capitolul 5

CORPURI FINITE
5.1 Caracteristica unui corp

Dat fiind un corp comutativ oarecare F, considerând funcţia 
[image: image489.emf]:
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, în care 
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, iar pentru 
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, k(n) este rezultatul adunării lui 1 cu el însuşi de
n ori dacă n este număr natural strict pozitiv şi rezultatul adunării lui –1 cu el însuşi de –n ori dacă n este strict negativ.

Este uşor de verificat relaţia: 
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 pentru orice numere întregi m şi n, adică funcţia k este un morfism de la grupul aditiv (Z,+) la grupul aditiv (F,+).
După nucleul acestui morfism corpurile se împart în două clase.
A) Corpuri de caracteristică nulă, sunt acelea în care 
[image: image493.wmf]Ker{0}
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, adică funcţia 
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k

 este un monomorfism. Funcţia 
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 aplică inelul Z în subinelul 
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 al lui F izomorf cu Z. Cel mai mic subcorp al lui F va fi izomorf cu corpul Q al numerelor raţionale. În particular un astfel de corp nu poate fi finit. Corpurile Q, R, C sunt din această categorie.

B) Corpuri de caracteristică nenulă sunt acelea pentru care subgrupul 
[image: image497.wmf]Ker{0}
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. Ca orice subgrup al grupului ciclic Z el va fi tot ciclic, generat de un număr natural n. Acesta este cel mai mic număr natural nenul m cu proprietatea 
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Numărul n trebuie să fie un număr prim, deoarece dacă 
[image: image499.wmf],
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, de unde rezultă 
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 sau 
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, deoarece 
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 sunt într-un corp. Aceasta ar contrazice minimalitatea lui n.

Numărul prim p care generează subgrupul 
[image: image506.wmf]Ker
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 al lui Z se numeşte caracteristica lui F. El este cel mai mic număr natural m nenul, astfel că elementul 1 adunat cu el însuşi de m ori dă elementul zero al lui F. Pe de altă parte, orice număr natural m, pentru care 
[image: image507.wmf]()0
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 este un multiplu al lui p deoarece subgrupul Ker k este generat de p.

Imaginea morfismului k este în acest caz izomorfă cu grupul factor Z/pZ, adică grupul claselor modulo p, pe care-l notăm Zp. El are şi structură de inel care este corp. Obişnuim să identificăm acest corp cu imaginea morfismului, spunând că F conţine, ca subcorp, corpul Zp. Acesta este cel mai mic subcorp al lui F şi se numeşte subcorpul prim al lui F.
Fireşte, pentru fiecare număr prim p, corpul Zp este corp de
caracteristică p.

5.2 Numărul elementelor unui corp finit

Pentru orice subcorp 
[image: image508.emf]kF
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 al corpului F se poate considera în mod natural structura de spaţiu vectorial a lui F peste corpul k. În particular, orice corp finit F este spaţiu vectorial peste subcorpul său prim, care este 
[image: image509.wmf]p
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 în cazul când caracteristica lui F este numărul prim p.

Dacă în plus, corpul F de caracteristica p este finit, atunci el va avea o bază finită: x1, x2,…, xn peste Zp. Rezultă că numărul elementelor unui corp finit de caracteristică p este de forma pn, în care n este un număr natural nenul.
Folosind acelaşi principiu, putem spune câte elemente poate să aibă orice subcorp k al corpului F. Fireşte, dacă p este caracteristica lui F, având deci 
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 elemente, atunci tot p va fi şi caracteristica lui k, astfel încât k va avea 
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. Dar ţinând seamă că F are structură de spaţiu vectorial peste k, deducem că numărul 
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 al elementelor lui F este o putere d a numărului 
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 al elementelor lui k, în care d este dimensiunea lui F peste k. Aşadar, 
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, de unde rezultă n = md, adică m este un divizor al lui n.
În concluzie, dacă F are 
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 elemente, atunci orice subcorp k al lui F va avea 
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 elemente, în care m este un divizor al lui n.

5.3 Extinderea unui corp finit

Am arătat că orice corp finit de caracteristică p are 
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 elemente, în care n este un număr natural nenul. Vom arăta că pentru orice număr natural n, un astfel de corp F, având 
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 elemente, efectiv există.

Considerăm 
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 un polinom având coeficienţii în corpul comutativ 
[image: image521.wmf]p
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. Polinomul f defineşte o relaţie de echivalenţă în mulţimea 
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 sunt congruente modulo f dacă diferenţa u – v este divizibilă cu  f 
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Se verifică uşor că aceasta este o relaţie de echivalenţă. Ca urmare, mulţimea 
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 a polinoamelor cu coeficienţi în 
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 se împarte în clase de echivalenţă numite clase de congruenţă modulo f. Fiecare clasă este formată din polinoame congruente între ele modulo f. 

Notăm 
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 mulţimea care are ca elemente aceste clase de congruenţă. Reamintim că în cazul mulţimii 
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 a claselor de congruenţă modulo n, se consideră mulţimea de numere {0, 1, 2,…, n – 1}, în care se găseşte câte un reprezentant şi numai unul al fiecărei clase.

Analog, şi pentru mulţimea 
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 a claselor de congruenţă de polinoame modulo f considerăm mulţimea formată din polinoamele de grad cel mult n – 1 (n fiind gradul lui f ) şi identificăm mulţimea 
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 de clase cu mulţimea acestor polinoame:
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în care egalitatea acestor mulţimi trebuie citită în sensul că fiecare clasă de polinoame (element din 
[image: image533.wmf]f

G

) se identifică cu reprezentantul său din mulţimea de polinoame de grad cel mult n – 1. Dacă g este un polinom al clasei, atunci reprezentantul său de gradul cel mult n – 1 este restul împărţirii lui g la f.
Acest rest nu se schimbă dacă se înlocuieşte polinomul g cu altul din aceeaşi clasă cu el.

La fel ca şi în 
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 clasele de polinoame se pot aduna şi înmulţi şi pentru aceasta ne servim de polinoame ce reprezintă clasele respective. Se adună, respectiv se înmulţesc polinoamele ce reprezintă clasele respective şi se reţine din rezultat restul împărţirii la  f, care va fi un polinom de gradul cel mult n – 1 în simbolul θ.
Aceste operaţii îndeplinesc condiţiile cerute de structura de inel comutativ: sunt amândouă asociative şi comutative, înmulţirea este distributivă faţă de adunare, polinomul nul (care reprezintă clasa tuturor polinoamelor divizibile cu f ) are efect nul faţă de adunare, iar simetricul faţă de adunare al clasei reprezentate de polinomul u este clasa reprezentată de polinomul –u. Polinomul 
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 reprezintă clasa care are efect nul pentru operaţia de înmulţire.

Reamintim că inelul 
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 al claselor de congruenţă modulo n este corp dacă şi numai dacă n este număr prim.

O situaţie similară întâlnim şi în cazul inelului 
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Inelul 
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 este corp dacă şi numai dacă  f  este polinom ireductibil.
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Dacă f nu este ireductibil, atunci 
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, în care u şi v sunt polinoame de grad cuprins între 1 şi n – 1, deci 
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 la 
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 şi deci acest inel nu este corp. Reciproc, presupunem că f este ireductibil şi fie 
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 nenul (fiind şi de grad strict mai mic decât n va reprezenta o clasă nenulă). Deoarece f este ireductibil rezultă că 
[image: image549.emf]((),())1


fxux


=




((),())1 fxux 
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5.4 Proprietăţi ale corpului Gf
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Corpul 
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3. AUTOMORFISMELE LUI FROBENIUS: Funcţia 
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1. Corpul 
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2. Grupul multiplicativ 
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Rezultă că toate cele 
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Rădăcinile acestui polinom sunt distincte, deoarece derivata sa 
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Pe de altă parte, polinomul 
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este divizibil cu p (caracteristica corpului 
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Notăm φ acest automorfism. El se numeşte automorfismul lui Frobenius.

Elementele care nu se schimbă prin acest automorfism, adică cele care au proprietatea 
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adică 
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Aşadar dacă u este rădăcină a lui f, atunci şi 
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Aşadar polinomul f are n rădăcini în 
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Factorii ireductibili ai polinomului 
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Am arătat mai înainte că orice polinom ireductibil de gradul n cu coeficienţii în 
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adică polinomul 
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Reciproc, fie g un polinom ireductibil de gradul m cu coeficienţi în 
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Într-adevăr, corpul F este constituit din rădăcinile polinomului 
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Fie θ una din rădăcinile lui  f. Submulţimea 
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Deoarece nu există două corpuri neizomorfe având acelaşi număr 
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5.5 Formula de recurenţă pentru calcularea numărului de polinoame ireductibile cu coeficienţi în Zp
Notăm 
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Pentru un divizor d, produsul polinoamelor ireductibile de gradul d are gradul 
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În particular, dacă n este un număr prim, atunci singurul divizor al lui n strict mai mic decât n este 
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Capitolul 6
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Se obişnuieşte ca rezolvarea ecuaţiei 
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 să se descompună în două probleme distincte:

1) stabilirea faptului dacă are sau nu soluţii;
2) găsirea soluţiilor în cazul când ştim că acestea există.

Dacă n = p este un număr prim atunci, aşa cum vom arăta, dispunem de algoritme polinomiale pentru problema rezolvării ambelor probleme. Aceste algoritme se pot aplica şi în cazul corpurilor finite, precum şi inelelor claselor de resturi pentru care grupul unităţilor este ciclic.

În schimb, chiar şi pentru un număr de forma n = pq (ştiind că este de această formă dar fără a se cunoaşte numerele prime p şi q) nu se cunosc algoritme polinomiale pentru nici una din cele două probleme. Mai mult, problema a doua este echivalentă, polinomial, cu aflarea factorilor primi p şi q.

În continuare ne vom ocupa de rezolvarea celor două probleme pentru cazul când n = p este un număr prim.

6.1 Simbolul lui Lagrange

6.1.1 Definiţii, proprietăţi

Fie p un număr prim impar (p ≠ 2) şi n un număr întreg oarecare. Simbolul lui Lagrange se notează 
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 şi ia următoarele valori:

· zero, dacă n este un multiplu al lui p;
· unu, dacă n nu este multiplu al lui p şi ecuaţia 
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· minus unu, dacă n nu este multiplu al lui p şi ecuaţia 
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O serie de proprietăţi ale simbolului lui Lagrange conduc la elaborarea unui algoritm polinomial pentru a stabili dacă ecuaţia 
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Să observăm mai întâi că simbolul lui Lagrange, 
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Remarcăm mai întâi că exponentul 
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 este un număr întreg, deoarece numărul prim p este impar (prin definiţia simbolului lui Lagrange se exclude cazul numărului prim p = 2). 

Dacă n este un multiplu al lui p atunci, evident, 
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Într-adevăr, 
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6.1.2 Simbolul lui Lagrange pentru n=2

Prin teorema anterioară se reduce calculul simbolului lui Lagrange al unui număr n presupus foarte mare la simbolurile Lagrange ale factorilor lui n care sunt mai mici.

Primul pas în aplicarea acestui principiu este să considerăm descompunerea 
[image: image743.wmf]2

s

nt

=

, în care t este un număr impar şi să reducem problema calculului simbolului lui Lagrange la cazul când n = t este un număr impar. Pentru aceasta trebuie ştiut simbolul lui Lagrange al lui n = 2.
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Grupul 
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Observăm că 
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unde am ţinut seamă că 
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Observăm că pentru orice număr natural impar j avem:
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unde am ţinut seamă că atunci când j parcurge cele opt clase modulo opt, la fel face şi pj, deoarece p este prim cu modulul 8.

Comparând cele două expresii ale lui 
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Numărul 2 este un pătrat modulo p dacă şi numai dacă 
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Deoarece, după teorema lui Dirichlét, numerele prime sunt egal repartizate în clasele modulo n (prime cu n), rezultă că pentru un număr prim p luat la întâmplare, sunt şanse egale ca 2 să fie sau să nu fie un pătrat modulo p.

O altă consecinţă a teoremei este: 
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adică –1 este un pătrat modulo p dacă şi numai dacă 
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Ţinând seamă de rezultatul anterior privind simbolul lui Lagrange al lui 2, obţinem următoarea schemă care caracterizează cele patru clase impare
modulo 8:
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6.1.3 Corpuri gaussiene

În continuare să considerăm cazul 
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Este normal ca în loc de θ să scriem i, aşa cum se notează simbolul imaginar din corpul numerelor complexe.
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Realizarea corpului 
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Schema celor două căi este deci următoarea:
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6.1.4 Teorema reciprocităţii

Teoremele anterioare reduc calculul lui 
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Potrivit teoremei, cele două simboluri sunt egale cu excepţia cazului când numerele p şi q sunt amândouă de forma 
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Fie m un număr natural nenul astfel încât 
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Vom demonstra egalitatea: 
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Remarcăm mai întâi că în expresia lui G fiecare termen rămâne neschimbat dacă  j se înlocuieşte cu un număr congruent cu  j modulo q. 

Pe de altă parte, dacă în suma G indicele j se înlocuieşte cu jk în care k este un număr prim cu q, atunci se va schimba numai ordinea termenilor în G şi nu suma G însăşi. Transformarea 
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Să mai remarcăm faptul că termenul lui G corespunzător lui 
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unde am ţinut seamă că simbolul lui 
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Reintroducerea în sumă a valorii 
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Pentru 
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 va parcurge toate cele q clase modulo q, atunci când j parcurge valorile 0, 1, 2,…, q – 1. Deci, sub semnul sumă se va obţine suma tuturor celor q rădăcini ale polinomului 
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De aici rezultă, pe de o parte:


[image: image837.wmf](

)

1

1(1)(1)

1

2

2

24

2

(1)(1)

p

qpq

p

p

q

GGGqGG

p

-

---

-

éù

æö

==-=-

êú

ç÷

êú

èø

ëû

,
iar pe de altă parte:
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Din cele două evaluări ale lui Gp rezultă egalitatea din enunţ. QED.

6.2 Problema existenţei rădăcinii pătrate modulo n

Aşa cum am menţionat această problemă înseamnă a stabili dacă pentru un număr întreg a dat, ecuaţia 
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Dacă n = p este un număr prim, atunci simbolul lui Lagrange şi egalitatea 
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 oferă un algoritm polinomial pentru rezolvarea acestei probleme. Teorema reciprocităţii aduce, în plus, simplificări substanţiale ale calculării simbolului lui Lagrange.

Dacă n nu este prim, atunci dispunem, aşa cum vom vedea în continuare, numai de un test polinomial care rezolvă numai cu o anumită probabilitate problema.

6.2.1 Simbolul lui Iacobi

Pentru orice număr întreg a şi un număr natural impar 
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 se defineşte: 
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 numit simbolul lui Iacobi. 

PROPRIETĂŢI


1. Simbolul lui Iacobi se exprimă în funcţie de simbolurile lui Lagrange. Fireşte, în cazul când n = p este un număr prim, atunci simbolul lui Iacobi coincide cu simbolul lui Lagrange.

2. Simbolul lui Iacobi depinde numai de clasa modulo n a lui a, deoarece 
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3. Egalitatea 
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 rezultă imediat din definiţie şi din proprietăţile simbolului lui Lagrange.

4. Dacă numărul a are un factor comun cu n atunci 
[image: image845.emf]0


a


n


æö


=


ç÷


èø




0

a

n









.

Urmează alte proprietăţi ale simbolului lui Iacobi a căror demonstraţie nu este imediată.

PROPOZIŢIE
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DEMONSTRAŢIE

Să observăm mai întâi că membrul drept depinde numai de clasa modulo 8 a numărului impar n. Într-adevăr, dacă 
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Clasele modulo 8 ale numerelor impare sunt în număr de patru, şi anume: reprezentate de numerele ±1şi ±3.

Produsul a două numere aflate în clasele ±1 este tot într-una din aceste două clase. În schimb, produsul a două numere aflate în clasele ±3 nu se află în nici una din aceste clase, ci se află într-una din clasele ±1. În sfârşit, produsul a două numere, unul aflat într-una din clasele ±1, iar celălalt într-una din clasele ±3 se află într-una din clasele ±3. 

Membrul drept din egalitatea de demonstrat, 
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, este ±1, după cum clasa lui n modulo 8 este una dintre ±1 sau una dintre ±3. Pe de altă parte, dacă 
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 în care numerele prime impare nu sunt neapărat distincte, atunci clasa modulo 8 a lui n este produsul claselor modulo 8 ale celor r factori. Ca urmare, 
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 după cum numărul factorilor 
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Din egalitatea 
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 după cum clasa modulo 8 a lui 
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 după cum numărul factorilor 
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.  QED

Această propoziţie reduce calculul simbolului lui Iacobi 
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 la cazul când numărul m este, ca şi n, un număr impar. Vom arăta că în acest caz numerele a şi n pot să-şi schimbe locul.

PROPOZIŢIE 

Dacă m şi n sunt numere impare, atunci: 
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DEMONSTRAŢIE

Membrul drept din relaţia de demonstrat este 
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 după cum numerele m şi n sunt amândouă în clasa lui –1 modulo 4 sau nu.

Fie 
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 descompunerile în factori primi nu neapărat distincţi ale numerelor impare m şi n. Avem: 
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Una din proprietăţile simbolului lui Lagrange se exprimă prin relaţia: 
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 după cum numerele impare 
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Rezultă că 
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 după cum numărul perechilor de numere prime 
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 aflate ambele în clasa lui –1 modulo 4 este par sau impar.
Numărul acestor perechi este produsul dintre numărul factorilor lui m congruenţi cu –1 modulo 4 şi numărul factorilor lui n congruenţi cu
–1 modulo 4. Evident că acest produs este impar dacă şi numai dacă ambii factori sunt impari, adică dacă şi numai dacă atât numărul factorilor lui m congruenţi cu –1 modulo 4, cât şi numărul factorilor lui n congruenţi cu
–1 modulo 4 sunt numere impare.
Dar deoarece clasa lui m modulo 4 este produsul claselor factorilor săi înseamnă că m se află în clasa lui –1 modulo 4 dacă şi numai dacă numărul factorilor lui m congruenţi cu –1 modulo 4 este impar. La fel şi pentru n. Deci, 
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 după cum numerele m şi n sunt amândouă congruente cu
–1 modulo 4 sau nu. QED.

OBSERVAŢII

1. Aceste două propoziţii conduc la un algoritm polinomial de calculare a simbolului lui Iacobi, care poate fi folosit şi pentru calculul simbolului lui Lagrange. Pentru calculul simbolului lui Lagrange dispunem de formula 
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, care oferă tot un algoritm polinomial, dar volumul de calcul este mult mai mare.

2. Dacă m este un pătrat modulo n, unde n este un număr natural impar, atunci, evident, 
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. Reciproca nu este adevărată. Aşadar, dacă 
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, atunci putem spune cu certitudine că m nu este un pătrat modulo n. Dar dacă 
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, atunci nu putem trage nici o concluzie. Dacă de exemplu, 
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 este produsul a două numere prime impare atunci, pe de o parte, m este pătrat modulo n dacă şi numai dacă m este atât pătrat modulo p, cât şi pătrat modulo q. Pe de altă parte, 
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 adică 
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 atât atunci când m este pătrat, atât modulo p cât şi modulo q (deci când este şi pătrat modulo n), cât şi atunci când nu este pătrat nici modulo p şi nici modulo q (şi deci nici modulo n). 

Evident că dacă se cunosc numerele prime p şi q putem afla, prin calcularea simbolurilor lui Lagrange 
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 dacă m este sau nu un pătrat modulo n. Dar nu s-a elaborat până în prezent un algoritm polinomial prin care să se stabilească dacă m este sau nu un pătrat modulo n ştiind că 
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. Se crede că această problemă este polinomial echivalentă cu problema descompunerii lui n în factori primi, pentru care nu s-a elaborat încă un algoritm polinomial.

6.3 Algoritmul de rezolvare a ecuaţiei x2=a(mod.p)

Prin calcularea simbolului lui Lagrange se presupune că s-a găsit că a este un pătrat modulo p şi ne propunem să-i găsim rădăcinile. Fireşte, dacă x = r este una din rădăcini, atunci cealaltă este x = – r. 

Fie s şi t numerele naturale care satisfac egalitatea 
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Considerăm cunoscut un număr natural n care nu este pătrat modulo p, adică 
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Construim şirul de numere naturale 
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QED.

OBSERVAŢIE

Toate operaţiile algoritmului sunt polinomiale cu excepţia găsirii numărului n care să nu fie un pătrat modulo p. Singura metodă cunoscută de a găsi un astfel de număr este să se ia un număr la întâmplare şi să se testeze dacă este sau nu un pătrat modulo p prin calcularea simbolului lui Lagrange. Şansa ca un număr ales la întâmplare să nu fie pătrat modulo p, este ½, astfel că repetarea alegerii lui n se consideră o cale acceptabilă de a găsi unul care să nu fie pătrat modulo p. Dar nu există un algoritm polinomial determinist de găsire a unui număr care să nu fie pătrat modulo p.
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