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7.1 Definiţii, notaţii

DEFINIŢIE 

Se numeşte grup o mulţime G în care este definită o operaţie internă: 
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având următoarele proprietăţi:
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Dacă, în plus, operaţia are proprietatea de comutativitate, adică:
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,
atunci grupul se numeşte grup comutativ.

OBSERVAŢII


I. Spre deosebire de modul standard în care este prezentată definiţia de mai sus (considerată bine cunoscută), în general, pentru simplitate, se renunţă la precizarea apartenenţei elementelor, de exemplu: 
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, atunci când aceasta este de la sine înţeleasă din context. În plus, se foloseşte, de regulă, numai cuantificatorul existenţial 
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, iar când nu apare nici un cuantificator se subînţelege cuantificatorul universal 
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II. Când este vorba de un grup abstract (adică în care nu se precizează natura elementelor) operaţia se notează cu diferite simboluri, cum ar fi: 
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 etc. În grupuri concrete se folosesc de regulă două notaţii:


- notaţia aditivă, cu semnul +. În acest caz, grupul se mai numeşte grup aditiv. Elementul neutru se notează atunci cu 
[image: image8.wmf]0 sau 

q

, numindu-se elementul nul, iar simetricul unui lui x se numeşte opusul lui x şi se notează –x. Ca exemple menţionăm: (Z,+); (Q,+); (R,+); (C,+);

- notaţia multiplicativă în care se foloseşte punctul ca semn al operării sau lipsa oricărui semn. În acest caz grupul se mai numeşte grup multiplicativ. Elementul neutru se notează de regulă cu 1 şi se numeşte elementul unitate al grupului, iar simetricul lui x se mai numeşte inversul lui x şi se notează 
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. Exemple de astfel de grupuri sunt: (Q*,·); (R*,·); (C*,·) în care semnul stea înseamnă că din mulţimea respectivă s-a exclus elementul nul.
De regulă, în ambele cazuri grupul este comutativ, cum este în toate exemplele menţionate.


III. Dacă grupul G este finit, adică are un număr finit de elemente, atunci numărul elementelor sale se notează 
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 sau ord(G) şi se numeşte ordinul grupului G. 

DEFINIŢIE

Se numeşte inel o mulţime A cu două operaţii interne, una notată aditiv, iar cealaltă notată multiplicativ, astfel încât:



- (A,+) este grup abelian;


- operaţia de înmulţire este asociativă;


- operaţia de înmulţire are element neutru, notat 1;


- înmulţirea este distributivă faţă de adunare, adică:
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OBSERVAŢII


I. Dacă înmulţirea structurii de inel este comutativă, atunci inelul A se numeşte inel comutativ. De exemplu, 
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 sunt toate inele comutative. Mulţimea matricelor pătratice de ordinul n, formate cu numere reale, notată 
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, cu operaţiile cunoscute, de adunare şi de înmulţire a matricelor, formează un inel care nu este comutativ.

II. Din definiţia inelului rezultă că faţă de adunare fiecare element x al inelului are un simetric numit, aşa cum am menţionat, opusul lui x, care se notează –x. Faţă de operaţia de înmulţire nu toate elementele inelului au simetric (numit invers). Se poate deduce cu uşurinţă că elementul nul al inelului nu are invers. De aici rezultă că într-un inel unele elemente sunt inversabile, iar altele nu. Elementele inversabile ale unui inel se numesc unităţile inelului. Este uşor de demonstrat că mulţimea unităţilor unui inel A, mulţime notată A* este grup faţă de operaţia de înmulţire a inelului, numit grupul unităţilor inelului. 


De exemplu, în inelul numerelor întregi, grupul unităţilor este format numai din două elemente: ±1. În inelele 
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 grupul unităţilor se obţine eliminând elementul nul. În inelul necomutativ 
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 grupul 
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 al unităţilor este constituit din mulţimea matricelor care au determinantul nenul.


III. În cazul când grupul unităţilor inelului A este format din toate elementele nenule ale inelului, atunci inelul se numeşte corp. De exemplu, inelele 
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 sunt corpuri, iar inelele Z şi 
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 nu sunt corpuri.

7.2 Inelul claselor de resturi modulo n

7.2.1 Congruenţa modulo n 


Pentru fiecare număr întreg x notăm 
[image: image19.emf]x
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 mulţimea tuturor numerelor întregi care dau acelaşi rest la împărţirea cu numărul natural nenul n. Această mulţime se numeşte clasa de congruenţă modulo n a lui x. 


Evident că oricare două astfel de clase sunt disjuncte, adică n-au nici un element în comun. Pe de altă parte, reuniunea tuturor claselor de congruenţă modulo n este egală cu întreaga mulţime 
[image: image20.wmf]Z

 a numerelor întregi. Cu alte cuvinte, mulţimea 
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 este împărţită în n clase de congruenţă, corespunzătoare celor n resturi care se pot obţine la împărţirea cu numărul natural n. 


Notăm 
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 mulţimea care are ca elemente aceste clase. Mulţimea 
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 are deci n elemente.

EXEMPLE


I. Pentru 
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, mulţimea 
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 se împarte în două clase: clasa numerelor pare (care dau restul zero la împărţirea cu 2) şi clasa numerelor impare (care dau restul unu la împărţirea cu 2). 


II. Pentru 
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 toate numerele întregi sunt congruente, deci ele se constituie într-o singură clasă.


Două numere întregi, x şi y, care se află în aceeaşi clasă de congruenţă modulo n se spune că sunt congruente modulo n. Această relaţie se exprimă în felul următor: 
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. Se poate deduce cu uşurinţă că:
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OBSERVAŢIE


Relaţia de congruenţă exprimată sub forma (2.1) are sens şi pentru 
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. De remarcat că relaţia de congruenţă modulo zero este relaţia de egalitate, deoarece numărul zero îl divide numai pe zero. Două numere întregi sunt congruente modulo zero dacă şi numai dacă ele sunt egale.


În cazul 
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 toate numerele întregi sunt congruente, deoarece numărul unu divide orice număr întreg. La antipod se află cazul 
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 în care nu există două numere congruente distincte, deoarece singurul număr care este divizibil cu zero este zero însuşi.


Orice element al unei clase este numit reprezentant al clasei respective sau că reprezintă acea clasă. De exemplu, pentru 
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, orice număr par reprezintă clasa numerelor pare, în timp ce orice număr impar reprezintă clasa numerelor impare.

În general se preferă să facem o alegere a câte unui reprezentant din fiecare clasă. O astfel de alegere defineşte ceea ce numim un sistem complet de resturi modulo n. Cea mai des folosită modalitate de alegere este să se ia ca reprezentant al unei clase, restul pe care-l dau toate numerele acelei clase la împărţirea cu numărul natural n. Deoarece acest rest poate fi orice număr cuprins între zero şi n – 1, înseamnă că un sistem complet de resturi este mulţimea constituită de numerele: 0, 1, 2,…, n – 1.

Cu această alegere mulţimea 
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 se poate reprezenta astfel:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image35.wmf]{
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Elementele lui 
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 se pot identifica astfel: 
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Uneori se preferă ca să se ia n ca reprezentant al clasei multiplilor lui n, adică al clasei numerelor care dau restul zero la împărţirea cu n, caz în care mulţimea 
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 se poate reprezenta astfel:
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Sistemul complet de resturi este atunci mulţimea formată din numerele:
1, 2,…, n.

7.2.2 Adunarea şi înmulţirea claselor de congruenţă modulo n


Clasele se pot aduna după următoarea regulă:
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Să observăm că adunarea claselor, deşi se efectuează cu ajutorul unor reprezentanţi ai celor două clase, clasa care se obţine ca rezultat nu depinde de reprezentanţii aleşi în cele două clase. Într-adevăr, 
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La fel se efectuează operaţia de înmulţire a claselor:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image44.emf]xyxy


=




xyxy



.

Este uşor de verificat că aceste două operaţii definite pe mulţimea 
[image: image45.wmf]n
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 îndeplinesc condiţiile prevăzute în definiţia inelului comutativ.

TEOREMĂ


Grupul 
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 al unităţilor inelului 
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 este constituit din clasele reprezentate de numere prime cu n.

DEMONSTRAŢIE


Observăm mai întâi că dacă un reprezentant x al unei clase modulo n este prim cu n, adică (x,n) = 1, atunci toate numerele din acea clasă sunt prime cu n. Într-adevăr, dacă y se află în aceeaşi clasă cu x, atunci diferenţa 
[image: image48.wmf]yx
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 este divizibilă cu n. Dacă y nu ar fi prim cu n, atunci ar avea un factor comun propriu, să zicem d, cu n. Numărul d va divide atunci şi pe x, adică x şi n ar avea un factor comun propriu şi deci x nu ar mai fi prim cu n.


Dacă x este prim cu n, adică (x,n) = 1, atunci o proprietate a celui mai mare divizor comun ne asigură că există două numere întregi u şi v astfel că:
1 = (x,n) = ux + vn, deci:
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,
adică x reprezintă o clasă inversabilă.


Reciproc, dacă x reprezintă o clasă inversabilă, atunci există un număr întreg u astfel încât produsul ux este congruent cu 1, adică n divide diferenţa
ux – 1. Dacă x ar avea un divizor propriu d comun cu n, atunci acesta ar divide atât pe x, cât şi diferenţa ux – 1 (care este multiplu al lui n) şi deci divide şi pe 1, ceea ce contrazice definiţia divizorului propriu.

7.3 Subgrupuri, grupuri ciclice, teorema lui Lagrange

7.3.1 Definiţii


În definiţiile şi faptele elementare de teoria grupurilor pe care le vom prezenta în cele ce urmează vom folosi notaţia multiplicativă în grupul G.

DEFINIŢIE


Se numeşte subgrup al grupului G o submulţime nevidă 
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 având următoarele proprietăţi:
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Prima condiţie din definiţia subgrupului exprimă faptul că submulţimea H este o parte stabilă a lui G, faţă de operaţia internă a grupului G. Pe baza acesteia putem considera că operaţia grupului G este o operaţie internă pe submulţimea H, numită şi operaţia indusă pe H de operaţia lui G. Evident că operaţia indusă pe H este şi ea asociativă, ca şi operaţia considerată pe întreaga mulţime G. În plus, dacă grupul G este comutativ, atunci şi operaţia indusă pe H este comutativă.


Pentru ca submulţimea H, cu operaţia indusă să fie grup trebuie să fie îndeplinite celelalte două condiţii: să aibă element neutru şi fiecare element din H să aibă inversul tot în H. Aceste condiţii nu sunt obligatoriu îndeplinite numai pe baza ipotezei că H este parte stabilă. De exemplu, mulţimea 
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 a numerelor naturale nenule este o parte stabilă a grupului aditiv (Z,+) al numerelor întregi, dar nu îndeplineşte cele două condiţii menţionate ale structurii de grup. Deşi mulţimea (Z,+) are element neutru, acesta neaflându-se în submulţimea 
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, proprietatea elementului neutru nu este îndeplinită pentru operaţia indusă pe 
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Mulţimea 
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 a tuturor numerelor naturale (inclusiv zero) este iarăşi parte stabilă şi de data asta are element neutru, deoarece numărul zero se află în această mulţime. Dar proprietatea elementului simetric nu este îndeplinită deoarece, deşi fiecare element din 
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 are un opus în (Z,+), în general acesta nu se află în 
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. Singurul element din 
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 care are opusul tot în 
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 este zero.


Condiţia a doua din definiţia subgrupului exprimă faptul că pentru orice element din H, inversul său se află tot în H, adică se îndeplineşte proprietatea elementului simetric. În plus, această condiţie asigură şi existenţa elementului neutru: luând în prima condiţie 
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Aşadar, un subgrup este o submulţime nevidă a grupului G, care faţă de operaţia indusă este grup.

7.3.2 Teorema lui Lagrange


Dacă H este subgrup al grupului G, m=|H|, n=|G|, atunci m|n.

DEMONSTRAŢIE


Pentru orice element x al grupului G considerăm mulţimea 
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. Deoarece elementul neutru e al grupului se află în H, rezultă că x însuşi se află în această mulţime, deoarece 
[image: image63.wmf]xxe
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, deci reuniunea mulţimilor xH dă întreaga mulţime G.


Submulţimile xH au următoarele două proprietăţi:



I) pentru orice element x din G mulţimea xH are m elemente.
Într-adevăr, în mulţimea H se află m elemente şi dacă 
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 atunci, compunând la stânga ambii membri ai acestei egalităţi cu inversul lui G, se obţine 
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II) dacă submulţimile xH şi yH au un element în comun, atunci aceste submulţimi coincid. Într-adevăr, 
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. Dacă u este un element oarecare al mulţimii xH, atunci: 
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, deci 
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. La fel se demonstrează şi incluziunea inversă. Aşadar, submulţimile xH sau sunt disjuncte sau coincid.


Prin urmare, mulţimea G, având n elemente, este împărţită în clase disjuncte, toate având acelaşi număr de elemente, şi anume: m elemente, ca şi H. Dacă i este numărul acestor clase, atunci n = mi, de unde rezultă m|n.

QED

7.3.3 Ordinul unui element


Pentru un element oarecare a al grupului finit G notăm:
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Deoarece grupul G este finit, elementele acestei mulţimi nu pot fi toate distincte, deci există i > j, astfel încât 
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Fie 
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. Acest număr natural se numeşte ordinul elementului a şi-l notăm ord(a). Folosind acest număr putem descrie mai precis submulţimea [a], şi anume: 
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. Se poate deduce cu uşurinţă faptul că cele m elemente menţionate ale acestei submulţimi sunt distincte, din cauza minimalităţii lui m şi că puterile lui a, mai mari decât m, se regăsesc printre acestea. Deci, submulţimea [a] are m elemente.


În plus, această submulţime satisface condiţiile din definiţia subgrupului. Într-adevăr, compunerea elementelor din [a] se efectuează prin adunarea
modulo m a exponenţilor, deci submulţimea [a] este o parte stabilă a lui G faţă de operaţia grupului. Pe de altă parte, observăm că pentru un element 
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, deci este îndeplinită şi a doua condiţie din definiţia subgrupului.


Subgrupul [a] se numeşte subgrupul generat de elementul a. Ordinul acestui subgrup este tocmai ordinul elementului a. 


Din teorema lui Lagrange rezultă: Ordinul oricărui element al grupului divide ordinul grupului.

7.3.4 Grupuri ciclice

DEFINIŢIE


Se numeşte grup ciclic un grup G în care există un element g astfel încât [g] = G. Elementul g se numeşte generator al grupului G.
EXEMPLE



I. Pentru orice număr natural n grupul (Zn,+) este ciclic. Într-adevăr, putem considera ca generator clasa reprezentată de numărul întreg 1, deoarece orice clasă modulo n se obţine prin compunerea (în sensul operaţiei de adunare) clasei lui 1 cu ea însăşi de un număr de ori. Evident, compunând de n ori această clasă cu ea însăşi, se obţine elementul nul al grupului. Deci [1] = Zn.



II. Tot pentru orice număr natural n mulţimea Un a rădăcinilor complexe ale ecuaţiei zn = 1 formează un grup ciclic faţă de operaţia de înmulţire a numerelor complexe. Într-adevăr, notând 
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, acest număr complex este rădăcină a ecuaţiei zn = 1 şi toate cele n rădăcini ale acestei ecuaţii sunt numerele: 
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, prin urmare 
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OBSERVAŢIE


Se observă că aceste două grupuri, având acelaşi număr de elemente, diferă numai prin modul cum sunt notate elementele lor (la primul elementele sunt: 
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, iar la al doilea elementele sunt: 
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) şi prin modul cum este notată operaţia (primul este grup aditiv, iar al doilea este multiplicativ). Modul cum se compun elementele este acelaşi în cele două grupuri. Într-adevăr, în grupul 
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 elementele 
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 se compun prin adunarea modulo n a exponenţilor, iar în grupul 
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 elementele 
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se compun tot prin adunarea modulo n a numerelor k.

Acest lucru se confirmă în cazul general.

TEOREMĂ

Două grupuri ciclice de acelaşi ordin sunt izomorfe.

DEMONSTRAŢIE


Fie G şi H două grupuri ciclice de acelaşi ordin n. Pentru simplitatea demonstraţiei vom folosi notaţia multiplicativă în cele două grupuri. Dacă g este generatorul grupului ciclic G şi h al lui H, atunci:
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unde am notat e, 
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 elementul neutru din G, respectiv H. Evident, compunerea în ambele grupuri se face prin adunarea modulo n a exponenţilor.


Fie funcţia 
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. Evident, funcţia f este bijectivă. Ea este şi morfism: 
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 unde k = (i+j) (mod.n).

QED

CONSECINŢĂ


Dacă ordinul unui grup G este un număr prim p, atunci G este izomorf cu grupul ciclic Zp. Într-adevăr, dacă a este un element al lui G diferit de elementul neutru, atunci ordinul lui a fiind diferit de unu şi fiind divizor al numărului prim p trebuie să fie egal cu p, adică G este grup ciclic având ca generator pe a. Din teorema precedentă grupul G fiind ciclic de ordinul p, este izomorf cu Zp.

7.3.5 Generatorii unui grup ciclic de ordinul n

TEOREMĂ


Fie G un grup ciclic de ordinul n notat multiplicativ şi g un generator al său. Atunci ordinul elementului 
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 să fie generator al grupului G, adică 
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, este ca numărul k să fie prim cu n.
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Demonstrăm mai întâi teorema pentru cazul când (k,n) = k, adică numărul k este un divizor al lui n. Notăm cu m câtul împărţirii lui n la k, adică n = mk. Din definiţia ordinului unui element rezultă că ordinul lui 
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sunt distincte, elementul g fiind un generator al grupului G. 

În cazul general, notând 
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Pe de altă parte, o proprietate a celui mai mare divizor comun asigură că există numerele întregi u şi v astfel încât 
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Aşadar elementele 
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 generează acelaşi subgrup, deci au acelaşi ordin. Dar, deoarece d este un divizor al lui n, ordinul lui 
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QED.

7.4 Produsul direct de grupuri şi produsul direct
de inele

Fiind date două grupuri G şi H, amândouă notate moltiplicativ, cu elementul neutru e, respectiv 
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, pe mulţimea 
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 numită produsul cartezian al mulţimilor G şi H se consideră operaţia «pe componente», şi anume: 
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Este uşor de verificat că această operaţie definită pe produsul cartezian îndeplineşte proprietăţile structurii de grup. Acest grup se numeşte produsul direct al celor două grupuri. Elementul neutru al produsului direct este perechea 
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 şi inversa perechii (x,h) este perechea 
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. Dacă grupurile G şi H sunt comutative, respectiv finite, atunci produsul lor direct este comutativ, respectiv finit.

Acelaşi lucru este valabil în cazul a două inele A şi B. Notând aditiv şi multiplicativ operaţiile în cele două inele, pe produsul cartezian 
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 se consideră operaţiile de adunare şi de înmulţire pe componente, adică: 
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 îndeplinesc proprietăţile structurii de inel. Elementul neutru al înmulţirii din 
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 este perechea (1,1) unde am notat cu 1 atât elementul neutru al lui A, cât şi cel al lui B.

TEOREMĂ

Grupul unităţilor lui 
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 este produsul direct dintre grupul unităţilor lui A şi grupul unităţilor lui B, adică: 
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Dacă 
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Reciproc, dacă 
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QED

7.5 Teorema chineză

Dacă (m,n) = 1, atunci funcţia:
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în care x este un număr întreg oarecare, iar 
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 reprezintă clasa lui x modulo mn, m, n, respectiv, este un izomorfism de inele.
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Să observăm mai întâi că funcţia  f este corect definită, în sensul că deşi ea operează cu un reprezentant modulo mn al unei clase, anume numărul întreg x, perechea 
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 nu se schimbă dacă se înlocuieşte x cu un alt număr y aflat în aceeaşi clasă modulo mn ca şi x. Într-adevăr,


[image: image143.wmf]()(),()

,(,)(,)

mnmn

mmnnmnmn

yxmnxymxynxy

xyxyxxyy

=Þ-Þ--Þ

Þ==Þ=


Funcţia  f  astfel definită este un morfism de inele. Într-adevăr,
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De remarcat că până în acest stadiu al demonstraţiei nu s-a folosit faptul că numerele m şi n sunt prime între ele. Este nevoie de această ipoteză pentru a arăta că funcţia  f  este bijectivă. 

De fapt, domeniul şi codomeniul funcţiei  f  fiind mulţimi finite cu acelaşi număr de elemente, şi anume mn, este suficient să se demonstreze numai injectivitatea. 

Dar funcţia  f  este injectivă:
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QED

OBSERVAŢIE

Inversarea funcţiei f înseamnă rezolvarea sistemului de ecuaţii în x
(număr întreg) cu parametrii întregi a şi b:
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Acest sistem de congruenţe are soluţii oricare ar fi numerele întregi a şi b dacă şi numai dacă numerele m şi n sunt prime între ele. Într-adevăr, numai în acest caz funcţia f fiind surjectivă, dat fiind un element oarecare 
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 există (şi este unică) o clasă modulo mn, reprezentată de un număr întreg x, astfel încât: 
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Soluţia sistemului se obţine folosind nişte numere u şi v care îndeplinesc condiţia: um + vn = (m,n) = 1, din care rezultă: 1m = (um + vn)m = (vn)m şi
1n = (um + vn)n = (um)n. Pentru x = avn + bum avem:
xm = (avn + bum)m = (avn)m = am(vn)m = am1m = am
şi
xn = (avn + bum)n = (bum)n = bn(um)n = bn1n = bn .
7.6 Caracteristica lui Euler

7.6.1 Definiţii

DEFINIŢIE

Se numeşte caracteristica lui Euler numărul, notat φ(n), al claselor modulo n reprezentate de numere prime cu n. Am demonstrat că dacă un reprezentant al unei clase modulo n este un număr prim cu n, atunci toţi reprezentanţii acelei clase sunt numere prime cu n. De aceea putem vorbi de clase prime cu n. 

EXEMPLE

I. Dacă n = p este un număr prim, atunci dintre numerele 1, 2,…, p singurul care nu este prim cu p este însuşi p. Deci, φ(p) = p – 1.

II. Dacă 
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 în care p este număr prim, atunci numerele cuprinse între unu şi n care nu sunt prime cu n sunt multiplii lui p, şi anume: p, 2p, 3p,…, 
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III. Dacă 
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 este descompunerea lui n în produs de puteri de factori primi distincţi, atunci:
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Într-adevăr, din teorema chineză rezultă că 
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. Pe de altă parte, am remarcat mai sus că 
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7.6.2 Proprietăţi ale caracteristicei lui Euler

I. Ordinul grupului unităţilor inelului 
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 este egal cu 
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Într-adevăr, elementele inversabile ale inelului 
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 sunt clase reprezentate de numere prime cu n, iar numărul acestor clase este, prin definiţie, 
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II. 
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 este numărul generatorilor unui grup ciclic de ordinul n.

Într-adevăr, dacă G este un grup ciclic de ordinul n având ca generator elementul g, atunci elementele care generează grupul sunt cele de forma 
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 în care 1 ≤ m ≤ n şi (m,n) = 1. Numărul acestora este 
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III. Dacă G este un grup ciclic de ordinul n, atunci acest grup are elemente de ordinul d numai dacă d este un divizor al lui n. În acest caz elementele de ordinul d sunt elementele de forma 
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, în care 1 ≤ m ≤ d şi (m,d) = 1. Numărul acestora este 
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Într-adevăr, din teorema lui Lagrange, ordinul unui element al unui grup finit divide ordinul grupului. Deci, grupul G nu poate avea elemente de ordinul d decât dacă d este divizor al lui n.
Pe de altă parte, dacă d este un divizor al lui n, atunci rezultă că 
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1 ≤ h ≤ n are ordinul d dacă şi numai dacă 
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1 ≤ m ≤ d şi (m,d) = 1.

IV. Pentru orice număr natural n este adevărată egalitatea:
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Într-adevăr, dacă n este ordinul unui grup ciclic, atunci elementele sale se grupează după ordinele lor, care sunt divizori ai lui n. Pentru fiecare divizor d al lui n, numărul elementelor de ordinul d este 
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7.6.3 Reciproca teoremei chineze

Teorema chineză afirmă că dacă numerele naturale m şi n sunt prime între ele, atunci grupul 
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 este izomorf cu 
[image: image180.wmf]mn

Z

 şi deci este ciclic.

Vom arăta că este valabilă şi reciproca acestei teoreme, în sensul că 
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 este izomorf cu 
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 numai în cazul când m şi n sunt prime între ele.
Ca urmare, grupul 
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 este ciclic dacă şi numai dacă m şi n sunt prime
între ele.
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Dacă numerele naturale m şi n nu sunt prime între ele, atunci grupul 
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 nu este ciclic şi deci nu este izomorf cu 
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Fie p un număr prim care divide atât pe m, cât şi pe n şi fie 
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 câturile respective, adică: 
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 reprezintă un element de ordinul p din grupul aditiv 
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Analog, numerele 
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Dar dacă 
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 ar fi un grup ciclic, atunci pentru divizorul p al ordinului acestui grup am avea numai 
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QED

7.7 Teoremele Fermat, Euler, Wilson

TEOREMA FERMAT

Dacă p este număr prim, atunci pentru orice număr întreg x avem:
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Grupul 
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 şi deci ordinul oricărui element al grupului divide 
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 dă ca rezultat clasa unitate, aceasta fiind clasa lui unu. Rezultă că pentru orice număr întreg nedivizibil cu p este adevărată congruenţa: 
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Înmulţind această congruenţă cu numărul oarecare x (care poate fi şi multiplu de p) se obţine relaţia din enunţ.

QED

TEOREMA EULER

Dacă (m,n) = 1, atunci 
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Ordinul grupului 
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, ca urmare, orice element al grupului, ridicat la puterea 
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 dă elementul neutru al grupului. Elementele grupului sunt reprezentate de numerele m care sunt prime cu n.

QED

TEOREMA WILSON

Dacă p este un număr prim, atunci 
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Teorema se verifică lesne pentru p = 2. Putem deci considera că p este un număr prim impar.
Elementele grupului 
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 sunt reprezentate de numerele: 1, 2, 3,…, p – 1 dintre care numai primul şi ultimul element este propriul său invers, deoarece în corpul 
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 nu poate avea mai mult de două rădăcini. Prin urmare, celelalte clase, în număr de p – 3 (care este par), sunt grupate două câte două, inverse una alteia, deci produsul acestora dă elementul unitate al grupului 
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, reprezentat de numărul unu. Deci produsul 
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modulo p se reduce la produsul dintre primul şi ultimul factor, care produs este congruent cu
–1 modulo p.
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