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MODULUL 8

STRUCTURA GRUPURILOR ABELIENE FINITE
8.1.Grupul factor; morfisme de grupuri
8.2.Sume directe de subgrupuri
8.3.Grupuri abeliene de ordinul pn
8.1 Grupul factor; morfisme de grupuri

Am remarcat că procedura prin care grupul aditiv al numerelor întregi Z este împărţit în clase de congruenţă modulo n se poate aplica unui grup abelian oarecare folosind un subgrup al său. În cazul grupurilor finite această împărţire în clase de congruenţă în raport cu un subgrup a condus, printre altele, la teorema lui Lagrange.

Ne vom ocupa în continuare de structura de grup a mulţimii claselor de congruenţă ale unui grup abelian în raport cu un subgrup al său.

8.1.1 Grupul factor

Fie A un grup abelian, notat aditiv, şi B un subgrup al său. Relaţia de congruenţă modulo B între elementele lui A se defineşte astfel:
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.
Se notează A/B mulţimea claselor de echivalenţă corespunzătoare acestei relaţii. Clasa în care se află elementul x al grupului se notează 
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 şi se defineşte astfel:
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.
Oricare din elementele clasei lui x se numeşte reprezentant al acestei clase. Dacă y este unul dintre aceştia, atunci x = y(mod.B) şi y + B = x + B.

În cazul când A este grupul aditiv Z al numerelor întregi, iar B este subgrupul nZ al multiplilor numărului natural n, congruenţa modulo B este tocmai congruenţa modulo n. Mulţimea claselor Z/nZ a fost notată 
[image: image4.wmf]n
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.
La fel cum se adună clasele modulo n se pot aduna şi clasele lui A modulo B, adică elementele lui A/B:
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Deşi clasa sumă se obţine cu ajutorul unor reprezentanţi ai celor două clase rezultatul nu se schimbă dacă se folosesc alţi reprezentanţi din cele două clase. În plus, la fel ca şi în cazul adunării din 
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, adunarea definită pe mulţimea A/B a claselor modulo B îndeplineşte proprietăţile grupului abelian. Elementul neutru este clasa lui θ, constituită din elementele subgrupului B. Clasa opusă clasei reprezentate de x este clasa reprezentată de opusul –x al lui x.

Grupul astfel definit, A/B, se numeşte grupul factor al lui A prin subgrupul B. Dacă grupul A este finit, având n elemente, iar B are m elemente, atunci m este un divizor al lui n şi numărul claselor modulo B este câtul m/n. Deci ordinul grupului grupul factor este m/n.

Funcţia 
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este evident surjectivă şi este un morfism. Acest morfism surjectiv se numeşte surjecţia canonică definită de subgrupul B.

8.1.2 Morfisme de grupuri

Fie acum 
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 un morfism de grupuri abeliene finite. Este uşor de verificat că mulţimea 
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este subgrup al lui A, iar mulţimea 
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este subgrup al lui 
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. Primul se numeşte nucleul lui f, iar celălalt se numeşte imaginea lui f.
Aceste subgrupuri determină calitatea lui f de a fi injectiv (monomorfism), surjectiv (epimorfism) sau bijectiv (izomorfism) în felul următor:
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TEOREMĂ

Grupul factor A/Ker f este izomorf cu Im f. În particular, dacă f este epimorfism, atunci G/Ker f este izomorf cu 
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DEMONSTRAŢIE

Considerăm funcţia:
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Deşi imaginea prin φ a unei clase de congruenţe modulo B se defineşte folosind un reprezentant x al acestei clase, rezultatul nu se schimbă dacă se foloseşte un alt reprezentant. Într-adevăr, 
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Funcţia φ este un morfism:
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Funcţia φ este surjectivă, deoarece din definiţia mulţimii Im f, un element din această mulţime este de forma 
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 pentru un x din A. Dar din definiţia lui φ imaginea prin φ a clasei lui x este tocmai 
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Funcţia φ este monomorfism:
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,
unde am notat tot θ elementul neutru al grupului factor A/Ker f. Q.E.D.

8.2 Sume directe de subgrupuri

Fie a un element al grupului abelian finit A, notat aditiv, şi n un număr întreg oarecare. Dacă n este strict pozitiv, atunci notăm na rezultatul compunerii (adunării) lui a cu el însuşi de n ori. Dacă n este strict negativ, atunci na este rezultatul compunerii lui –a cu el însuşi de –n ori. În plus, 0a înseamnă elementul neutru θ al grupului A.

Cu aceste notaţii, dacă numărul natural nenul n îndeplineşte condiţia 
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, spunem că n este anulator al elementului a. Evident, ordinul lui a, care este cel mai mic anulator al lui a, divide orice anulator.

Anulatorul unei submulţimi a lui A înseamnă un număr care este anulator pentru toate elementele submulţimii. De exemplu, ordinul grupului finit A este anulator al lui A.

Dacă A1, A2,…, Ar sunt subgrupuri ale lui A, atunci spunem că A este suma directă a acestor subgrupuri şi scriem: 
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, dacă orice element a al lui A se scrie în mod unic sub forma: 
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Unicitatea înseamnă că
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Evident că această condiţie este echivalentă cu unicitatea scrierii lui θ sub forma respectivă, în sensul că
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EXEMPLU

Dacă 
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 este produsul cartezian a două grupuri 
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acestea sunt subgrupuri ale lui A izomorfe cu 
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Exemplul prezentat se poate generaliza în sensul propoziţiei care urmează.

PROPOZIŢIE

Fie A1, A2,…, Ar subgrupuri ale grupului A şi fie 
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. Grupul A este sumă directă a subgrupurilor A1, A2,…, Ar (
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) dacă şi numai dacă funcţia 
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 este izomorfism.

DEMONSTRAŢIE

Evident că funcţia φ este un morfism. Surjectivitatea lui φ înseamnă că fiecare element din A se poate scrie ca o sumă de r termeni, câte unul din fiecare din cele r subgrupuri. Injectivitatea lui φ este echivalentă cu unicitatea acestei scrieri. QED.

TEOREMA 1

Fie A un grup abelian de ordinul n şi 
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 descompunerea în factori primi a lui n. În aceste condiţii, pentru orice i = 1, 2,…, r mulţimea Ai formată din elementele lui A care au drept ordin o putere a lui pi este subgrup al lui A. În plus, 
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DEMONSTRAŢIE

Fie 
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, deci Ai este un subgrup.

A doua afirmaţie o demonstrăm prin inducţie după numărul r de factori primi ai ordinului grupului. Evident, teorema este adevărată pentru r = 1.
Presupunând-o adevărată pentru grupuri care au ordinul divizibil prin cel mult r – 1 factori primi distincţi, să notăm: 
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Deoarece 
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 rezultă că există numerele întregi u şi v astfel că 
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. Notăm A1 submulţimea elementelor lui A care au ca anulator pe n1. Se verifică la fel ca mai sus că A1 este subgrup al lui A. Analog, A2. 
Orice element x din A se scrie astfel:
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Dar 
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. La fel se arată că x2 se află în A1. Deci, orice element x din A se poate scrie ca o sumă de termeni, unul din A1, iar celălalt din A2. Această scriere este unică, deoarece dacă 
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deoarece n1 este anulator pentru x1 şi n2 pentru x2. Rezultă şi 
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Prin urmare, 
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, în care A1 are ca ordin pe n1 divizibil prin cel mult r – 1 factori primi distincţi. Deci, A1 se descompune în sumă directă de
r – 1 subgrupuri, fiecare având ca anulator o putere a unuia dintre numerele prime p1, p2,…, pr.
QED

OBSERVAŢIE

Dacă un grup este ciclic, atunci cel mai mic anulator al grupului este ordinul său. Dacă subgrupurile A1, A2,…, Ar sunt ciclice atunci, din teorema chineză, rezultă că şi suma lor directă (izomorfă cu produsul direct) este ciclic. În general însă, aceste subgrupuri nu sunt ciclice.

8.3 Grupuri abeliene de ordinul pm
TEOREMĂ

Orice grup de ordinul 
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 este o sumă directă de subgrupuri ciclice, toate având ca ordine diverse puteri ale lui p, anume:
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Descompunerea este unică dacă r1 ≥ r2 ≥ … ≥ rs.

DEMONSTRAŢIE

Demonstrăm teorema prin inducţie după ordinul grupului A. 

Fie x1 un element de ordin maxim 
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. Grupul factor 
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 va avea ordinul strict mai mic decât al lui A şi deci acesta se descompune în sumă directă de subgrupuri ciclice:
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,
în care generatorii au respectiv ordinele r2 ≥ r3 ≥ … ≥ rs.
Pentru fiecare i = 2, 3,…, s vom găsi un reprezentant al clasei lui 
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 de ordinul 
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Faptul că ordinul lui 
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, adică există un număr natural k astfel încât 
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, deoarece 
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 în care p nu este divizibil cu p. Evident, r ≤ r1.

Ordinul lui tx1 este egal cu ordinul lui 
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. Deci, ordinul lui 
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. Dar din maximalitatea lui r1 rezultă ri + r1 – r ≤ r1, adică r – ri ≥ 0.
Relaţia 
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 de unde rezultă că ordinul lui 
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 nu poate depăşi ordinul clasei sale modulo [x1], care este 
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Putem deci presupune că ordinul lui 
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Pentru orice element x din A avem:
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în care se poate lua 
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Rămâne să arătăm că scrierea lui x este unică. Dar dacă avem 
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EXEMPLU

Orice grup de ordinul 8 = 23 este izomorf cu unul din următoarele trei grupuri:
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din care numai primul este ciclic.
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