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MODULUL 9

GRUPUL UNITĂŢILOR INELULUI 
[image: image1.wmf]n

Z


9.1.Cazul când modulul n este număr prim
9.2.Cazul când n este puterea unui număr prim
9.3.Cazul general
9.4.Generatori ai unui grup ciclic
În acest capitol dăm răspuns la următoarea întrebare: pentru care valori ale lui n grupul 
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 al unităţilor inelului 
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 este un grup ciclic.

9.1 Cazul când modulul n este număr prim

TEOREMĂ

Pentru orice număr prim p grupul 
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 este ciclic.
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Grupul 
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 elemente şi deci ordinele elementelor grupului sunt divizori ai lui 
[image: image7.wmf]1

p

-

. Fie d un astfel de divizor. Elementele de ordinul d sunt rădăcini ale polinomului 
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În cazul când există un element de ordinul d, fie acesta x, atunci rădăcinile polinomului 
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 fiind printre aceste puteri, rezultă că: dacă există un element de ordinul d, atunci numărul acestora este 
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Deci pentru fiecare divizor d al lui 
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Deoarece 
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În particular, pentru 
[image: image24.wmf]1

dp

=-

, 
[image: image25.wmf](1)(1)

opp

-=j-

 care fiind nenul, există cel puţin un element de ordinul 
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QED

9.2 Cazul când n este puterea unui număr prim

9.2.1 Subcazul când p este impar

În continuare vom extinde rezultatul la valorile lui n de forma: 
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 în care r este un număr natural oarecare, iar p este un număr prim impar, adică diferit de 2.

Vom începe cu unele fapte de analiză combinatorie.

LEMA

Puterea maximă a numărului prim p care divide produsul k! este:
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în care parantezele drepte indică partea întreagă a numărului cuprins între ele.

DEMONSTRAŢIE

În produsul k! numărul factorilor multipli ai lui p este partea întreagă a câtului lui k prin p. Când calculăm puterea lui p cuprinsă în k! trebuie să adăugăm numărul factorilor divizibili cu p2, care este partea întreagă a câtului dintre k şi p2 etc.

QED

LEMA

Oricare ar fi numărul prim impar p şi numărul natural k ≥ 2 avem:
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QED

TEOREMĂ

Pentru orice număr natural r şi număr prim impar p grupul 
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DEMONSTRAŢIE

Deoarece grupul 
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. Considerăm două cazuri: dacă t nu este divizibil prin p, atunci luăm y = x; dacă t este divizibil prin p, adică 
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, atunci luăm 
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. Evident că în acest din urmă caz numărul y se află în aceeaşi clasă modulo p ca şi x, deci clasa sa generează grupul 
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în care s nu este divizibil prin p. Ca urmare,
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,
unde h nu este divizibil cu p, deoarece p nu este multiplu de p. Aşadar în ambele cazuri există un număr y a cărui clasă modulo p generează grupul 
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 în care h nu este divizibil cu p.
Vom arăta că numărul y modulo pr generează grupul 
[image: image43.wmf]*

Z

r

p

. Fie m un număr natural astfel că 
[image: image44.wmf](

)

1mod 

mr

yp

=

, adică pr divide diferenţa 
[image: image45.wmf]1

m

y

-

. Rezultă atunci că şi p divide această diferenţă, adică 
[image: image46.wmf](

)

1mod 

m

yp

=

 şi deoarece clasa lui y generează grupul ciclic 
[image: image47.wmf]*

Z

p

, care are ordinul 
[image: image48.wmf]1

p

-

 înseamnă că 
[image: image49.wmf]1

p

-

 divide m, adică 
[image: image50.wmf](1)

mpl

=-

. Prin urmare:


[image: image51.emf](


)


(1)1222


3


(1)1


l


l


mplplkkk


ll


k


yyyhplhpChpChp


--


=


===+=+×++


å




 

(1)1222

3

(1)1

l

l

mplplkkk

ll

k

yyyhplhpChpChp









.
În această dezvoltare termenul al doilea conţine factorii l şi p, iar al treilea conţine factorii l şi p2. Deoarece h nu este divizibil prin p înseamnă că al treilea termen conţine o putere strict mai mare a lui p decât al doilea. Aceeaşi proprietate o au şi termenii următori, deoarece:
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de unde se vede că pentru k ≥ 3 acest termen conţine factorul l, iar din lema precedentă puterea lui p care divide fracţia 
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. Acest exponent fiind număr întreg este deci cel puţin egal cu doi.

Rezultă că diferenţa 
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 care este divizibilă prin pr are un termen care conţine o putere a lui p strict mai mică decât toţi ceilalţi. Prin urmare, acest termen trebuie să fie divizibil cu pr şi deci l este divizibil prin 
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CONSECINŢĂ

Dacă 
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 în care p este număr prim impar, atunci grupul 
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Într-adevăr, grupul 
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9.2.2 Subcazul p = 2

Pentru r = 1 şi pentru r = 2 acest grup este ciclic. Vom arăta că pentru
r ≥ 3 acest grup nu este ciclic. 

TEOREMĂ

Dacă r ≥ 3, atunci:

I. Toate elementele grupului 
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II. Subgrupul generat de clasa numărului 5 are ordinul 
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 şi este constituit din clasele modulo 2r reprezentate de numerele de forma 4k + 1.

DEMONSTRAŢIE

Orice element din grupul 
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ceea ce demonstrează prima afirmaţie.

Pentru a doua afirmaţie a teoremei, fie m un număr natural astfel că 5m = 1 modulo 2r, adică 2r divide diferenţa 5m – 1. În dezvoltarea:
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termenul al doilea conţine ca factor pe 2 la putere strict mai mică decât următorii. Ca urmare, pentru ca 5m – 1 să fie divizibil cu 2r este necesar ca m să fie divizibil cu 
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QED

9.3 Cazul general

TEOREMĂ

Grupul 
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 este ciclic numai dacă: n = 2, n = 4, n = pr, n = 2pr, în care p este un număr prim impar.
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S-a demonstrat mai înainte că 
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 este ciclic dacă n = pr sau n = 2pr în care p este număr prim impar şi că nu este ciclic dacă n = 2r; r ≥ 3.

Să arătăm că în toate celelalte cazuri grupul 
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Fie 
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descompunerea în factori primi a lui n, în care
k ≥ 2, iar dacă unul din factorii primi este 2, atunci exponentul său este strict mai mare ca unu. 

Deoarece 
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Din formula de calculare a caracteristicei lui Euler rezultă că ordinele celor două grupuri ce alcătuiesc produsul direct sunt numere pare, deci au ca factor comun pe 2. Din reciproca teoremei chineze rezultă că acest produs direct nu este un grup ciclic.

QED

9.4 Generatori ai unui grup ciclic

Când lucrăm cu un grup ciclic ne interesează să avem un generator al acestuia. Fie G un astfel de grup, notat multiplicativ, de ordinul n. 

Dacă se cunoaşte un generator g al grupului, atunci putem determina toţi generatorii grupului: sunt elementele de forma 
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, în care k este un număr natural mai mic decât n şi prim cu n. Numărul acestora este egal cu ordinul φ(n) al grupului unităţilor inelului 
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Dacă 
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 este proporţia generatorilor în mulţimea G, adică probabilitatea ca alegând la întâmplare un element al lui G, acesta să fie un generator. Se observă că această probabilitate nu depinde de exponenţii k1, k2,…, kr, ci numai de factorii primi distincţi p1, p2,…, pr ai lui n. 

În cazul când nu cunoaştem nici un generator al grupului şi vrem să obţinem unul, alegem la întâmplare un element al grupului şi verificăm dacă este un generator. Cu probabilitatea menţionată mai înainte el va fi un generator.

Pentru a verifica dacă un element x din G este generator ar trebui să calculăm puterile lui x până la puterea n – 1 şi să constatăm că nici una nu este egală cu elementul neutru al grupului. 

Ţinând seamă de teorema lui Lagrange, este suficient să verificăm acest lucru numai pentru acei exponenţi care sunt divizori proprii ai lui n, deoarece exponentul cel mai mic, e, pentru care 
[image: image87.wmf]e
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 este elementul neutru al grupului G este ordinul elementului x. 

Putem să reducem şi lista acestor exponenţi (constituită din divizorii proprii ai lui n) limitându-ne la cei maximali, adică 
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Într-adevăr, pentru orice divizor propriu d al lui n există cel puţin un indice
i = 1, 2,…, r pentru care 
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 nu divide pe d. Rezultă atunci că d divide pe di, care este cel mai mare divizor propriu al lui n care nu este divizibil prin 
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În concluzie, pentru a verifica dacă x este generator al grupului G, se calculează elementele: 
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 şi dacă toate aceste sunt diferite de elementul neutru al grupului G, atunci x este generator.

EXEMPLU. Grupul 
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 al unităţilor corpului claselor de resturi
modulo 29 are n = 28 = 22·7 elemente, iar divizorii proprii maximali ai lui n sunt: d1 = 4, d2 = 14.

Pentru a verifica dacă x = 2 modulo 29 este generator folosim algoritmul exponenţierii modulare, efectuând în acest scop ridicări succesive la pătrat:
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de unde rezultă: 
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, deci
x = 2 este generator.
Pentru x = 5 avem:
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de unde rezultă: 
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 şi deci
x = 5 nu este generator.
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