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UNIVERSITATEA TITU MAIORESCU, BUCURESTI
lfacultatea de Informatica
Invatamant la Distanta

ALGORITMICA GRAFURILOR

Algoritmica grafurilor este una din disciplinele de pregatire fundamentala care, pentru
profilul INFORMATICA, este impusa de catre Agentia Nationald pentru Asigurarea Calititii in
Invatamantul Superior (ARACIS) fiind esentiald pentru pregitirea studentilor si pentru depisirea
procedurilor de evaluare si acreditare. Modul de prezentare a acestui material are in vedere
particularitatile invatamantului la distanta, la care studiul individual este determinant. Pentru orice
nelamuriri fatd de acest material va rugdm sa contactati tutorele de disciplind care are datoria sa va
ajute oferindu-va toate explicatiile necesare.

Disciplina Algoritmica grafurilor isi propune urmatoarele obiective specifice:

Insusirea notiunilor fundamentale din domeniile teoriei grafurilor si combinatoricii.
Formarea deprinderilor de modelare matematici a unor probleme de naturd
informatica, tehnica sau economica, cu utilizarea cunostintelor insusite.

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele
fundamentale si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea aptitudinilor si deprinderilor de analizd logica, formulare
corectd si argumentare fundamentatd, in rezolvarea problemelor tehnico-economice si
de specialitate;

O comparatie criticad a metodelor de rezolvare evidentiind, eventual, calea optima de
solutionare.

Cunostintele si competentele dobandite de catre studenti prin insusirea continutului cursului
Algoritmica grafurilor sunt des folosite la disciplinele de specialitate care vor fi studiate in anii
urmatori, precum: Algoritmi §i structuri de date, Probabilitati si statistica matematica, Tehnici
avansate de programare, Retele de calculatoare, Administrarea retelelor de calculatoare, etc. O
neintelegere a notiunilor fundamentale prezentate in acest curs poate genera dificultati in asimilarea
conceptelor mai complexe ce vor fi introduse in aceste cursuri de specialitate.

Competentele specifice disciplinei Algoritmica grafurilor se pot clasifica astfel:

1. Competente instrumentale
e Capacitatea de a defini, distinge si identifica notiuni, elemente, principii, reguli,
relatii Tn modele teoretice ale teoriei grafurilor si Tn situatii teoretice ale altor
discipline, pentru care se pot adopta modele ale teoriei grafurilor.
e (Capacitatea de a identifica si solutiona probleme care se modeleaza cu ajutorul
algoritmilor specifici teoriei grafurilor, aplicand cunostintele si metodele actuale de
Competente studiu din acest domeniu.
generale e Cunostinte, priceperi, deprinderi, strategii de baza ale teoriei grafurilor necesare
integrarii sociale printr-o profesie din domeniul Informaticii si realizarii mobilitatii
profesionale specifice.

2. Competente interpersonale
e Capacitatea de a-si regla si armoniza repertoriul de comunicare (structuri
mentale capabile sa recepteze continuturi ale teoriei grafurilor, limbaj propriu
teoriei) cu cel al profesorului, al specialistului.
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Capacitatea de a propune, a specifica, a modifica, a dezvolta, a critica, structuri,
idei ale continuturilor Tn participarea la activitatile didactice si de cercetare.

e Capacitatea de evaluare si autoevaluare.

e Capacitatea de a colabora in solutionarea situatiilor problema.

e Abilitatea de a colabora cu specialisti/experti din alte domenii.

e (Capacitatea de a lucra in echipa.

3. Competente sistemice
e Capacitatea de a formaliza probleme generate de practica in termenii teoriei
grafurilor si combinatoricii.
e Capacitatea de transpune si utiliza continuturile Tnsusite n alte domenii ale
informaticii.
e Capacitatea de a crea, a produce, a combina, a deriva prin metode specifice ale
teoriei grafurilor, continuturi care sa raspunda unor probleme proprii disciplinei si
unor probleme interdisciplinare.
e Formarea si dezvoltarea deprinderilor si aptitudinilor de analiza logica, formulare
corectd si argumentare fundamentatd in solutionarea problemelor de natura
matematicd si de specialitate, precum si formarea si dezvoltarea unui rationament
riguros si a abilitatilor de calcul rapid si corect necesare pentru diferite aplicatii.
e Abilitatea de a lucra independent.
e Abilitati de documentare, cdutare pe internet.

Competente
specifice
disciplinei

1. Cunoastere si intelegere
e Cunoasterea notiunilor, ideilor si conceptelor fundamentale cu care opereaza
combinatorica $i teoria grafurilor.
e Observarea activa, explorarea fenomenului sau procesului studiat, identificarea
semnificatiilor conventionale, cu echivalente formale, ale elementelor componente
si ale relatiilor dintre ele.
e Elaborarea de reprezentari n descrierea desfasurarii fenomenului sau procesului
studiat, si a unor aspecte calitative si cantitative ale manifestarii acestuia.

2. Explicare si interpretare
e Exprimarea proprie a cunostintelor fundamentale ale teoriei grafurilor, prelucrate
si integrate Tn sistemul individual de cunostinte.
e Categorisirea fenomenelor si proceselor studiate dupa similaritati cu modelele
teoretice clasificate.

3. Instrumental - aplicative
e Ultilizarea rezultatelor teoretice ce privesc teoria grafurilor si combinatoricii in
descrierea calitativa si determinarea unor caracteristici cantitative ale procesului sau
fenomenului studiat.
e Formarea deprinderilor de modelare matematica a unor probleme de naturd
tehnico-inginereasca in general si de informatica in special, cu utilizarea
cunostintelor Insusite din domeniile teoriei grafurilor si combinatoricii.

4. Atitudinale
e Orientarea studiului teoriei grafurilor si combinatoricii, a participarii la
activitatile didactice, catre rezultate ,,deziderat”, masurabile relativ la standarde
cunoscute.
e Dezvoltarea unei gandiri sistemice privind aplicatiile specifice de modelare si
simulare matematicd, avand la baza rezultate ale teoriei grafurilor si
combinatoricii.




Structura cursului este urméitoarea:

Unitatea de invdtare 1 - Elemente de combinatorica
Unitatea de invatare 2 - Studiul grafurilor cu ajutorul matricelor booleene asociate
Unitatea de invatare 3 - Grafuri cu arce valorizate. Algoritmi de optimizare

Este foarte important ca parcurgerea materialului sa se faca in ordinea unitatilor de invatare
incluse (1 — 3). Fiecare UI (unitate de invatare) contine, pe langa prezentarea notiunilor teoretice, si
exercifii rezolvate, activitafi de lucru individual cu indicatii de rezolvare si exemple, iar la sfarsitul
fiecarei lectii, un test de autoevaluare. In plus, la sfarsitul fiecarei UI sunt incluse probleme propuse
care testeazd cunoasterea notiunilor teoretice de catre student, precum si temele de control
prevazute in calendarul disciplinei. Materialul a fost elaborat astfel incat algoritmii prezentati sa
poata fi implementati si intr-un limbaj de programare, recomandabil fiind limbajul C care se
studiaza in anul L.

Va precizam de asemenea ca, din punct de vedere al verificarilor si al notarii, cu adevarat
importanta este capacitatea pe care trebuie sa o dobanditi si sd o probati de a rezolva toatd tipologia
de probleme aplicative aferente materialului teoretic prezentat in continuare. De aceea va
recomandam sa parcurgeti cu atentie toate problemele rezolvate, sd rezolvati problemele propuse
din testele de autoevaluare si temele de control; fiti convinsi ca examenul final apeleaza la tipurile
de probleme prezente in sectiunile mentionate anterior.

Prezentam in continuare criteriile de evaluare si ponderea fiecarei activitati de evaluare la
stabilirea notei finale.

La stabilirea notei finale se iau n Ponderea in notare, exprimata in %
considerare: {Total = 100%}
- raspunsurile la examen / colocviu 70%
(evaluarea finald)
- testarea periodica prin lucrari de control 20%
- testarea continua pe parcursul semestrului 10%
si participarea la activitatile didactice

Modalitatea practica de evaluare finala — Examen, constand in:
e Lucrare scrisd descriptiva, constand din 3-4 subiecte, fiecare contindnd 1-2 chestiuni teoretice
(enunt si demonstratie) si 2-3 probleme.

Cerinte minime pentru nota 5 Cerinte pentru nota 10

e Insusirea cunostintelor de bazi | e  Rezolvarea corecti si completd a subiectelor de examen
e Obtinerea unui numar de 5| e Participarea activa la toate orele de seminar si la toate

puncte din totalul de 10 orele de curs.
repartizat  pentru  diferite | ¢  Obtinerea punctajului de minim 90 % la lucrarile de
categorii de subiecte control
e Activitate n timpul semestrului | ¢  Rezolvarea temelor anuntate la seminar, respectiv
e Participarea la minimum 14 ore continute in temele de control si testele de autoevaluare.

de curs si la 8 ore de seminar.

In dorinta de ridicare continui a standardelor desfasuririi activitatilor dumneavoastra, dupi
parcurgerea fiecarei unitati de invatare va rugadm sa completati un formular de feedback si sa-I
transmitefi indrumatorului de an. Acest formular se gaseste la sfarsitul acestui material

SUCCES!

Coordonator disciplina: Conf. univ. dr. Valentin GARBAN
Tutori: Asist. univ. drd. Veronica ZANFIR, Asist. univ. Roxana DONCEA
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UNITATEA DE INVATARE NR. 1

ELEMENTE DE COMBINATORICA

Obiective urmarite:

Insusirea notiunilor fundamentale din domeniul combinatoricii.
Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele

fundamentale si de specialitate din anii superiori;
Formarea deprinderilor de modelare matematica a unor probleme de naturad
informatica, tehnica sau economica, cu utilizarea cunostintelor insusite.

Rezumat:

In aceasta unitate de invatare sunt prezentate, in Lectia 1, principalele notiuni cu care
opereaza Combinatorica: mulfimi ordonate, permutari, aranjamente, combinari si aplicatii ale
lor. Este pusa in evidenta si legatura dintre aceste notiuni si aplicatiile bijective, injective si
crescatoare sau descrescatoare definite pe 0 multime finita, cu valori intr-o multime finita . De
fapt materialul prezentat in Lectia 1 poate fi privit si ca o reluare la un nivel superior a acestor
cunostinte studiate 1n ciclul liceal, din dorinta de a actualiza si uniformiza aceste cunostinte la
toti studentii, dat fiind cd acestia au absolvit liceul la profile diferite, in fiecare profil
insistindu-se in mod diferentiat asupra acestor notiuni, atat ca ca timp alocat cat si ca grad de
complexitate, conform programei fiecarui profil.

Tn Lectia 2 a acestei unitati de invatare sunt prezentate generalizirile naturale ale
conceptelor prezentate in Lectia 1, respectiv permutdri cu repetitie, aranjamente cu repetitie,
combindri cu repetitie, precum si cateva aplicatii ale acestora, 1dsand totodatd camp deschis
utilizarii tuturor notiunilor din aceasta unitate in celelalte unitdti de invatare ale disciplinei,
precum si in cadrul altor discipline din planul de invatamant care se vor studia in semestrele
urmatoare (ex: Teoria probabilitatilor si statisticd matematicd).

Cuvinte cheie:

Multime ordonata, permutdri, aranjamente, combindri, permutari cu repetitie, aranjamente cu
repetitie, combinari cu repetifie, funcfii injective, surjective, bijective, crescatoare,
descrescdtoare si oarecare definite pe o mulfime finita, cu valori intr-o multime finita.

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar insusirii notiunilor teoretice, formarii deprinderilor de calcul si
utilizarii algoritmilor de rezolvare a problemelor specifice Combinatoricii este estimat la

aproximativ 2-3 ore pentru fiecare din cele doua lectii ale unitatii de invatare. Se adauga un
timp mediu aproximativ egal pentru rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temelor de
control




LECTIA 1 - ELEMENTE DE COMBINATORICA

In practica se ajunge uneori la problema de a alege, dintr-o multime oarecare de obiecte,
submultimi de elemente caracterizate prin anumite proprietdti, de a aseza elementele uneia sau ale
mai multor submultimi intr-o anumita ordine etc. Poate aparea, de asemenea, problema determinarii
numarului tuturor submultimilor unei multimi, constituite dupd anumite reguli, sau a numarului
tuturor functiilor definite pe o mulfime formata din n elemente, cu valori intr-o multime cu m
elemente etc.

Deoarece 1n astfel de probleme se opereaza cu anumite combinatii de obiecte, ele se numesc
probleme combinatorii, iar domeniul matematicii in care se studiaza astfel de probleme se numeste
combinatorica.

Combinatorica poate fi consideratd ca o parte a teoriei mulfimilor, orice problema de
combinatorica putand fi redusd la o problema de multimi finite si aplicatii. Aceastd ramura a
matematicii are mare importantd in teoria probabilitatilor, ciberneticii, logica matematica, teoria
numerelor, dar si in diverse ramuri ale stiintei si tehnicii.

In toate problemele de care ne vom ocupa in acest capitol vom lucra numai cu multimi
finite.

1. Multimi ordonate

Adesea se considera multimi finite ale caror elemente sunt aranjate intr-0 ordine
determinata. Exemple:

a) alfabetul unei limbi este o multime ale carei elemente (literele) sunt date intr-o anumita
ordine;

b) cifrele semnificative ale sistemului zecimal de numeratie sunt cifre si sunt date in ordinea

naturala: {0,1,2,3, 4,5,6,7,8,9}.

Elementele unei multimi se pot da si intr-o alta ordine. Este posibil, de exemplu, ca literele
alfabetului romanesc si fie aranjate fie in ordinea naturald, de la a la z, fie in ordinea inversa, de la z
la a, fie in ordinea in care sunt prezentate in abecedar, la clasa I.

Definitia 1.1

Spunem c¢d o multime finitd mpreund cu o ordine bine determinatd de dispunere a
elementelor sale este o multime ordonata.

Astfel, daca A este o multfime finitd avand n elemente si daca fiecarui element al sdu i se
asociaza un numar de la 1 la n numit rangul elementului astfel incat la elemente diferite ale lui A sa
corespundd numere de ordine diferite, multimea A devine o multime ordonatd. Prin urmare, orice
multime finita poate deveni o multime ordonata, ordinea elementelor stabilindu-se prin numerotarea
elementelor multimii respective. Multimea ordonatd obtinuta se va nota cu {al, Ay,..ny an} , unde
ordinea elementelor este data de indici.

O multime ordonata este caracterizatd prin elementele din care este formata si prin ordinea
n care sunt considerate acestea.

Astfel, doud multimi ordonate sunt diferite dacad ele se deosebesc fie prin elementele din
care sunt formate, fie prin ordinea lor.

De exemplu, multimile A={1, 2,3,...,n} si B Z{bl,bz,...,bn} sunt ordonate si diferd
prin elementele din care sunt formate, iar multimile C ={1,2,3} si D={1,3,2} sunt, de

asemenea, ordonate si au aceleasi elemente, dar se deosebesc prin ordinea in care acestea sunt
dispuse in fiecare multime.



2. Permutari

Fie A o multime finita cu n elemente. Aceastd multime se poate ordona in mai multe moduri,
obtinandu-se multimi ordonate, diferite, care se deosebesc intre ele numai prin ordinea elementelor.
Fiecare din multimile ordonate care se formeaza cu cele n elemente ale multimii A, se numeste
permutare a acestei multimi sau o permutare de n elemente. Numarul permutarilor de n elemente se

noteazd cu P, si se citeste ,,permutiri de n”. Ne propunem sid determinam numarul P, al

permutdarilor de n elemente.

Vom face intai un rationament inductiv si rezultatul pe care-l vom deduce 1l vom demonstra
prin metoda inductiei matematice.

Avem:

1. O multime cu un singur element A = {al} poate fi ordonata intr-un singur mod, deci
R =1.

2. O multime cu doua elemente Ay, = {al, az} poate fi ordonatd in doud moduri, obtinandu-
se doud permutari: {al,az} si {az,al}. Deci ,=2=1-2.

3. O multime cu trei -eclemente A3 = {al, az,ag} poate fi ordonatd in
6 moduri, permutdrile acestei mulfimi fiind urmatoarele: {al,az,ag}, {al,a3,a2}, {az,al,as},
{ay.83,8,}, {a3,8,8y}, {@g,8y,8}. Deci, P;=6=1.2-3.

Pe baza acestui rationament prin inductie incompleta putem formula urmatoarea propozitie:

gy - not _
,Numarul permutarilor de n elemente este P, =1-2-3-...-n = n! (n factorial)”.

Aceasta propozitie trebuie demonstratd prin metoda inductiei matematice. Numai atunci
putem afirma ca rezultatul exprimat in propozitie este valabil pentru orice numar natural n.

Teorema 2.1

Pentru orice numar natural N =1, numarul permutérilor de n elemente este P, =nl.

Demonstratie

Sa notam cu P(n) egalitatea P, =n!

1. P (l) este adevarata, dupa cum am constat in cadrul rationamentului inductiv anterior.

2. Presupunem P(k) adevdrata si sd demonstram, pe baza acestei presupuneri, sd i

P(k +1) este adevirati. Fie o multime ordonati cu K +1 elemente. Ne propunem ci ordonim in

toate modurile posibile aceastd multime. Ultimul loc, al K +1-lea, poate fi ocupat de oricare din
cele K +1 elemente ale multimii. Se obtin astfel K +1 moduri diferite de a ocupa ultimul loc. Si
considerdm unul dintre aceste moduri de ordonare. Unul dintre elementele multimii va avea rangul
K +1. Elementele rimase, in numir de K, trebuie si ocupe primele k locuri. Conform ipotezei de

inductie, aceasta se poate face in B, =Kk! moduri diferite. Pentru fiecare din cele k+1 moduri
diferite de ocupare a pozitiei K +1 se procedeazi similar, rezultind astfel (k +1) - B, moduri de a

ordona 0 multime finita care are k+1 elemente distincte. Deci,
Rea =(k+1)-R =(k+1)-k!=(k +1)!. Prin urmare, am aratat c P(K +1) este adevarata.

Rezulta atunci ca P(n) este adeviratd pentru orice Ne€l] , N>1.

Prin conventie, mul{imea vida poate sa fie ordonata intr-un singur mod, deci Py =0!=1.
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3. Aranjamente

Fie o multime finitd A cu n elemente si K e[l , K<n. Ne propunem si determinim
numarul submultimilor ordonate, cu cate k elemente fiecare, extrase din elementele mulfimii A.

Definitia 3.1
Daca A este o multime finita cu n elemente, atunci submultimile ordonate ale lui A, avand
fiecare cate k elemente, unde 0 <Kk <n, se numesc ,,aranjamente de n elemente luate cate k.

Numarul aranjamentelor de n elemente luate céte k se noteaza AJ]( si se citeste ,,aranjamente

de n luate cate k™.
Sa observam ca doud aranjamente de n elemente luate cate k difera intre ele atat prin natura

elementelor, cat si prin ordinea lor. De exemplu, dacd A= {al, az,a3}, atunci din elementele sale
se pot constitui:

1) 3 submulfimi avand fiecare cate un element: {a,}, {a,}, {as}; acestea se deosebesc
intre ele numai prin natura elementelor, iar numarul lor este A% =3;

2) 6 submulfimi ordonate avand fiecare cate 2 elemente: {al,az}, {al,a3}, {az,al},

{az,ag}, {a3,a1}, {as,az}; acestea se deosebesc intre ele fie prin natura elementelor, fie prin

ordinea elementelor, iar numarul lor este Ag =6=3-2;

3) 6 submulfimi ordonate avand fiecare cite 3 elemente: {al,az,a3}, {al,az,ae,},

{ay,81,85}, {ay,85, &}, {ag, &, 85}, {a3,85,a}.
Acestea se deosebesc intre ele numai prin ordinea lor, iar numarul lor este Ag’ =6=3-2-1.

Mai observam ca in acest caz, in care numarul Kk al elementelor fiecarei submultimi coincide cu
numarul n al elementelor mul{imii A, aranjamentele de n elemente luate cite n coincid cu
permutarile de n elemente ale lui A.

Ne propunem ca gasim o formuld pentru calculul numarului AL( . Rationamentul inductiv

facut pe exemplul anterior ne sugereaza sa consideram ca numarul AI: poate fi calculat cu formula
urmatoare:

A =n(n-1)(n-2)..(n—k +1).
Vom demonstra formula pentru orice k, nel] ,cu 0<k <n.

Teorema 3.2
Daci n si k sunt numere naturale astfel incat O <k < n, atunci:

A =n(n-1)(n-2)..(n—k+1).

Demonstratie

Aratam mai intai ca Al: o (n — k)- Alf . Intr-adevir, si repartizim oricare K +1
elemente extrase din n elemente date, pe K +1 locuri. Pentru aceasta, se pot lua mai intai oricare k
elemente si aranja pe primele k locuri din cele K +1, aceasta facandu-se in Arl]( moduri. Mai

observim ci in fiecare din aceste cazuri riman neutilizate N —K elemente din cele n ale lui A.
Oricare dintre aceste N —K elemente se poate pune pe al (k +1)-Iea loc. Astfel, in fiecare din cele
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unul din cele N —K elemente rimase ocupi al (k +1) -lea loc. Rezulta ca Al,(ﬂ = AI]( -(n - k).
Avand 1n vedere ca Al] =N si formula demonstrata anterior, obtinem, succesiv:
k=2:  Al=A(n-1)=n(n-1);
k=3: A =A?(n-2)=n(n-1)(n-2);
ki=k: A =AY(n-k+1)=n(n-1)(n-2)..(n—k+1),

teorema fiind complet demonstrati. In continuare vom da o alti exprimare formulei gisite si vom
arita ci este adevirati si pentru cazurile K =0 si K =n.

Amplificdm expresia gasita pentru Arl]( cu (n — k)!. Obtinem

A =n(n-1)(n-2)..(n—k+1)=
_n(n-1)..(n-k+1)(n-k)(n-k-1)....2-1 nl

(n-k)(n—-k-1)...-2-1 (n—k)!

n!
Deci, A = _

(n—k)r

Pentru K =0 se obtine A? = - =1, ceea ce este adevirat, deoarece orice mulfime contine
n

multimea vida, pe care am convenit s-o consideram ordonata intr-un singur mod.

n! nl : .
Pentru K=n se obtine: Al :E:T: n!=P,. Prin urmare, ambele formule stabilite

pentru calculul numarului aranjamentelor de n elemente luate céate k, respectiv:

A =n(n-1)(n-2)..(n—k+1);

k n!
A =l
sunt adevirate pentru orice k, astfel incdt 0 <k <n.
Aplicatia 3.3
Fie A si B doua multimi finite, avand k, respectiv n elemente cu K <n. Si se determine
numarul functiilor injective T : A— B.

Rezolvare

Fie A={ay,ay,....ac} si B={b;,b,,...,.b,} cu k<n.

Daci f:A—>B este o functie injectivd, atunci (V) g #a; din A vom avea
f (ai ) = f (a j ) n B. Rezulti ci oricdrei functii injective f : A—> B 1i corespunde o submultime
ordonata formata din k elemente distincte extrase din B. Invers, fiecare submultime ordonata avand

k elemente distincte din B, de exemplu: B; :{b,l,biz,...,b,k} defineste o functie injectivd
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f : A— B, care realizeazi corespondenta: f (a i ) = bij , 1< j <K. Am aritat astfel cd numarul

functiilor injective definite pe o multime A cu k elemente, cu valori intr-o multime B cu n elemente,
(k < n) este egal cu numarul submultimilor ordonate, avand cate k elemente ale lui B, deci egal cu
Al

Tn cazul particular K =n, deci cand A si B au acelasi numir de elemente, atunci orice
functie injectivd f : A—> B este neapirat bijectivi.

Vom arata ca in acest caz functia f este si surjectiva. Presupunem prin absurd ca f nu ar fi
surjectiva. Cum f este injectiva, deci (V) a; # Q, din A implica f (ai ) = f (a j) n B, rezulta in
primul rand ca Imf =f (A) = { f (X)|X S A} are exact n elemente distincte din B. Din

presupunerea facutd ca f nu este surjectivd rezultd ca (El)be B, astfel incat (V) XeA,
f(X)ib, deci bg f(A), de unde ar rezulta ci f(A) are mai putin de n elemente, deci

contradictie cu concluzia obtinuta anterior, dedusa pe baza injectivitatii lui f. Contradictia arata ca
presupunerea facuta este falsa, deci f este neaparat surjectiva. Fiind si injectiva, rezulta ca f este
bijectivd. Prin urmare, in cazul particular K =N al aplicatiei rezolvate aici rezulti ci numirul
functiilor bijective definite pe o multime A cu n elemente cu valori intr-o multime B tot cu n

elemente este egal cu Al =P, =n!.
In acest caz multimea B se poate Tnlocui cu A, obtinand f : A—> A si din acest motiv

functia bijectiva f : A—> A se mai numeste si permutare a multimii A. Reformuland, vom spune

ca numarul aplicatiilor bijective definite pe o multime finita formata din n elemente, cu valori in ea
insasi, este egal cu numarul permutdrilor multimii respective. Aceastd formulare reprezinta totodata

si interpretarea egalitatii A? = P, =n! in termenii aplicatiilor bijective definite pe o multime finita
Cu n elemente, cu valori in ea insasi.

4. Combinari

Fie multimea A= {al, az,as} si sa consideram toate submultimile sale, care sunt
urmatoarele:

1) multimea vidi: &

2) 3 submultimi formate din cate un singur element: {al} , {az} , {a3} ;

3) 3 submultimi formate din cate doud elemente fiecare: {al, az} , {al, a3} , {a3, 8.2} ;

4) multimea totala: {al, a,, a3} :

Fatd de cazul anterior, discutat in paragraful ,,Aranjamente”, cand am considerat toate
submultimile ordonate ale Iui A formate din 0 sau 1, sau 2, sau 3 elemente, in cazul de fatd am
considerat, de asemenea, toate submultimile lui A formate din 0 sau 1, sau 2, sau 3 elemente, dar
fara sa luam in considerare si ordinea elementelor in fiecare submultime. In cazul general, fiind data
o multime finita cu n elemente, ne propunem sa calculdm numarul submultimilor sale avand fiecare
cate k elemente, unde 0<k <n.

Definitia 4.1

Fie A o multime finiti cu n elemente si K €[] , cu 0<Kk <n. Submultimile lui A avand
fiecare cate k elemente se numesc ,,combinari de n elemente luate cate k™.
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Numarul combindrilor de n elemente luate cate k se noteaza cu Crlf si se citeste ,,combinari
de n luate cate k™.

Ne propunem sa gasim o formula pentru calculul numarului Cr|1( .

Din exemplul analizat anterior rezulta: C:? =1; C% =3; ng =3; Cg =1 si
CQ? + C% + Céz + Cg’ =8= 23, acesta fiind numarul tuturor submulfimilor mul{imii cu 3 elemente,
{an,ay,85}.

Pentru cazul general sa mai observam ca Clg =1, deoarece orice multime A cu n elemente

are numai o submultime fird nici un element, si anume: multimea vidi. Pentru K =1, avem

Crl]( = Cr11 =N, deoarece o multime cu n elemente A= {al,az,...,an} are n submultimi formate

dintr-un singur element si anume submultimile {al} , {az} - {an} . Formula generala care permite

. e~k . . - «
exprimarea numdrului C; in functiile de n si k este daté de teorema urmatoare.

Teorema 4.2
Fieksi nell , astfel incat 0 <k <n. Atunci

ck :ik _ n(n-1)(n-2)..(n—k+1)
"R Kl

Demonstratie

Fie A o multime cu n elemente si K €[] , cu 0<K <n. Considerim toate submultimile
multimii A care au cate k elemente. Ordonand fiecare dintre aceste submulfimi in toate modurile
posibile, obtinem toate submultimile ordonate ale Iui A care au cate k elemente. Numarul acestora

este Arl]( . Atunci putem scrie relatia: Al]( = Crl]( - B, deoarece numarul tuturor submultimilor de
cate k elemente ale lui A este egal cu Crlf, iar fiecare submultime de cate k elemente poate fi
ordonata in Pk moduri. Rezulta atunci:
k
k _ A
ck="n
I:)k
Utilizand cele doud exprimari pentru Afl]( se obtin formulele:
n(n-1)(n-2)..(n—k+1)

k _
Cn = k!

n!
(n—k)tk!
Vom pune in evidentd in continuare o legatura intre numarul de combinari si numarul
functiilor strict crescatoare definite intre multimi finite, ordonate.
Daca A:{al,az,...,an} este o multime finiti, ordonata, vom scrie & <aj, daca

Cf =

elementul @; precede pe a j» adica daca I < . Altfel spus, relatia de ordine este relativi la indicii
elementelor multimii A.
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Daca A este o multime ordonata, atunci ordinea pe A induce o ordine pe orice submulfime a
sa. Concret, daca A={a,ay,...,a,} si BC A, B :{ail’aiz""’aim}’ atunci & precede pe
aik
este ordinea indusa pe B de ordinea de pe A.

Fie A= {al,az,...,am} si B= {bl,bz,...,bn} doud multimi ordonate. O functie
f:A— B se numeste strict crescitoare daci (V) &, aj€ A c a<a i rezulta

f(a)<f(aj)mns.

Daca A si B au acelasi numar de elemente (m= N), atunci existd o unicd functie strict
crescitoare de la A la B, U: A—> B, care realizeazi corespondentele: u(ai):bi, (V)i,

in B (si scriem gj, <& ), daca aj, precede pe a, in A, adicd 1, <l si vom spune ca aceasta

1<i<n.in particular, daci A= {al, a,, ...,an} , atunci unica functie strict crescatoare definita pe
A si cu valori tot in A este functia identica a multimii A:

1A A 1 (8) =5, (V)i,1<i<n.

In continuare, ne propunem si determinim numarul functiilor strict crescitoare definite pe o
multime ordonata A cu m elemente, cu valori intr-o multime B cu n elemente. Constatam ca pentru a
exista o astfel de functie este necesarca m<n.

Presupunem deci cd M < N si facem urmatoarele notatii:

F. ( A, B) =multimea functiilor strict crescitoare definite pe A cu valori Tn B;

P (B) = multimea tuturor submultimilor lui B, care au cate m elemente fiecare.

Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 4.3
Fie A si B multimi ordonate avand m, respectiv n elemente, cu M < N . Exista o bijectie intre
multimea F C(A, B) a functiilor strict crescitoare definite pe A cu valori in B si mulfimea

P ,(B) a submultimilor lui B, care au cate m elemente fiecare.

Demonstratie

Definim functia @ F (A B)—>P,(B), prin o(f)="f (A). Cum f este injectiva,
rezulta cd f(A) este o submultime a lui B, cu m elemente. Evident, daca f = f', atunci
()= ('), adica @ este injectiva. Dacd B’ < B este o submultime a lui B cu m elemente,

. - o /] - . . - a o . r .
considerdm cd B’ este ordonata cu ordinea indusa de cea de pe B. Insd, deoarece A si B’ au acelasi

- - - . o .o . . - . [} . o
numar de elemente, m, rezulta ca exista o unica functie strict crescatoare f : A— B'. Consideram

atunci functia f :A— B, astfel incat f (ai): f (ai). Avem ca f este strict crescatoare, deci

f &F C(A, B) si mai mult, (p( f~) =B’. Am aritat, astfel, cd @ este si surjectivi, deci in final

rezultd ca ¢ este bijectiva.
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Consecintd

Numarul functiilor strict crescitoare definite pe o multime ordonata A cu m elemente, cu
valori intr-o multime B cu n elemente, M<nN, este egal cu numarul submultimilor cu cate m

elemente ale lui B, deci este egal cu C/".

In continuare vom stabili citeva proprietati ale numerelor CX, 0<k<n. Aceste
proprietati exprima diferite relatii intre submultimile unei mulfimi si se pot demonstra fie direct,

utilizand formula de calcul pentru Crl]( , fie bazandu-ne pe rationamente cu multimi.

4.1 Formula combinarilor complementare

Daca 0 <Kk <n, atunci are loc egalitatea: Crlf = Cr?_k :

Demonstratie
Intr-adevar, avem:

(n—k-)!- kI (n—k)![n ;(n—k)]! =G

Egalitatea exprima faptul ca numarul submultimilor cu k elemente ale lui A este egal cu
numairul submultimilor cu N —K elemente ale aceleiasi multimi A. Si prezentim si demonstratia
bazatid pe rationamente cu multimi. Fie A o multime cu n elemente si X o submultime a lui A cu k
elemente, aleasa arbitrar. Acestei mul{imi ii asociem in mod unic o submulfime bine determinata, cu
(n—K) elemente a lui A, si anume: Cy (complementara lui X). Cum X a fost aleasa arbitrar,

rezultd ci fiecdrei submultimi cu k elemente a lui A i corespunde o singurd submultime cu N —k
elemente a lui A. Prin urmare, numarul submultimilor cu k elemente ale lui A este egal cu numarul

CK =

submultimilor sale cu (N —K) elemente, adic are loc relatia Crz( =C; -«

4.2 Numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente
Pentru orice numir natural N >0 are loc egalitatea:

0 1 2 n__»~»n
C,+C,+C +..+C,=2".

Demonstratie

Suma din membrul stang al acestei egalitati reprezintd numarul tuturor submultimilor unei
multimi cu N elemente. Anterior am constatat c¢i pentru o multime cu N=3 elemente, numirul

tuturor submultimilor sale este Cg + C% + Cg + Cg’ =23=8.

Pentru cazul general al unei multimi finite cu n elemente, afirmatia rezulta din teorema
urmatoare.

Teorema 4.2.1
Numarul tuturor submultimilor unei multimi formate din n elemente este egal cu 2",

Demonstratie

Vom aplica metoda inductiei matematice. Fie P (n) afirmatia teoremei.

1) P(0) este adevaratd, deoarece pentru N =0 obtinem multimea vida, care are o singuri
submultime, si anume ea insasi;
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2) presupunem P(K) adevaratd si si demonstrim ca si P(K+1) este adevirati. Fie
By = {bl,bz,...,bk} si admitem ca B, are ok submultimi. Si aritim cd mulfimea
B = {bl,bz,..., by , by +1} are 2K+t submultimi. Fie cele ok submultimi ale lui By . Din fiecare
submultime a lui By se obtine o noud submultime a lui By 4, deci se obtin inca Zk submultimi ale
lui B, ;. Tn total sunt deci 25 + 2 = 2% submultimi ale multimii By ;. Deci, P(k+1) este

adevdratd. Rezultd atunci ca P(n) este adevarata pentru orice N €[ .

Exemplu:
) n=0;2°=1=P (By)=9;
)

(b,bs): {by,05.b5).

4.3 Formula de recurenta pentru calculul numarului
de combinari

Pentru orice k si n, astfel incat 0 <k < n, are loc egalitatea:
k k-1 k

Ch =Cn1 +Chy.

Demonstratie

Utilizand formula pentru calculul combinarilor C,I: , obtinem:

ok AL _(n-D(n-2)..(n-1-k+1)
n-1— - ;

R k!
okl _ T (n-D(n-2)..[n-1-(k-1)+1]
"R, (k—1)! |

Mai departe rezulta:
4 (h=-D(h-2)...n=k) (n-D(n-2)..(n—k+1) _

Cn1+Cni = K1 " (k—1)!
_ (n-D(n=2)...n=k+D(n-k)+k-(n-D(n=2)...(n—k +1) _
k!
_ (n=-D(n=2)....n=k+D)(n-k+k)
k!

~ n(n—l)(n—2)...(n—k+1)_ik_ck
B k! R

adica are loc relatia din enunt.
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4.4 Triunghiul lui Pascal

Cu ajutorul formulei de recurentd pentru calculul numarului de combinari putem calcula
Crlf, dacd se cunosc Crlf_l si C,'f__il. Valorile numerelor Crlf se vor scrie sub forma unui tabel
triunghiular numit ,triunghiul lui Pascal”. In linia N+1—a a tabelului sunt asezate in ordine
numerele CS,C%,CS,...,CQ . Cum Clg = Cr? =1, acestea doud se completeaza de la sine pe orice
rand, iar numerele ramase se calculeaza cu ajutorul formulei de recurenta, astfel: pentru calculul lui

Crl]( se vor aduna numerele din linia precedenta care se afla in stanga si dreapta lui Crl]( .

=0 1
=1 1 1

n=2 1 5 1

n=3 1 3 3 1

n=4 [ 4 6 4 1

=5 1 5 o)l |0 5 I

Ty
n=6| 1 6 15 \ 270 15 6 1
Fig. 1

Exemplu: C3 =CZ +C2 =10+10=20.

5. Binomul lui Newton si aplicatii

5.1 Binomul lui Newton

Fieasi bell . Se cunosc sau se stabilesc usor formulele:

(a+b)'=a+b

(a+b)* =a? +2ab +b?

(a+b)’ =a%+3a% +3ab? +b°

(a+b)* =a* +4a% + 6a%b? + 4ab® +b*

(a+b)’ =a° +5a% +10a°b? +10a%0® + 5ab* +b°.

Constatam ca toti coeficientii monoamelor din membrul drept ai acestor formule sunt tocmai
numerele din linia triunghiului lui Pascal corespunzatoare exponentului n din membrul stang.
Pentru cazul general, unde n este un numar natural oarecare, are loc:
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Formula binomului lui Newton
(a+b)"=Cla" +Cla" o +..+CMa" ™ +...+C'b".

Demonstratie

Vom aplica metoda inductiei matematice.

Notam cu P(n) formula binomului lui Newton.

1. Verificare. Pentru n =1, P(1) este adevirati, deoarece

(a+b)l=Cla+Clh=a+b.
1

2. Presupunem P(k) adeviratdi pentru N=K si demonstrim ci si P(K+1) este
adevarata. Fie, deci, adevarata relatia:

(a+b) =Cla* +cla* b +...+ CMa" ™™ +...+ CFb¥.

S aritim cdsi P(K +1) este adevirata:
(a+b)™ =(a+b)*-(a+b)= (Cfak +Cla* o +...+CMa"" ™™ + ...+ CKbX )(a +h)=
=Cla*t +Clab+...+C"a MM 4+ Clab* + Clakb +...+ C"ak MM 4+
+..+Cftabk + Clot = clakt +(CQ +Cl)akb +...+ (C + CM)ak o™ 4+
ok (C'k‘_l +Cf )abk +Cip*H

Cum, nsa:
C =1=Cilagi O +Ci =Cicygen O + G0 =G G+ G =Citan,

C|I(( =1= leill , rezulta:

k+1

(a+b) "= @t +Cl @ +...+CMla Mp™ L | 4 CF jabk + Cf bk

deci P(k +1) este adevirati. Rezultd, deci, conform metodei inductiei matematice, ci P(n) este
adevaratd pentru orice N €[] .

Proprietiti legate de binomul lui Newton

N n - D ...
1. In dezvoltarea (a+b) sunt Nn+1 termeni, iar coeficientii dezvoltarii sunt

Cr? , Crl1 feees Cr? , in numir de N+1. Acestia se numesc coeficienti binomiali si se regisesc pe linia n
a triunghiului lui Pascal.

2. Deoarece C;' =C™™ (formula combindrilor complementare), rezultd ci termenii din

dezvoltare egal departati de termenii extremi au coeficienti binomiali egali.

3. In formula binomului lui Newton exponentii puterilor lui a descresc de la n la 0, in timp
ce cei ai lui b cresc de la 0 la n. In orice termen suma exponentilor puterilor lui a si b este egala cu
exponentul puterii binomului, deci cu n.

4. Coeficientii binomiali mai intai cresc si apoi descresc. Daca exponentul n este par,

N =2m, atunci coeficientul binomial al termenului din mijloc, respectiv Cg‘m este cel mai mare,
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iar daca n este impar, N=2mM+1, atunci coeficientii binomiali ai celor doi termeni din mijlocul
dezvoltarii sunt egali intre ei si sunt cei mai mari: C;nm = Cg]nﬁl'

5. Termenul CXa" ™ b¥, cu numarul de ordine k+1 din dezvoltarea binomului lui
Newton, se numeste termenul de rang k +1, se noteazd cu Ty, si se mai numeste termenul

general al dezvoltarii:
T =CKa"™*b* k=012,...,n.

Relatia de recurenta intre doi termeni consecutivi ai dezvoltarii se poate stabili usor, scriind

relatia dintre C* si C<*. Avem:

ok _ A nn-D(-2)..(n—k+D(n-k) _n-k
" B 1-2-...-k-(k+1) k+1

Mai departe rezulta

ck.

Chtgnk-tpkst _ N K ckankpk. D

T . =
k+2 k+l - a

n—k 9

Deci, Tk+2 = K+1 : a' k+1-

5.2 Identitati in calculul cu combindari

In paragrafele anterioare am stabilit deja cateva identitati verificate de binomiali Crlf,
0<k<n:

cl=ch* (1)
Cr =Cni+Cns @
cl+Cr+..+CltiCh=2". 3)

Ultima relatie se poate obtine acum si din formula binomului lui Newton, pentru a=b =1.
Daci vom luasi @ =1 si b =—1, tot din formula binomului lui Newton se obtine:

co-cl+c?-C3+..+(-DCl+..+(-D"cM=0. @)
Adunand si respectiv scazand relatiile (3) si (4), se obtine:
cl+Ci+Cl+..=Cl+C3+C2+..=2", (5)

adica suma coeficientilor binomiali ai termenilor de rang par este egala cu suma coeficientilor
binomiali ai termenilor de rang impar.

19



LECTIA 2 — EXTENSII SI GENERALIZARI

In continuare vom prezenta alte concepte importante din combinatorici. Acestea vor
completa si extinde in mod natural pe cele studiate anterior si vor contribui la 0 mai buna intelegere
si aprofundare a lor.

6.1 Aranjamente cu repetitie

Definitia 6.1.1
Fie A#J. Se numeste cuvant cu elemente din A un sistem finit ordonat de elemente din A,

scris astfel: &a,...a, . Numarul k se numeste lungimea cuvantului &a,...a . Cuvantul care nu
contine nici un element din A se numeste cuvantul vid si are lungimea zero.

Vom spune cd doud cuvinte din A, respectiv &as,...as si blbz---bk sunt egale daca au
aceeasi lungime, deci S=K si a; =y, (V)i,1<i<Kk.

Pentru cuvantul a;a,...a, se mai utilizeaza si notatia (al, Ay,.nny Yy ) Cuvintele de lungime

2 se mai numesc perechi ordonate, cele de lungime
3 —triplete si in general cele de lungime k se numesc k-upluri ordonate.

Elementele a;,a,,...,8 care compun cuvantul aa,...8, se numesc componente ale

cuvantului.

Deosebirile dintre notiunea de cuvant si cea de multime sunt urmatoarele.

1) la o multime nu conteazd ordinea in care sunt scrise elementele sale, in timp ce la un
cuvant ordinea elementelor este esentiald; doud cuvinte formate din aceleasi elemente (cel putin
doud dintre ele fiind diferite), dar asezate in ordine diferitd, sunt distincte; de exemplu,

abca = aabc;
ii) toate elementele unei mulfimi sunt distincte, in timp ce intr-un cuvant componentele se
pot repeta.

Fie N, = {1, 2,3,..., k} multimea primelor k numere naturale si A o mulfime oarecare. Fie
f : Ny — A functia care realizeazd corespondenta: f (i)= 8, 1<i <k, adicd numarului i din
N, 1i corespunde, prin functia f, elementul @; din A.

S notdm prin F (Nk,A) multimea functiilor definite pe N, cu valori in A si prin

Cuv, (A) multimea cuvintelor de lungime k cu elementele din A.
Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 6.1.2
Fie A o multime oarecare si Ny = {1, 2,..., k} . Existd o bijectie intre multimea F ( Ny, A)

a functiilor definite pe N, cu valori in A si multimea Cuv, (A) a cuvintelor de lungime k cu
elemente din A.

Demonstratie
Definim functia @ F (N, A)—Cuv, (A) prin ¢o( f)=aa,..a, unde f(i)=a;,

1<i<K. Aritim cd @ este o functie bijectiva.
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a) (¢ este injectivi. Intr-adevar, fie f si geF (Nk , A), cu (p( f ) =ay...q,
(p(g) =bb,..b si (p( f )= (p(g). Din definitia egalitatii a doua cuvinte rezultd ca a; =by,
(V)i,1<i<k,deci f(i)=g(i) (V)ieN,,adici f =g.Prinurmare @ este injectiva.

b) ¢ este surjectiva. Intr-adevar, fie 8,a,...8 € Cuv, (A) un cuvant de lungime k format
cu elemente din A, ales arbitrar. Exista o functie f :N, — A, definitd prin f (I) =a, (V) I,
1<i<Kk care are, evident, proprietatea ci (p( f ) =a8,...9, deci @ este surjectiva. Fiind
injectiva si surjectivd, functia ¢ este bijectivd, teorema fiind astfel demonstrata. Sd mai mentionam

cd in teorema 6.1.2 multimea N, se poate inlocui cu orice multime finita cu k elemente.

Definitia 6.1.3

Fie datd o multime A cu n elemente si K un numar natural. Cuvintele de lungime k formate
cu elemente din A se numesc aranjamente cu repetitie de n elemente luate cate k.

Numarul lor se noteazad cu Afl]( . S& calculam acest numar. El este egal cu numarul
elementelor multimii Cuv, (A), unde A are n elemente. Avand in vedere si rezultatul demonstrat

in teorema 6.1.2, rezultd ca numdarul Alf este egal cu numdrul elementelor multimii F (Nk, A),

deci cu numarul functiilor definite pe o multime formata din k elemente, cu valori intr-o multime cu
n elemente. Pentru aceasta insa avem urmatorul rezultat:

Teorema 6.1.4
Numarul functiilor definite pe o multime formata din ,,k” elemente cu valori intr-o mulfime

formata din ,,n” elemente este n" .

Demonstratie
Fie By ={b,b,,...bn} si A,={a,a,,..,8,} doud multimi avand k, respectiv n

elemente. Sa ardtim cd numarul functiilor f : B, — A, este egal cu n%. Vom face demonstratia
prin metoda inductiei matematice, dupa k.
Fie P(k) afirmatia: ,,Numarul functiilor definite pe o multime cu k elemente, cu valori

intr-o multime cu n elemente, este nk».
1) P(l) este adevarata, deoarece pe multimea B; = {bl} se pot defini n= nt functii cu
valori In multimea Ah ={a1,a2,...,an}, fiecare astfel de functie ducand unicul element al

multimii By, Tntr-unul din cele n elemente ale multimii A,:
fi(b)=a;
fo(by) =ay,;

...............

2) sa aratim ca P(k)=>P(k+1). Fie multimile B, ={b,b,,...b} si
By = {bl,bz,..., by , by +1} . Cum P(k) este adevaratd rezultdi cd numarul functiilor
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f:B, — A, este egal cu n*. Daca f :B, — A, este o functie oarecare dintre cele N* functii,
atunci definim incd n functii: f; 1By, — A,, 1<1<n, prin f; (bj ) =f (bj) pentru 1< j <k
si T (bk+1) =a;, unde 1<i<n. Asadar, pentru fiecare functie f :B, — A, se obtin inci n
functii f; : B, 4 — A,. Mai mult, toate functiile f :B,_ ;—> A, sunt de acest tip. Rezultd ca
numarul functiilor f : B, 4 — A, este n“.n= nk+1, prin urmare P(k +1) este adevarata.

Rezultd atunci ca P(k) este adeviratd pentru orice K €[] , teorema fiind demonstrati. Asadar,

conform teoremelor 6.1.2 si 6.1.4 rezultd cd numarul ,,aranjamentelor cu repetitie de n elemente
luate cate k” este dat de relatia:

si coincide cu numarul functiilor definite pe o multime cu k elemente, cu valori Tntr-o multime cu n
elemente.

Formarea cuvintelor cu elemente dintr-o multime poate fi descrisd intuitiv astfel:
presupunem ca toate elementele multimii A au fost introduse ntr-o urna si apoi din aceasta urna
extragem elemente, unul dupa altul, notdnd de fiecare data elementul extras si apoi il introducem
din nou in urnd, inainte de efectuarea urmatoarei extrageri. Dupa efectuarea numarului de k
extrageri, obtinem un cuvant de lungime k (cu elementele asezate in ordinea iesirii lor din urna),
compus din elemente ale multimii A si care, evident, se pot repeta.

Daca vom presupune cd dupd fiecare extragere nu mai punem din nou in urna elementul
extras, urmatoarea extragere facandu-se, deci, din elementele ramase pana la extragerea imediat
anterioard, atunci in cuvantul obtinut nu se vor mai repeta elemente din A. Un astfel de cuvant va fi
compus din k elemente diferite din A asezate in componenta cuvantului in ordinea extragerii. Astfel
de cuvinte 1n care componentele nu se repeta se numesc mul{imi ordonate.

Fiind datd o multime A cu n elemente si 0<K <n, se pot forma diverse submultimi
ordonate cu cate k elemente fiecare, extrase din multimea A. Submultimile ordonate ale lui A avand
fiecare cate k elemente, unde 0 <Kk <n, am vizut ci se numesc aranjamente (fird repetitie) de n

elemente luate cate k, numarul lor este notat cu Arl]( si este dat de relatia

A =n(n-1)(n-2)..(n—k +1).

Prin aplicatia 3.3 am stabilit cd numarul aranjamentelor (fara repetitie) de n elemente luate
cate k este egal cu numarul functiilor injective definite pe o multime formata din n elemente cu
valori intr-o multime de k elemente.

In continuare vom particulariza rezultatul formulat si demonstrat in teorema 6.1.2, si anume:
vom analiza ce devine aceasta teorema in cazul aranjamentelor fara repetitic de n elemente luate
cate k.

Notdm cu Inj( Ny, A) multimea functiilor injective definite pe Ny = {1, 2,..., k} cu valori
in multimea A care n elemente (k<n). Evident, Inj( N, A) cF (N, A), deoarece
F ( Ny, A) este mul{imea tuturor functiilor definite pe N, cu valori in A.

Sd notim cu A k(A) multimea aranjamentelor (fara repetitie) de cele n elemente ale
multimii A, luate cate k.
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Fie oF (Nk , A) — Cuv, (A), din teorema 6.1.2. Rezulti ca orice element din
@(Inj(Ny, A)) = Cuv, (A) este un cuvant de lungime k, format cu elemente din A si ale carui

componente nu se repetd. Prin urmare, ¢ induce o functie

®:Inj(N, A)>A ((A),
o(f)=2aa,..a, unde f(i)=a;, 1<i<k.Cum @(f)=¢(f) sitinand seama de rezultatul
formulat si demonstrat in teorema 6.1.2, rezulta ca are loc si urmatoarea teorema:

Teorema 6.1.5
Functia @ Inj( N, A) —A k(A) este bijectiva.

Inj(Nk,A)

_ Aty (A4)
AX functii

A¥ cuvinte

F(Ny, A)
Cuvy (4)
Fig. 2
6.2 Permutari cu repetitie

In paragraful 2 s-au studiat permutirile fird repetitie, iar in aplicatia 3.3 s-a dat o
interpretare a permutarilor in termeni de functii bijective si s-a facut si legatura cu aranjamentele
(fard repetitie) de n elemente luate céte n.

In continuare ne vom ocupa de permutirile cu repetitie.

Fie A 0 multime cu n elemente, A={ay,a,,...,8,} . Vom defini mai intai conceptul de tip
al unui cuvant format cu elemente din A. Fie o un astfel de cuvant. Notam cu M (OL) numarul
care arata de cate ori intrd elementul @; Tn compunerea cuvantului o . Dacd @; nu apare in scrierea
lui o, atunci vom lua m; (o) =0.

Definitia 6.2.1

Sistemul de numere (ml,mz,..., mn) se numeste tipul cuvantului o0 si vom spune ca o
este de tip (M, My,...,M, ).

Exemplu: dacd A= {al,az,a3,a4,a5} s Ol = aqaza5A,a3843y, atunci o este un cuvant
de tip (3,1,2,0,1).
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Doua cuvinte de acelasi tip pot sa difere unul de altul numai prin ordinea componentelor,
deoarece fiind de aceleasi tip, elementele din A care apar in aceleasi cuvinte sunt aceleasi si apar de
acelasi numar de ori.

Definitia 6.2.2

Pentru un tip de cuvant dat, orice cuvant cu elementele mulfimii A care are acelasi tip se
numeste permutare cu repetitie de acest tip.

Exemplu: fie A={ay,a,,85,8,} si tipul (2,3,0,1). Atunci cuvintele a,@,a4a,a,8 si
a,a,88,2,8, sunt permutdri cu repetitie de tipul dat.

Notam cu P(ml, m,,..., mn) numarul permutarilor cu repetitie de tip (ml, Mo,..., mn) si
ne propunem sa calculdm acest numar. Pentru aceasta vom demonstra rezultatul urmator.

Teorema 6.2.3

Numarul permutarilor cu repetitie de tip (ml, m,,..., mn) este:

(my+my +...+m,)!
m!'m,L.m,!

P(m,my,....my ) =

Demonstratie
Fie A:{al,az,...,an} si tipul (n11,m2,...,mn). Ne propunem sa calculdim numarul
permutdrilor cu repetitie (deci al cuvintelor) de tip (ml,mz,...,mn) de lungime
C=m +my+...+m,.
Sa presupunem cd M ,M; ,...,M; sunt nenule, iar celelalte componente ale tipului
considerat sunt nule. Fie urmatoarea permutare cu repetitie (cuvant) de tipul considerat:
O(,:ai ai ...ai ai ai d ...ai ai ...ai .
1 T T kol K

m;, ori m;, ori m;, ori

ip

Pentru a obtine toate permutdrile cu repetitie de acest tip vom proceda in modul descris in
cele ce urmeaza.

Mai Tntdi renumerotdm componentele cuvantului O, obtindnd scrierea notatd cu 3 pentru
acelasi cuvant ol :

m; m; m;
B=a'a’.a “aa’.a 2.a a’..a *.

1N h 2 12 1o k Tk %
Dupa renumerotare toate elementele care formeaza cuvantul oo au devenit diferite intre ele.

Numarul tuturor permutarilor care se pot face cu elementele ,,diferite intre ele” din cuvantul B este
egal cu /!, unde /= m, + M, +..+M; si reprezintd lungimea cuvantului 0. Daca intr-0
permutare oarecare dintre cele /! permutiri se sterg indicii atribuiti elementelor componente in
etapa de renumerotare, se obtine o permutare cu repetitie de acelasi tip cu o . Este clar insa ca in

acest mod se poate obtine o aceeasi permutare cu repetitie de mai multe ori. Astfel, permutarea
initiald O se poate obtine din toate permutdrile componentelor cuvantului 3 care se obtin

A m; . A
efectudnd o permutare oarecare a celor m;  componente: aﬁ,aif,..,,ail'l, apoi efectuand o

1 452 m; . A . Y .
permutare a celor m, componente: aiz,aiz,...,aiz'Z si tot asa pand la ultimul indice, deci
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A 1 .2 mi . -
efectuand o permutare oarecare a celor m; componente: & , & ""’aik % si numai in acest mod.

mil

Dar numarul permutarilor componentelor aﬁ,aif ey A

i este egal cu mil!’ al componentelor

m.
al,a’,..a 2
2 2

. m;
3 este miz! si tot asa pana la ultimul indice Iy, al componentelor aﬁ( ,aii -

Tk
este M, I. Mai observam cd aceste permutiri se pot combina intre ele independent una de alta. Prin
urmare, cuvantul oL se poate obtine din exact M 3 m, L...- m;, I permutiri ale componentelor
cuvantului . Tn aceasti manierd se poate obtine orice permutare cu repetitie de tip
(ml,mz,...,mn) si de lungime /.

Prin urmare, numarul permutarilor cu repetitie de tip (ml,mz,...,mn) este mai mic de
m by b t=mtmpbomp D (dacd my=0, atunci mj!=1) ori decat numérul
permutarilor componentelor cuvantului B, care este egal cu

é!:(mil +M, o+ m )!:(ml+ my, +...+ mn)!. Am demonstrat ci are loc relatia:

m +m, +...+mp)!

_(
P(ml,mz,---amn)_ rn1|m2'mn'

Exemplu:

Pentru desfagsurarea unui joc, un numdr de 15 jucatori trebuie sa formeze
3 echipe astfel incat prima echipa sa aiba 5 jucatori, a doua 4 si a treia 6 jucitori. In cate moduri se
pot forma aceste echipe?

Rezolvarea problemei consta in determinarea numarului cuvintelor de lungime 15, fiecare de

tipul (5, 4, 6) . Acest numir este tocmai numirul permutirilor cu repetitie de tip (5, 4, 6) , adici:

|
P(5,4,6) =% — 630630.

Tn cazul particular al permutarilor cu repetitie de tipul (n -k, k) , avem:

n-k+k)!  nl K

_( _
P(n-kk)= (n—k)k! (n—k)!k!_C”’

deci numarul permutirilor cu repetitie din N —K litere egale cu a si k litere egale cu b este egal cu

ct.

6.3 Combindri cu repetitie

In paragraful 6.2 (permutiri cu repetitie) am determinat numarul cuvintelor de un tip dat
(teorema 6.2.3).

In continuare ne propunem si determinim numarul tipurilor diferite pe care le pot avea
cuvintele de lungime k, cu elemente dintr-o multime A care are n elemente.

Fiecare astfel de tip este un sistem de n numere naturale (ky,Kj,...,k), astfel incat

K; +ky +...+k, =K, cu precizarea ca unele dintre numerele K;, 1<1<n, pot fi si zero. Este
evident ca numarul kK poate fi mai mic, egal sau mai mare, decat numarul n si ca oricare ar fi
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sistemul de numere naturale (Ky,Ks,...,K,), cu proprietatea ki +k, +...+k, =k, exista cel

putin un cuvant de lungime k si de tip (kl,kz,...,kn), cu elemente dintr-o multime care n
elemente.
Concretizand, daca multimea A:(al,az,...,an), atunci intr-un astfel de cuvant elementul

a; apare de ki ori §i numarul ki , 1<1<n se numeste multiplicitatea lui a; .

Definitia 6.3.1
Sistemele de numere naturale (kq,Ky,...,K,) cu proprietatea ky +K, +...+k, =k se

C e . .. ” . - o ~k
numesc combinari cu repetitie de n elemente luate cate k, iar numarul lor se noteaza cu Cn .
Vom demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 6.3.2
Numarul combinarilor cu repetitie de n elemente luate cate k este dat de formula:
— (n+k-1)! ck
" ki(n-1yp MR

Demonstratie

Fie A= (al,az,..., an). Conform definitiei, o combinare cu repetitie de n elemente luate
cate k, este un sistem de numere naturale (ky,Kj,..., k), astfel incat ky +k, +...+k, =k . Acest
sistem poate fi scris ca un cuvant format numai din O si 1, inlocuind fiecare numar ki >0 prin
111...1 si punand 0 dupa fiecare grupd de unitati, cu exceptia ultimei grupe. Dacd avem K; =0,

ki ori

atunci pe acel loc se lasda 0. Astfel, numarul unitdtilor care intrd in componenta cuvantului astfel
obtinut este kl + k2 +..+ kn =K, iar numirul zerourilor este egal cu N—1. Rezultd ci numirul
cuvintelor diferite de aceasta forma este egal cu numarul permutarilor cu repetitie de K unitati si
N —1 zerouri, adica este egal cu P(k, n —1) . Insa,

k+n-1)t

P(k,n-1)= (k!(n “iy ~Crekr =Cy.

Exemplu

La o cofetarie existd 6 specialititi de prajituri. In cAte moduri se pot forma cartoane diferite,
cu cate 10 prajituri fiecare?

Rezolvare

Ordinea prajiturilor pe un carton nu are importanta, deci fiecare carton cu prajituri este dat
de un cuvant de lungime 10, format din 6 elemente (cele 6 specialitdti de prajituri). Deci, ordinea
componentelor cuvantului nu conteaza. Prin urmare, rezolvarea problemei consta in determinarea
numirului tipurilor diferite ale unor astfel de cuvinte, de lungime K = k1+ k2 +...+ k6 =10,

formate cu cele 6 specialititi de prajituri. Acest numar este egal cu numdrul combindrilor cu
repetitie de 6 elemente luate cate 10, deci
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— 360360
Cé C6+10 -1~ 15 —C15 = ALS 120 =3003.
5

Aplicatii

I Numdrul termenilor in scrierea canonica a unui polinom.
I. 1 Un polinom omogen de gradul k 1Tn n nedeterminate are cel mult

C Cn+k . =Cl_4 termeni.
Demonstratie

Fie P(Xl,XZ,...,Xn) un polinom omogen de gradul k, cu coeficienti intr-un corp K.
Condensat, el se va scrie astfel

P(XpXgrn Xp)= D0 g o Xgt XX

ki +Ko+...+ky=n
si numarul termenilor sdi este maxim daca tofi coeficientii sai Ak .k, sunt nenuli. Prin urmare,
numarul maxim de termeni al polinomului este egal cu numarul combinarilor cu repetitie de n
elemente Xy, X,,..., X,, luate cate k, deci egal cu Crlf. Daca m este numarul termenilor
polinomului considerat, avem ca
m=Cy =Cpx1=Chlika.

I. 2 Un polinom de gradul k n n nedeterminate are cel mult C|k(+n =Cy,, termeni.

Demonstratie
Fie polinomul de gradul k in n nedeterminate:

k k K
P(Xq, Xpyees X ) = D Ak Xt XXy

0<ky +ko +...+k, <k

si polinomul omogen de gradul k in N +1 nedeterminate:

_ ki y ko K i-1
Q(Xp Xgrn Xpu X) = D0 gy, g Xt X Xy X
0<kq +koy +...+k, <k
Cele doua polinoame P si Q au acelasi numar de termeni. Conform rezultatului demonstrat
la punctul 1. 1 deducem ca numarul de termeni ai polinomului P este mai mic sau egal cu numarul

combindrilor cu repeti‘;ie de n+1 elemente luate céte k, adica
Cn+1 c:n+1+k -1 Cn+k n+k

Il Formula unui produs de binoame. Binomul lui Newton. Puterea m a unei sume din n
termeni.

Il. 1 Fie produsul a n factori de forma:
n

H(a+bi):(a+bl)(a+b2)...(a+bn).

i=1
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Tn dezvoltarea acestui produs coeficientul lui a"k

posibile de k factori luati dintre bl, b2,..., bn :

este egal cu suma tuturor produselor

Demonstratie

Vom demonstra rezultatul prin metoda inductiei matematice dupa n, numarul de factori ai
produsului.

Pentru N =2 avem:
(a+b)(a+by)=a®+(b,+b,)-a+bb,
_ coeficientul lui a' =a®™ (deci k =1), este: b, +b, (suma produselor de k =1 factori).

— coeficientul lui @° =a%2 (deci k = 2) este: b, (suma produselor de k =2 factori).

Presupunem afirmatia adevarata pentru produsul a N —1 factori si o demonstrdm si pentru
produsul a n factori.
Fie, deci,
n-1
[[(a+b)=a""+Ra"?+Pa"*+. .+ R 4a" “ +..+ P,
i=1
unde B,_; este suma tuturor produselor posibile de k —1 factori dintre b;,b,,...,0,_; . Inmultim in

ambii membrii cu a+b,, si obtinem:
n
H(a +b) = (a”‘l +Ra"2+Pa" + .+ P .+ Pn_l)(a +b, )=
i=1
=a"+ (R +b,)a" + (P +Rby)-a" 2 +..+ (B + By -0y )a" 4+ + P,
Tn expresia (Pk + B bn) (coeficientul lui @" ™) avem:
— B, este suma tuturor produselor posibile de cate k factori care nu contin pe b, luati
dintre by,b,,...,0, 4;
— B_; este suma tuturor produselor posibile de cate K —1 factori care nu contin pe b,
luati dintre bi’ b2,...,bn_1;
—rezultd ¢d B _; - b, reprezintd suma tuturor produselor posibile de cate k factori, dintre by,
si termenii lui B _g;
— (Pk +RB_- bn) reprezinta suma tuturor produselor posibile de cate k factori luati dintre

b,by,... b, 1,

Am aratat, astfel ca afirmatia este adevarata si pentru produsul a n factori. Rezulta, conform
principiului inductiei matematice, ca afirmatia este adevarata pentru orice numar natural n.
Il. 2 Binomul lui Newton este un caz particular al celui precedent. Astfel, luand

b, =b, =...=b, =b, atunci coeficientul lui a" este egal cu C -b*.

Intr-adevar, numarul termenilor asemenea care contin pe a”"‘ -bk este dat de numarul
permutirilor cu repetitic de N —K litere egale cu a si k litere egale cu b, deci cu numarul

permutdrilor cu repetitie de tip (n—k,k) si care este egal cu C,I:. Deci,

(a+b)" =a"+Cta" M +...+Cfa" *b* +...+b".
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I1. 3 Puterea a m-a a sumei X1 + X5 +...+ X, are dezvoltarea urmatoare:

(X + X+t X,) = Z P(my,my,...m, )X " X52..%" ,
My +My +...+M, =M

My +my +...+m,)!

mIm,!.m,

unde P(ml,mz,...,mn):(

Demonstratie

. m s . . .
Pentru efectuarea dezvoltarii (Xl + X +...+ Xn) trebuie sa inmultim m factori egali Tntre
ei:
X+ X oot X

o X1+X2 +...+Xn;
m linii

X+ X + oot Xy

Astfel, se inmulteste fiecare termen din linia 1 cu fiecare termen din linia a doua, apoi
fiecare termen al sumei obtinute din produsul primelor doua linii cu fiecare termen din linia a treia
si se continua tot asa pana se termina cele m linii. In final se aduna toate produsele obtinute.

—m _

Numirul termenilor produsului obtinut in final este egal cu numirul An al aranjamentelor cu
repetitic de n elemente luate cate m, deci cu N™. In etapa urmitoare se grupeaza termenii
asemenea. Este «clar c¢d numarul termenilor asemenea cu xlmlx;" 2...X;]n N, unde

m+m,+...+ M, =M este egal tocmai cu numarul permutarilor cu repetifie de tip

(ml,mz,...,mn). Astfel, coeficientul termenului lelxgnZ...XrT” unde My +m, +...+M, =m

este egal, in suma finald, cu P(ml, m,,...,M, )

Exemplu
Conform formulei stabilite anterior, avem:

(x+y+2)’=P(3,0,0)-x*+P(0,3,0)-y* +P(0,0,3)z° +
P(2,1,0)x°y +P(2,0,1)x°z+P(0,2,1)y*z + P(1,2,0)xy* +
P
=—> 34
300!
L3 v+ SR X2y + 2y
oratol’ Tororal”  2rirol’ 7 2Lorl
A, 3, 3, 3,3

yz+ Xy~ + Xz° + yz© +
oL 211! 1. 210! 1101 2! 0L1! 2! 11111

=x3+ y3+23+3(x2y+x22+ y2z + xy? +xz° + y22)+6xyz

+P(1,0,2)xz* + P(0,1,2) yz* + P(1,1,1) xyz

+

Xyz =
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TESTE DE AUTOEVALUARE

Testul nr. 1

1. Sa se demonstreze relatiile:
a) Ck=cftrckd 4.+
b) Cf.., =CoCk +Cici ™t + .. +ClCP;

o Ccl+Ci+CP +...+...:%(2” +200$n—;).

2. Sa se calculeze sumele:

a) Ct+2C2+3C3+..+nC;

C—’?+C—%+C—’$+...+ Cn ;
1 2 3 n+1

ocl-ct+c+. . +(=D"CM

b)

3. Probleme diverse

1) Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand o mulfime din multimea submultimilor nevide
ale multimii {3, 456, 7,8} , aceasta sa aibd toate elementele impare;

2) Tntr-o grupa sunt 25 studenti, dintre care 12 sunt baieti. Sa se determine in cate moduri se
poate alege o echipa reprezentativa a grupei, formata din 3 baieti si 2 fete, care sa reprezinte

grupa la o intrecere studenteascd, stiind ca tofi studentii grupei sunt ap{i sd participe la
intrecere, cu sanse egale de calificare in etapa urmatoare.

3) Care este numarul functiilor bijective f :{1,2,3,4,5} —{1,2,3,4,5} cu proprietatea
f (1) = 37 Dar al functiilor injective ? Dar al tuturor functiilor care se pot defini in aceleasi

conditii ?

4) Care este numarul functiilor strict crescitoare T : {1, 2,3, 4} — {1, 2,3,4,5, 6} ? Dar al
functiilor strict crescitoare f 2{1,2,3, 4} —){1, 2,3,4,5, 6} cu proprietatea suplimentara
f(1)=12
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Testul nr. 2

1. Sa se demonstreze relatiile:

(n—2)1'tj|
3

1) Ct+Cl+C/ +...+...:%[2” +2c0s

yCl+Cr+Clr 4. :%(2“% 22 cos”f];
n

3) C0-C2+Ch-ct +...+...=22cos”74“.

2. Sa se calculeze sumele:

1) C2—2C +3C2 +...+(-D"(n+1)C";

2) 3C. +7C2 +11C> +...+(4n-1)C;

0 1 2 n
AT Y ) (. B
1 2 3 n+1

4) (c,?)2 —(Cr%)2 +((:§)2 4ot (D) (c,?)z.

3)

3. Permutari cu repetitie, aranjamente cu repetitie, combindri cu repetitie

1) Sa se determine numarul functiilor f Z{l, 2,3,4, 5} — {1, 2,3,4,5} cu proprietatea ca
f (1) =4,

2) Si se calculeze numarul functiilor  : {1, 2,3,4, 5} — {1, 2,3,4, 5} care au proprietatea
f(1)=f (4)=2:

3) Fie multimea A= {0,1, 2,3,4,5,6,7,8, 9} . Si se determine probabilitatea ca, alegind o
submultime de forma {a, b} ,unde a,b € A si aiba loc egalitatea a+b =8.

4) Fie multimea A= {0,1, 2,3,4,5,6,7,8, 9} . Si se determine probabilitatea ca, alegind o

pereche de forma (@,b) din produsul cartezian Ax A, s aiba loc egalitatea @ +b =8.
Comparati s1 comentati rezultatul obginut cu cel de la problema 4.
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TEME DE CONTROL

TEMA DE CONTROL Nr. 1

Multimi finite, ordonate. Aplicatii injective, bijective, permutari, aranjamente,
combinari.

1. Sa se demonstreze relatiile:

1) CJ, =(Cr?)2 +(Cr1])2 +...+(Cr?)2;

2) C2+C>+C? +...+...=%[2” +2C0Ss

(n—4)n}
3

n
3) C%+CE+C2+,“+._.:%(2n1+228inn77rrj;

n
4) c,%—c§+c,?—c,f+...+...:22sin'%°.

2. Sa se calculeze sumele:
1) CY+2Ct+3C2+...+(n+1)C;
2) CL—2C2 +3C3 +...+(-D"'nCM;

k |, ~k k k .
3)Cr +C1+Chin+..+Ch

3. Probleme de numarare:

1) Céte numere naturale de trei cifre distincte se pot forma cu elementele multimii

{1,35,7,9}

2) Cate numere naturale pare de patru cifre distincte se pot forma cu elementele multimii

{1,2,35,6,7,9)?

3) Sa se calculeze probabilitatea ca, alegdnd un numar din mulfimea numerelor naturale de 3
cifre, acesta sa aiba doua cifre egale;

4) Tntr-o grupa sunt 25 studenti, dintre care 12 sunt biieti. Si se determine in cite moduri se
poate alege o echipa reprezentativa a grupei, formata din 3 baieti si 2 fete, care sa reprezinte
grupa la o iIntrecere studenteasca, stiind ca tofi studenfii grupei sunt apti sa participe la
intrecere, cu sanse egale de calificare in etapa urmatoare.
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10.

TEMA DE CONTROL Nr. 2

Permutéri cu repetitie, aranjamente cu repetitie, combinairi cu repetitie

Utilizand relatia:
m
(X + X+t X)) = :E: P(my,my,...m, )X "Xz 2..X, " , unde
My +My +...+M, =M
) (M +m, +...+my)!
" m!m,L.m,

, sa se calculeze expresiile:

P(m,m,,...,m

3
a) (a+b+c+d)’;
4
b) (X+y+2).
Sa se genereze toate sistemele de numere naturale (kl, k2 - kn ) , CU proprietatea
K +ky +...+k, =K, stiindca n=3 si k=4,
Sa se determine numarul functiilor f Z{l, 2,3,4, 5} —>{1, 2,3,4,5} cu proprietatea ci
f (l) =4,
Céate numere naturale pare de patru cifre distincte se pot forma cu elementele multimii

{1,2,35,6,7,9)?

Sa se calculeze numarul functiilor f 2{1,2,3, 4, 5} —){1,2,3, 4, 5} care au proprietatea
f(1)=f(4)=2;

Fie multimea A={O,l,2,3,4,5,6,7,8,9}. Si se determine numirul submultimilor

mulfimii A care au 5 elemente, dintre care exact doua sunt numere pare.

Sa se determine numarul functiilor strict descrescitoare f 2{1, 2,3, 4} — {1,2,3, 4,5,6},
cu proprietatea  (4)=2;

Cate functii f: {1 2,3,.. 10} {0 1} cu proprietatea

F(1)+ F(2)+ F(3)+ F(4)+ f(5)+ f(6)+ F(7)+f(8)+f(9)+F(10)=3 se

pot construi ?

Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale
formate din trei cifre, acesta sa aiba toate cifrele pare.

Fie multimea A= {0,1, 2,3,4, 5,6,7,8,9}. Si se determine probabilitatea ca, alegand o
submultime de forma {a, b} ,unde a,b € A si aibi loc egalitatea a+b=8.
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11. Fie multimea A:{O,l, 2,3, 4,5,6,7,8,9}. Sa se determine probabilitatea ca, alegand o
pereche de forma (a,b) din produsul cartezian Ax A, si aibi loc egalitatea a+b=8.

Comparati s1 comentati rezultatul obtinut cu cel de la problema 9.
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UNITATEA DE INVATARE NR. 2 - ELEMENTE DE TEORIA GRAFURILOR. STUDIUL
GRAFURILOR CU AJUTORUL MATRICELOR BOOLEENE ASOCIATE

Obiective urmarite:

Insusirea unor notiuni fundamentale din domeniul teoriei grafurilor.

Formarea deprinderilor de modelare matematici a unor probleme de natura
informatica, tehnica sau economica, cu utilizarea cunostintelor nsusite.

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele

fundamentale si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea aptitudinilor si deprinderilor de analiza logica, formulare
corecta si argumentare fundamentatd, in rezolvarea problemelor tehnico-economice
si de specialitate;

Rezumat:

In aceasta unitate de invitare sunt prezentate, pe parcursul a trei lectii, urmitoarele:
— definitii, terminologie, notatii, concepte fundamentale in teoria grafurilor;
— algoritmi si metode de studiu in teoria grafurilor cu ajutorul matricelor booleene
asociate.
Dupa parcurgerea acestei unitati de invatare studentii trebuie sa-si insuseasca urmatoarele:
notiunea de graf in reprezentare analitica, sagitald sau matriceala;
notiuni legate de orientare: drum, subdrum, circuit, graf partial, subgraf, graf tare conex,
componentd tare conexa, succesori si predecesori, arbori;
notiuni legate de neorientare: muchie, lant, ciclu, graf conex, componentd conexa;
matrice booleana, matrice de adiacentd, matricea drumurilor sau matricea conexa
terminald asociate unui graf;
drum hamiltonian in grafuri fara circuite si in grafuri cu circuite;
algoritmi de determinare a drumului hamiltonian, graf condensat;
operatii cu grafuri $i cu matrice booleene asociate grafurilor: reuniunea, intersectia,
produsul de compozitie, graful reciproc;
algoritmi pentru determinarea numarului si lungimii circuitelor si a arborilor intr-un
graf.

Cuvinte cheie:

Notiunile de: graf, drum, subdrum, circuit, graf partial, subgraf, graf tare conex, componenta
tare conexd, succesori si predecesori, arbori, muchie, lant, ciclu, graf conex, componenta
conexa, matrice booleand, matrice de adiacentd si matricea drumurilor asociate unui graf,
drum hamiltonian, drum eulerian

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar insusirii notiunilor teoretice si algoritmilor prezentati in
unitatea de invatare nr.2, precum si formarii deprinderilor de calcul si utilizarii algoritmilor
pentru rezolvarea claselor de probleme specifice acestei parti a cursului este estimat la

aproximativ 2-3 ore pentru fiecare lectie. Se adaugd un timp mediu aproximativ egal pentru
rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temei de control.




LECTIA 3 - ELEMENTE DE TEORIA GRAFURILOR

Teoria grafurilor este o ramura relativ tdnara a matematicii, prima lucrare n acest domeniu
fiind scrisa de Euler, in urma cu doua secole.

Interesul pentru teoria grafurilor a crescut mult Tn ultimele decenii, odata cu aplicarea
acesteia Tn rezolvarea a numeroase probleme din economie, sociologie, psihologie, inginerie etc.
Teoria grafurilor se considera astazi ca face parte din domeniul matematicii combinatoriale, avand
interferente cu algebra, topologia si teoria probabilitatilor.

1.1 Definitii, terminologie, notatii, concepte fundamentale

Fie o multime nevidi, X #(J si o aplicatie I': X —»P (X ) Aceastd aplicatie defineste
pe X o relafie binard, R si anume XRy, X,ye X, dacd Y EF(X). Fie RcXxX,
R={(xy)/XRy,X,ye X}. Avem, deci: (V) xe X awnci (X,y)€R daca yeI(X).
Avand data o relatie binara pe X, de exemplu printr-o submultime R < X x X, putem defini pe X
o aplicatie I" astfel: pentru (V) Xe X,y eF(X) daca (X, y) eR.

Daci Ac X si I':X —>P (X), vom numi imaginea lui A prin T multimea

def
r(A)= Jr(x).

xeA
Definitia 1.1.1
Se numeste graf ansamblul format dintr-o multime X si o aplicatie I": X —P (X) si se

noteaza G = ( X ,F). Avand in vedere consideratiile de mai sus rezultd ca o definitie echivalenta

este urmatoarea: se numeste graf un cuplu G = ( X ,F) unde X este o multime nevida iar " este o

relatie binard pe X.
Deoarece in aplicatiile uzuale se intalnesc de obicei grafuri definite pe multimi finite, in

continuare ne vom ocupa numai de grafuri G =(X,I") in care X ={Xy,Xy,..., X,} este finita.
Numarul elementelor lui X determind ordinul grafului finit G. Céand card(x ) =n, graful

G =(X ,F) se numeste graf finit de ordinul n. Elementele multimii X se numesc varfuri ale
grafului G.
Vom spune ci G =(X,F) este dat Tn reprezentare analiticA daci se di

X Z{Xl,Xz,...,Xn} si pentru (V) X; € X se precizeaza multimea F(Xi ) eP (X )

1.2 Definirea notiunilor legate de orientare

Un graf G :(X ,F) poate fi dat i in reprezentare geometrica sau sagitald. Aceasta se

obtine 1n modul descris in continuare.
Se reprezintd fiecare element al multimii X printr-un punct ales arbitrar in plan, cu
respectarea conditiei ca la elemente diferite ale lui X sa corespunda puncte diferite in plan. Mai

departe, dacd Xe X si Y€ F(X), atunci punctul care-1 reprezinta pe X se leaga de punctul care-|
reprezinta pe y printr-un arc orientat (sageatd) de la x la y. Varful x se numeste originea sau
extremitatea initiald a arcului (X, y), iar varful y se numeste extremitatea sa finala sau terminala.
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Daca un varf nu este extremitatea nici unui arc, el se numeste varf izolat. Daca un varf este
extremitatea a mai mult de doua arce, se numeste nod. Un arc pentru care extremitatea initiala
coincide cu cea finald se numeste bucld; sensul sagetii in reprezentarea unei bucle nu are
importanta.

Graful G =(X,F) este complet determinat de mulfimea varfurilor X si de multimea

arcelor, pe care 0 vom nota cu U. Este evident ca multimea U a tuturor arcelor grafului G determina
complet aplicatia I" si reciproc, aplicatia I" determind complet multimea U a arcelor grafului.

Astfel, un graf G poate fi dat fie prin ansamblul (X ,F) , fie prin ansamblul (X U ) :

Exemplul 1.2.1

Fie graful G =(X,F), unde: X ={X1,X2,X3,X4,X5,X6}, ia functia I este datd prin
multimea valorilor sale 1n toate varfurilor grafului:

FO)=Posli T0o)=Pexens)i  Tl6)=al,  Flx)= (%)

[(X5)={X3, X} T(X)={X2, X3, X4, %} -

Deoarece punctele din plan pentru reprezentarea elementelor lui X pot fi alese arbitrar in
plan, acelasi graf poate avea reprezentdri diferite din punct de vedere grafic. O reprezentarea
geometrica (sagitald) a acestui graf poate fi cea din figura 1.2.1

Fig. 1.2.1

De asemenea, daca se da aplicatia I, se poate determina multimea U a arcelor grafului.
Reciproc, dacd se da reprezentarea sagitald a unui graf se poate deduce reprezentarea

analiticd a sa, adicd aplicatia I : X —>P (X ) si evident, multimea X.

Exemplul 1.2.2
Fie graful G avand reprezentarea sagitala in figura 1.2.2.
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Fig. 1.2.2

Multimea varfurilor: X = {Xl, X9, X3, X4, X5}.
Multimea arcelor:
U ={(%0 %) (%% ). (0% ), (Xas %), (Xa X2 ), (X Xa )+ (X X ) (%21 X4 ) (%6 %6 )|
Aplicatia I': X —-P (X) este definita astfel: F(Xl)Z{Xl,XZ,X3}, F(XZ) Z{Xl,X4},
T(x3)={X2 Xaf. (%) ={%a}, T(Xs5)={xs}.
Doua varfuri distincte X si Y se numesc adiacente daca existd un arc care le uneste:
(X, y) €U . Doud arce sunt adiacente dacd originea sau extremitatea unuia din ele coincide cu

originea sau extremitatea celuilalt. Un arc (Xi,x j) se spune cd este incident cu varful X; spre
exterior si este incident cu varful X;j spre interior.

Intr-un graf G Z(X,U), se numeste drum un sir de arce (ul,uz,...,uk) astfel Tncat

extremitatea terminald a unui arc U; coincide cu extremitatea inifiald a arcului urmator, Uj,q. Un
drum din graful G se numeste simplu daca parcurge o singura data fiecare arc al sau, in caz contrar

numindu-se drum compus. Un drum se poate defini si ca o succesiune de varfuri, (Xi1 , Xi2 yorey Xik ) ,
astfel incat X; € F(Xi_ ) (V) je{L2,...k—1}, ceea ce este echivalent cu (Xi- X )eU ,
j+1 ] ] j+1

(V) je {1,2,...,k —1} . Un drum de la x la x se numeste circuit. Intre doud varfuri oarecare ale

grafului G pot exista mai multe drumuri sau nici unul.

Un drum care trece o singura data prin fiecare varf al sau se numeste drum elementar, iar
in caz contrar se numeste neelementar. Un drum elementar este simplu, dar un drum simplu poate fi
neelementar (de exemplu, un drum simplu care contine un circuit).

Un circuit se numeste simplu daca parcurge o singurd datd fiecare arc al sau si este

elementar daca trece o singurd data prin fiecare varf al sdu. O bucla se mai poate defini si ca un caz
particular al unui circuit format dintr-un arc.
Lungimea unui drum este datd de numarul de arce din care este compus drumul; nu trebuie sa
confundam aceasta nofiune cu lungimea drumului in sensul curent al acestei notiuni (masurabila in
m, de exemplu).

Un drum elementar care trece prin toate varfurile grafului G se numeste drum hamiltonian.
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Undrum p’ se numeste subdrum al unui drum p daca varfurile consecutive ale lui ' sunt
varfuri consecutive si in L. Tn figura 1.2.1 drumurile W = {XZ,X5,X3,X4} si Uy ={X1,X2,X5}
sunt subdrumuri ale drumului p = {Xl, Xp, X5, X3, Xg, XG} .

Fie G= ( XU ) un graf, dat prin mul{imea varfurilor X si multimea arcelor, U.

Se numeste graf partial al grafului G = ( X,U ) ,ungraf G'= ( X,U '), unde U'cU.

Un graf partial al unui graf G se obtine prin suprimarea unor arce din graful G; varfurile
grafului G si ale oricarui graf partial al sdu raman aceleasi.

Se numeste subgraf al grafului G =(X ,F) (dat prin aplicatia I': X —»P (X)) un graf
G’ =(X',F'), unde X' < X iar I'"" este definita prin F'(X) ZF(X)ﬂ X" (V) xe X',

Prin urmare, un subgraf al unui graf G se obtine prin suprimarea unor varfuri ale grafului G

si a tuturor arcelor care au una din extremitati in varfurile suprimate.
In figura 1.2.3 este reprezentat un graf partial al grafului din figura 1.2.1, obtinut prin

suprimarea arcelor (Xl,xz), (X3,X4), (X5,X3) si buclei (X6,X6).

Fig. 1.2.3

In figura 1.2.4 este reprezentat un subgraf al grafului din figura 1.2.1, obtinut prin
suprimarea varfurilor X; si X4 si a tuturor arcelor care aveau o extremitate in fiecare dintre aceste
varfuri.
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Un graf G :(X ,F) se numeste complet daca (‘v’) X,ye X, X#V, exista cel putin
unul din arcele (X, y), (y, X) sau, cu alte cuvinte, daca (X, y) ¢U , rezulta (y, X) eU,
(V) x,ye X, x=y.

Un graf este simetric daci (V) (X, y) ceU :>(y, X) eU si antisimetric daci
(V) (x,y)eU =(y,x)gU.

Un graf este simplu daca X =X;UX,, X ,X,#d, X NX,=D i
(V) (x,y)eU =>xeX;siyeX,.

Un graf este tare conex daca (V) X,y € X,X# Y, exista in graf un drum de la x la y (sau
ca orice pereche de varfuri X,y € X, X# Y, se afld pe un circuit).

Fie X € X . Multimea C(X) < X, formatd din varful X si toate varfurile Yy € X pentru
care exista un circuit ce trece prin varfurile y si X se numeste componenti tare conexa a lui G,
corespunzatoare varfului X € X . Astfel, daca Yy € C(X) , Inseamna ca existd un drum de la x la'y

siunul dey la x.
Pentru componentele tari conexe ale unui graf are loc rezultatul exprimat in teorema
urmatoare.

Teorema 1.2.1

Multimea componentelor tari conex ale unui graf G = ( X ,F) formeaza o partitie a lui X,

adica:
1°. C(x) =D,
2°. C(%)=C(x;)=C(x)NC(x;)=2,
30 C(XI):X
XiEX
Demonstratie

1°. Din definitia multimii C(Xi ) avem cd X; €C (Xi ) deci C (Xi ) * O, (V) X e X.

2°. Fie C (Xi ) #C (X j ) si presupunem prin absurd cd intersectia lor este nevida. Rezulta,
deci, ca (El) Xk EC(XI)HC(XJ)

Din X, €C (Xi ) rezulta ca existd un circuit ce trece prin X s1 X .

Din X, €C ( X ) rezulta cd exista un circuit ce trece prin X; si Xy .

Prin urmare exista un circuit ce trece prin X; si X;j si X, de unde rezulta ca X; € C ( X ) si
Xj € C(Xi ) , deci C(x; ) = C(Xj ), contradictie cu ipoteza ca C(Xi ) # C(Xj ) Rezultd ca
presupunerea ficuta este falsa, deci rimane ca C (Xi ) NC (X i ) =0.

3°. Este evident ca (V) X; € X, avem C(Xi)c X, deci U C(Xi)c X.

XiEX
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Totodata, deoarece X = U {Xi} si {Xi} CC(Xi) rezultd ca are loc si incluziunea
XiEX
inversd: X = U {Xi}c U C(Xi).
XiGX XiEX

Din dubla incluziune rezulta egalitatea 3° din enuntul teoremei.

Teorema 1.2.2

Un graf este tare conex daca si numai daca are o singurd componenta tare conexa.
Demonstratia se obtine imediat prin reducere la absurd utilizand definitia componentei tare
conexa a unui graf si a rezultatului stabilit in teorema anterioara.

1.3 Definirea notiunilor legate de neorientare
Fie G :(X ,F) un graf.
Se numeste muchie a grafului G orice pereche neordonatd de varfuri X,y e X, X#Y,

astfel ca (X, y) eU sau (y, X) €U sau ambele, concomitent, adica daca legitura dintre cele doud

varfuri distincte x si y poate fi facuta indiferent in ce sens (fie de la x la 'y, fie de la y la x, fie in
ambele sensuri), printr-un arc de lungime egala cu 1. O muchie se reprezinta geometric printr-un

segment neorientat care leaga varfurile X si y care o definesc si se va utiliza notatia [X, y]. Vom
nota multimea tuturor muchiilor grafului G prin U. Un graf in care legaturile dintre varfuri sunt

muchii se va numi graf neorientat, in timp ce graful pentru care toate legaturile dintre varfuri sunt
arce orientate, se va numi graf orientat. Unui graf orientat simetric i se poate asocia un graf

neorientat, legatura dintre doud varfuri X si y realizatd de cele doua arce (X, y) si (y,x), de

sensuri contrarii, inlocuindu-se cu muchia [ X, y].

De asemenea, unui graf neorientat i se pot asocia mai multe grafuri orientate, Tnlocuind
fiecare muchie cu doud arce orientate Tn sens opus.

Fie G =(X,U) un graf neorientat si X € X . Se numeste gradul varfului x numarul

muchiilor care au o extremitate Tn varful X si se noteaza cu g (X) . Daca g(y) =0, atunci varful y
este izolat.

Propozitia 1.3.1

Tntr-un graf neorientat cu m muchii, suma gradelor tuturor varfurilor este 2m.

Justificarea este imediata, t{inand cont cd In suma gradelor varfurilor fiecare muchie [X, y]
este numarata de doua ori.

Tn graful neorientat G I(X,U) un sir de muchii [Ul,Uz,...,Uk] se numeste lant daca

fiecare muchie U; este legatd printr-0 extremitate de muchia Uj_; si prin cealaltd extremitate de
muchia U;,,, (V) e {2,3,...,k —1}. Evident, un lant poate fi definit si printr-o succesiune de
varfuri [Xl’ X2,..., Xk]’ daca [XI , Xi+1] = UI ) (V) e {1, 2,..., k —1} .

Un lant finit in care varful initial coincide cu cel final se numeste ciclu.

Un lant este simplu daca nu trece de doua sau mai multe ori prin aceeasi muchie.

In caz contrar el este lant compus. Un lant este elementar daca trece o singura data prin

fiecare dintre varfurile sale, in caz contrar numindu-se neelementar. Un ciclu poate fi simplu sau
compus elementar sau neelementar.
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Un graf este conex daca pentru oricare doud varfuri X,y € X, X# Y existd cel putin un
lant de la x lay.

Fie G =(X ,F) un graf, Xe X si C(X) multimea formatd din X si din toate celelalte
varfuri ale grafului legate prin lanturi de X. Multimea C (X) astfel constituitd se numeste
componenta conexa a lui G, generata de varful X (sau corespunzatoare varfului X). Este evident ca
C (X) determind un subgraf al lui G care este, desigur, conex. Ca si in cazul grafurilor orientate se
pot demonstra doua rezultate similare celor din teoremele 1.2.1 si 1.2.2. Astfel, in cazul grafurilor
neorientate avem:

Teorema 1.3.2

Multimea componentelor conexe ale grafului G =(X,U) constituie o partitie a lui X,
adica:

1°. C(x)#D;

2°.C(x)=C(x;)=C(x)NC(x;)=2:

3°. U C(x)=X.

XjeX

Asadar daca exista mai multe submultimi distincte C(Xi ) ale lui X, atunci acestea formeaza

o partitie a lui X.

Teorema 1.3.3

Un graf este conex daca si numai daca are o singurd componenta conexa.
Demonstratiile acestor doud teoreme sunt analoage cu cele ale teoremelor 1.2.1 si 1.2.2 din
paragraful anterior.

Exemple

Fig. 1.3.1
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Graful G = ( X ,F)din figura 1.3.1 este dat in reprezentare sagitala. Multimea X a varfurilor
sale este: X ={Xy, X, X3, X4, X5, X, X7, X3, Xg, X4, Xq1, Xap } . Aplicatia I': X —P(X) este
definita prin:

(%) ={X, X4 %0}: T(X) ={X0, Xa}; T(X3) ={Xa, X4 }: T(X4) ={X0}:

F(xs5)={%}: T(X)={Xs X7 }: T(x7) ={x7}: [(xg) ={D}

(%) ={%e: %2} T(%0) ={D}: T (1) = {Xo: Xa2f: T(%2) = { X}

Acest graf este neconex deoarece nu existd, de exemplu, nici un lant care sa lege varfurile
X1 si Xg.

H g}raful are trei componente conexe. Partitia corespunzatoare a mulfimii varfurilor
X = {Xl, X0y Xlz} este formatd din submultimile:

C (%)= 1% X0 X Xas X0} 3 C (%) =1{X6, X6, X7} 1 C(¥u1) = { X1, %91 Xg a2 -

Subgrafurile determinate de aceste multimi sunt prezentate in aceeasi figura, 1.3.1 si pot fi
privite ca grafuri independente.

Grafurile de care ne vom ocupa Tn continuare vor fi conexe, acesta fiind cazul Tntalnit n
aplicatiile practice. Daca totusi un anumit proces sau fenomen este modelat printr-un graf neconex,
atunci proprietdtile care ne intereseaza sunt studiate pentru fiecare componentd conexa a grafului
consideratd ca un graf independent.

1.4 Succesori si predecesori

Fie G= ( X ,F) un graf si X,y € X . Spunem ca y este un succesor al lui x sau ca x este un

predecesor al lui y daca exista in graful G un drum de la x la y.
Daca aceste drum este format din k arce de la x la y spunem ca y este un succesor de

ordinul k al lui x sau ci x este un predecesor de ordinul k al lui y. Daca X € X , atunci rk (x)

este mulfimea succesorilor de ordinul k ai varfului x, iar r« (X) este multimea predecesorilor de
ordinul k ai lui x in graful G. Graful notat prin Gk =(X ,Fk) se numeste graful succesiunilor de
ordinul k ale grafului G.

Definitia 1.4.1
Fie G:(X,F) un graf si X€ X . Vom numi inchiderea tranzitivi a varfului x

multimea F UF ( ( )= X).

Multimea F (X) este formata din varful X si toti succesorii sai din graful G. Graful

A

G= ( X ,f) se numeste inchiderea tranzitiva a grafului G = ( X, )

Analog, multimea - UF se numeste i1nchiderea tranzitivd inversa a

varfului x si este formata din varful X si d1n multimea tuturor predecesorilor lui X Th graful G.
Daci pentru orice X € X are loc egalitatea I (X) = X atunci graful este tare conex si
reciproc.
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Teorema 1.4.2

Tntr-un graf finit fara circuite existd cel putin un varf fara succesori si cel putin un varf fara
predecesori.

Demonstratie

Fie G = ( X ,F) un graf finit, fara circuite si X € X arbitrar. Daca X nu are nici un succesor
afirmatia din prima parte a teoremei este, evident, adevaratd. Sa presupunem ca X are cel putin un
succesor si fie X, (Xl * X) unul dintre acestia. Mai departe, dacd X; nu are succesori, teorema

este verificatd. In caz contrar, fie X, un succesor al lui X; . Evident, X, & {X, Xl} si rationamentul
se continua in acelasi mod. Deoarece graful este finit, procesul de alegere a varfurilor distincte
X, %1, Xo,... CU Xy ,q succesor al lui X, (V) K ZO(XE XO), va duce dupa un numdr finit de

pasi, la un varf fara succesori. Analog se demonstreaza si a doua partea teoremei, respectiv
existenta cel putin a unui varf fara predecesori.

1.5 impirtirea unui graf fara circuite in nivele

Fie G Z(X ,F) un graf finit, farad circuite. Conform teoremei 1.4.2, multimea varfurilor
fara predecesori este nevida. Definim nivelul 1 al grafului ca fiind format tocmai din aceasta
multime, a varfurilor fira predecesori. In continuare se determina subgraful G;, obtinut din G prin
suprimarea varfurilor nivelului 1. Acest subgraf este, de asemenea, fara circuite. Definim nivelul 2
al grafului G ca fiind multimea varfurilor fara predecesori ai grafului G; (<> nivelul 1 al lui G;).

Procedeul se continua pana cand se ajunge la multimea varfurilor fara succesori, aceasta
formand ultimul nivel al grafului. De mentionat ca procesul de obtinere a nivelurilor se poate
desfasura si in sens invers, incepand cu obtinerea in prima faza a ultimului nivel, adica a multimii
varfurilor fard succesori i apoi, succesiv a celorlalte nivele.

Exemplul 1.5.1
Fie graful finit si fara circuite din figura 1.5.1. Ne propunem sa-l impartim in nivele.
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Cautdm mai intdi mulimea varfurilor care nu au predecesori. Gasim X; = {Xl, XG} . Xy va

forma primul nivel. Construim subgraful obtinut prin suprimarea vérfurilor din multimea X; si
tuturor arcelor care au o extremitate in aceste varfuri. Se obtine graful din figura 1.5.2.

7

Fig. 1.5.2

Multimea vérfurilor care nu au predecesori din acest subgraf este X, = {XZ, X3, X7} siva

forma nivelul al doilea al grafului G. Subgraful obtinut prin suprimarea varfurilor din multimea X,
si a tuturor arcelor care au o extremitate in aceste varfuri este prezentata in fig. 1.5.3.

X8

Fig. 1.5.3

Multimea vérfurilor care nu au predecesori din acest subgraf este X5 = {X4, Xz, XS} siva
forma al treilea nivel.
Ultimul nivel va fi format numai din varful Xq, singurul care nu are nici un succesor.

Graful initial se poate redesena, punand pe o aceeasi dreaptd verticala toate varfurile situate
pe acelasi nivel.
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Mai observam ca nivelele formeaza o partitie a lui X.

La algoritmul de impartire a unui graf finit fara circuite se mai poate adauga o conditie. De
exemplu, se poate cere ca toti succesorii unui varf X sa se afle in nivelul imediat urmator (sau
implicit, toti predecesorii lui X sa se afle pe nivelul imediat anterior). Fara o astfel de conditie este
posibil sa se poatd obtine Tmpartiri diferite pe nivele ale aceluiasi graf, cu structuri diferite ale
multimilor varfurilor pe nivelele respective.

In exemplul anterior, in absenta ultimei conditii, varful X3 de pe nivelul 2 se poate plasa pe

nivelul 3 sau pe nivelul 4, obtinandu-se reprezentari diferite de cea din figura 1.5.4, cu structuri
diferite ale multimilor varfurilor de pe nivelele 2, respectiv 3 sau 4.
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LECTIA 4 - MATRICI BOOLEENE ASOCIATE GRAFURILOR
2.1 Matricea de adiacenta asociatd unui graf.

Definitia 2.1.1

O matrice AeM n(D ) se numeste matrice booleana daca orice element al sau este fie 0,
fie 1.
Fie G= ( X,U ) un graf dat prin mulfimea varfurilor sale X = {Xl, Xoyuens Xn} si multimea
U a arcelor sale. Putem pune in evidentd legaturile dintre varfurile grafului G cu ajutorul unei
matrice A= (aij ) I, je {1, 2,..., n} , definita astfel:
1 daci (x.X;)eU

1°7]

i = (2.1.1)

0 daca (xi,xj)eu

Este evident ca matricea A este o matrice booleana numita matricea booleana atasata
grafului G sau matricea conexa atasata lui G. Oricarui graf G i se poate asocia 0 unicd matrice

booleand in acest mod si reciproc, oricarei matrice booleene A:(aij ), I j IS {1, 2,...,n} i se

poate asocia un graf G =(X,U).

Exemple

a) Fie graful G din figura 2.1.1, dat in reprezentare sagitala.
X3

»

> X4

Fig. 2.1.1

Matricea conexa sau matricea booleana asociata acestui graf se completeaza conform relatiei
(2.1.1) si este urmatoarea:

X, Xy X3 X4 Xg

(98]

x 0 1 0 0 O
X2, 0 0 1 0 O
=A
X3 0 1 0 1 O
X, 0 1 0 0 1
X 0 1 0 0 O

b) Fie matricea booleand urmatoare:
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X Xy X3 X4 Xg  Xg

x 0 1 0 0 0 1
X, 0 0 1 0 0 1
A=x, 0 0 0 1 0 O
X, 0 0 0 1 1 0
X, 0 0 1 0 0 0
X, 0 1 1 0 1 0

Aceastd matrice determind in mod unic un graf. Multimea U a arcelor acestuia este

(X1 %2 ), (%0 %6 ) (X2, X3), (X2, %6 ). (Xa, X4 ), . .
= , 1ar reprezentarea sa sagltala este

(Xa:Xa).(X4:%5 ) (X5: %3 ). (X6, %2 ) (X6: X3) . (X6, X5 )
prezentata in fig. 2.1.2.

Fig. 2.1.2

Unele proprietiti ale grafului G = ( X,U ) pot fi caracterizate mai usor cu ajutorul matricei
booleene asociate. Astfel, daca @;; =1 inseamna ca in varful X; graful are o bucld; matricea
asociata unui graf fara nici o bucla are numai valoarea 0 pe diagonala principala.

Daca matricea A= (aij) este simetrica (aij = aji, (V) I, j el?,..., n) atunci graful sau
asociat este simetric si reciproc.

O matrice A:(aij) cu g; =1, (V) I, j€l,2,...,n caracterizeazi un graf plin. Un graf

este antisimetric daca & =1= ajj =0 si complet daci i =0= a;ji =1, (V) I,j€l2,..,n.

Un graf este neconex dacd matricea booleand asociatd a sa are forma diagonald pe blocuri sau poate
fi adusa la forma diagonala prin renumerotarea varfurilor (ceea ce este echivalent cu permutarea
corespunzatoare a liniilor si coloanelor matricei booleene asociate). Fie, de exemplu, graful din fig.
1.3.1 (pag. 8, cap. 1), reluat in fig. 2.1.3.
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Fig. 2.1.3

Acest graf este neconex (contine varfuri nelegate prin nici un arc) si are trei componente
conexe.
Matricea booleana asociata acestui graf este urmatoarea:

Xg X5

2
>
¢}
X
X
2
o
&
x
H
&

+
X9 X1 X2 ¢ (Xi

&
O O O O OO O O O O - O
O O O O O O O O O O O
O O O O O O O O O Rk, |- O
O O O O O O O O O Rk O k.
O O O O O O O O b O O k.
O O O O O b OO0 O o o o
_ O O O O O O b O 0O O o O
O O O O R b OO O o O o
N b O b OO0 OO0 O O O o o
O b OO OO0 O O o o o o
O O OO OO O O o o o o
O B b O OO O O O o o o
R NN O RPN R O R, NN W —

g (x) 1 1 2 2 2 1 2 1 0 1

Matricele scoase in evidentd pe diagonala matricei A sunt matrice booleene atasate
componentelor conexe ale grafului, considerate ca grafuri separate.

Tot cu ajutorul matricei booleene asociate unui graf se pot caracteriza si pune in evidenta
anumite concepte legate de clasificarea varfurilor unui graf. Am definit, astfel, gradul unui varf

X € X ca fiind numarul muchiilor care au o extremitate in varful X si 1-am notat cu ¢ (X) . Intr-un

graf orientat se mai pot defini cateva notiuni legate de clasificarea varfurilor sale, utile in stabilirea
altor rezultate in teoria grafurilor.
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Definitia 2.1.2
a) Se numeste grad de emisie sau grad de iesire sau grad local exterior al unui varf

. - —+ - . « 0. - A A
X € X sise noteazd cu Q (X) , numarul arcelor care au extremitatea initiala in varful x .

Astfel, daci U * (X) =multimea arcelor din graful G care au extremitatea initiala in varful

Xe X,
(2.1.2)

U+(x):{(x, y)eU|yeF(x)},

atunci
9" (x)=card (U - (x)) (2.1.3)

b) Se numeste grad de receptie sau grad de intrare sau grad local interior in varful

Xe X sisenoteazicu g (X) , numarul arcelor care au extremitatea finald in varful X.

Astfel, daca U _(X) =multimea arcelor din graful G care au extremitatea finala in varful

Xe X,
U‘(x):{(y,x)eU|x6F(y)}, (2.1.4)
atunci
9 (x)= card(U‘(x)). (2.1.5)
Rezulta atunci ca gradul varfului x este
(2.1.6)

g(x)=9"(x)+97(x).

Definitia 2.1.3
a) Un varf Xe X se numeste punct de emisie sau sursi sau punct de iesire daci:

g" (X) >0 si g_(X) =0, adica U _(X) = . (<> toate arcele incidente n x au ca extremitate

initiala varful x < varful x nu are predecesori).
b) Un varf X € X se numeste punct de receptie sau destinatie sau punct de intrare daca:

9" (x)=0si g7 (x)>0, adica U™ (X)= (<> toate arcele incidente in x au ca extremitate

finala varful x < varful x nu are succesori).
c) Unvarf X e X se numeste punct intermediar daca g™ (x)>0si g~ (x)>0.

d) Unvarf X € X se numeste punct izolat daca g (X) =0 (X) =0.

In cazul reprezentarii unui graf prin matricea booleana asociata gradul de emisie al unui varf
X € X este dat de suma elementelor din linia corespunzitoare lui X din matricea A, iar gradul de
receptie al varfului X € X este dat de suma elementelor din coloana corespunzitoare lui X din
matricea A. Tn graful din fig. 2.1.3, analizand valorile g~ (X;) si g+(Xi) (V) i=12,..12,
trecute pe o linie, respectiv coloand suplimentard a matricei booleene asociate A, constataim ca
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0 (%1)=0, deci varful X;; este punct sursa (fara predecesori) si 9" (Xg)=0" (Xy0) =0, deci

varfurile Xg si X;o sunt puncte de receptie (fara succesori).

Definitia 2.1.4

Un graf planar este un graf G ale carui varfuri se pot reprezentat prin puncte in plan si ale
carui muchii sau arce (dupa cum graful este neorientat sau orientat) se pot reprezenta prin arce de
curba astfel incat oricare doud arce de curbd au in comun cel mult unul sau doud puncte, acestea
fiind numai puncte de extremitate.

Definitia 2.1.5

Se numeste retea de transport un graf orientat, conex, fard bucle, cu urmatoarele
proprietati:

a) existd in graf un singur varf Xy € X de tip sursa (fara predecesori), numit intrarea in
retea;

b) existd in graf un singur varf X, € X de tip destinatie (fard succesori), numit iesirea din
retea;

.o . . + . .. - .
c) existd o functie C:U —[] ™, care asociazi fiecdrui arc (Xi X ) €U un numir pozitiv

(o valoare) C(U)=¢;; numit capacitatea arcului (Xi Xj ) O retea de transport se noteaz prin
R(X,U,C, %y, X, ).
Alaturi de matricea booleand A (sau matricea conexd), unui graf i se mai poate asocia §i o

alta matrice cu ajutorul careia se pot studia legaturile dintre varfurile grafului.

2.2 Matricea drumurilor asociatd unui graf

Definitia 2.1.6
Se numeste matricea drumurilor (matricea conexd terminald) asociatd unui graf

G :(X,F), matricea T :(tij)’ I, ] =12,...,n, definita prin:

1 dacd existd In graf un drum de la X; la x;
ij = (2.1.7)

0 daca nu existd in graf un drum de la Xj 1a X;

Dacd matricea booleana A asociatd unui graf G determind in mod unic graful, aceeasi
matrice conexd terminald T poate fi atagatd la mai multe grafuri diferite.

Exemplu
Grafurile din fig. 2.1.4 a si 2.1.4 b sunt diferite dar au aceeasi matrice conexa terminala,
0111
0 011
T =
0 0 01
0 00O
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Fig. 2.1.4

In continuare vom prezenta cateva proprietati si aplicatii ale matricei conexe terminale T
asociatd unui graf G = ( X ,F) cu n varfuri.

Propozitia 2.1.7

Un element t;, i # ] din matricea conexa terminala a unui graf G =(X ,F) cu n varfuri

i
este egal cu 1 daca si numai daca

xj e Jr(x). (2.1.8)

Demonstratie

Rezultd din definitia drumului dintre cele doua varfuri X; si X; ale grafului G, I # J,sidin
faptul ca relatia (2.1.8) arata ca X j face parte din inchiderea tranzitiva pana la ordinul Nn—1 a

varfului X; (<> mult{imea succesorilor pana la ordinul N—1 ai lui X;).

Pentru determinarea matricei conexe terminale T plecand de la matricea booleana asociata
A, este necesar sa reamintim definitia adunarii booleene. Aceasta operatie este o lege de compozitie

interna pe multimea {0,1} si are urmatoarea tabela:

® 0 1
0 01
1 11

VVom prezenta algoritmul lui Chen de determinare a matricei conexe terminale T, plecand de
la matricea booleani A asociati grafului cu n varfuri G = ( X ,F) , X = {Xl, X0y Xn} .

2.3 Algoritmi pentru determinarea matricei drumurilor §i a unor drumuri speciale in
grafuri

Algoritmul lui Y. C. Chen
1. Fie & ,,,...,%;_ elementele diferite de zero de pe linia 1 a matricei A. Adundm

boolean liniile i, i,,..., 1, 1alinia 1.
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2. Daca in urma efectuarii operatiilor de la pasul 1 au aparut alte elemente diferite de zero pe

linia 1, fie acestea aljl,aljz ,...,aljk . Adunam boolean liniile jl, j2,..., jk lalinia 1.

. Se repeta pasul 2 pana cand se ajunge la una din urmatoarele situatii:

— toate elementele liniei 1 sunt egale cu 1;

— nu se mai pot genera alte elemente diferite de zero pe linia 1.

4. Pasii 1, 2 si 3 se repeta pentru fiecare linie.

In final se obtine matricea conexa terminald T. Daca in matricea conexd terminald T atasata

unui graf toate elementele t;;, 1 =1,2,...,n de pe diagonala principala sunt egale cu 0, atunci graful

[98)

respectiv este fara circuite, iar daca exista cel putin doua elemente t ii si t,, egale cu 1 pe diagonala
principala, graful are cel putin un circuit care contine varfurile X j $1X,. Daca existd un singur

element t,, =1 pe diagonala principald a matricei T, atunci exista o bucla in varful X, .

Definitia 2.1.8
Se numeste putere de atingere a unui varf X; si se noteaza cu p(xi) numarul maxim de

varfuri care pot fi atinse de la X;. Evident,

p(Xi):Ztij’ i:1,2,...,n (219)
j=1

si reprezinta suma elementelor din linia lui X; a matricei conexe terminale T.

Calculam puterile de atingere ale tuturor varfurilor grafului G Tnsuménd elementele nenule
de pe liniile corespunzatoare din matricea T si permutam liniile lui T astfel Tncét puterile de atingere
ale varfurilor sale sa fie in ordine descrescatoare.

Astfel, daca p(xkl ) 2 p(Xk2 ) > p(xk3 ) 2.2 p(xkn ) , atunci ordinea varfurilor devine:
Xigp» Xiey s Xigg 01 Xi -
Fie o permutarea care corespunde acestei ordini a varfurilor grafului:

(1 2 3 - n 2110
G_kl Ky k3 - Ky N

Are loc rezultatul urmator:

Teorema 2.1.9
Fie G =(X,U) un graf orientat si fard circuite si T matricea conexd terminald a sa.

Matricea T' obtinuta din matricea T prin ordonarea liniilor astfel incat puterile de atingere ale
varfurilor sale sa fie in ordine descrescatoare si apoi prin agezarea coloanelor in aceeasi ordine este
0 matrice superior triunghiulara.

Aceasta teorema este deosebit de importanta pentru cd ofera un criteriu cu ajutorul caruia se
poate stabili daca intr-un graf orientat si fara circuite existd sau nu un drum hamiltonian si totodata
si un algoritm pentru determinarea drumului hamiltonian in cazul in care existd. De asemenea,
permite determinarea rutelor optimale intr-un graf, aflarea drumului critic etc.
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Teorema 2.1.10 (Y. C. Chen)

Un graf cu n varfuri G = ( X,U ) orientat i fara circuite contine un drum hamiltonian daca
si numai daca numarul elementelor diferite de zero din matricea conexa terminald T este egal cu
n(n-1)
—2 :

Demonstratie

Fie G = ( X ,F) un graf orientat si fara circuite, cu n varfuri.
»— " Presupunem ca in G existd un drum hamiltonian dH :(Xk 1 X s Xiey 1000s X ),
177Ky 1 K3 n

1 2 3 - n
corespunzand permutarii . Deoarece graful nu are circuite rezulta ca Xy,

kl k2 k3 e kﬂ
atinge N—21 varfuri, deci pe linia lui Xy, din matricea conexd terminald T sunt N—1 elemente
egale cu 1. La fel, varful Xy, atinge N —2 varfuri, deci linia corespunzitoare lui Xy, din T are

N—2 elemente egale cu 1 si tot astfel, pentru fiecare varf urmitor al drumului hamiltonian,
numarul de elemente egale cu 1 din linia corespunzatoare a matricei T scade cu cate o unitate, pana

la varful Xy, care este ultimul varf al drumului hamiltonian si deci are puterea de atingere zero (in

caz contrar s-ar contrazice ipoteza ca graful este farda circuite). Prin urmare, numadrul total de
elemente avand valoarea 1 din matricea T este suma unei progresii aritmetice de ratie I =1, adica:

n(n-1)

(n-1)+(n-2)+..+2+1= (2.1.11)

n(n-1)

»<=" Presupunem cd suma cifrelor 1 din matricea T este egalai cu ——, ea

reprezentand totodatd suma puterilor de atingere ale tuturor varfurilor grafului. Consideram forma
triunghiulard superioarda T' obtinutd in urma efectuirii operatiilor precizate in teorema 2.1.9 si
notam Xi, X'Z,..., X;] varfurile obtinute prin permutarea G (relatia 2.1.10) a varfurilor X1s X,y Xp

N . - . . . . A . 2
in ordinea descrescatoare a puterilor lor de atingere. Deoarece graful nu are circuite, in matricea T
toate elementele egale cu 1 se afla deasupra diagonalei principale si cum deasupra diagonalei

n(n-1)

principale se afld in total: (n —1) + (n - 2) +.+2+1= locuri, rezultd ca nici o cifra

zero nu se va afla deasupra diagonalei principale. Putem scrie o succesiune de arce corespunzand
primului element diferit de zero din fiecare linie: (Xi,X'z),(x'z,xé),...,(x;,_l,X,'n). Aceasti

succesiune de arce formeaza tocmai drumul hamiltonian dyy = (Xl', X9 yeeey X, ) .

Teorema 2.1.11

Daci intr-un graf G Z(X ,F) orientat si fara circuite existd un drum hamiltonian, atunci
acesta este unic.
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Demonstratie
Fie G =(X ,F) un graf orientat si fara circuite, cu n varfuri. Presupunem ca in graful G

existd un drum hamiltonian. Fie dy = (X, X5,..., X;, ) acest drum, unde succesiunea varfurilor este

datd de ordinea descrescatoare a puterilor de atingere a lor. Orice alta succesiune a varfurilor
contine cel putin o inversare a indicilor. Presupunem prin absurd ca in G ar exista si un alt drum

hamiltonian dyy diferit de dy . Rezulta ca acesta contine cel putin un arc de forma (Xi', X'j ), cu

j<i, adica linia varfului Xj precede linia varfului Xj in T', astfel ca tj; =1, deci este situat

deasupra diagonalei principale in T'. Rezulta de aici existenta unui drum de la Xj la Xj, cu j <i.

Insa, conform presupunerii ficute, succesiunea arcelor din d{; contine arcul (X{,X'j ), de unde

rezultd cad graful ar avea un circuit, contradictie cu ipoteza. Prin urmare, presupunerea cad drumul
hamiltonian nu este unic este falsa.

Rezultatul formulat si demonstrat in teorema 2.1.10 este usor de verificat pe matricea T’
obtinuta din matricea conexa terminald T in urma efectuarii operatiilor precizate in teorema 2.1.9.

Algoritmul de determinare a drumului hamiltonian (atunci cand acesta exista) intr-un graf
orientat §i fara circuite presupune urmatorii pasi:

1. Fiind dat graful orientat si fira circuite G Z(X,F) se construieste matricea conexa

asociatd A conform relatiei (2.1.1) si matricea conexa terminala T, conform cu relatia (2.1.7) sau
conform algoritmului lui Chen. Dacd numarul elementelor diferite de zero din matricea conexa

n(n-1)
2

si acesta este unic (teorema 2.1.11).
2. Se calculeaza puterile de atingere ale varfurilor grafului insumand (sau numarand
elementele nenule) de pe liniile corespunzatoare ale matricei conexe terminale T; pentru fiecare varf

X; puterea de atingere a sa se va completa intr-o coloana suplimentard (a N +1- a) a matricei T.

terminala T este egal cu , atunci in graful G exista un drum hamiltonian (teorema 2.1.10)

3. Se construieste matricea T’ conform procedeului descris in teorema 2.1.9. Conform
rezultatelor expuse anterior rezultd ci matricea T', asociatd grafului finit G = ( X ,F) orientat $i

fard circuite si care are un drum hamiltonian, este superior triunghiulara, toate elementele de pe
diagonala sa principald si de sub ea sunt nule, iar cele de deasupra diagonalei principale sunt egale
cu 1.

4. Drumul hamiltonian se citeste in matricea T' prin succesiunea arcelor corespunzdtoare
elementelor egale cu 1 aflate deasupra diagonalei principale.

Exemplu
Pentru graful din fig. 2.1.4 matricea conexa terminala este:
X Xp X3 X4 p(%)
x 0 1 1 1 3
T=x, 0 0 1 1 2 si coincide cu T'.
x; 0 0 0 1 1
X, 0 0 0 O 0
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4.3

Numirul elementelor egale cu 1 din T este N 2627 < In G existd un drum
hamiltonian.
Succesiunea arcelor corespunzatoare elementelor egale cu 1 aflate deasupra diagonalei

principale reprezintd drumul hamiltonian din G si acesta este: dH =(X1,X2, X3, X4), succesiunea
arcelor sale fiind: (X, X;); (X2,X3); (X3,%,).
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LECTIA 5 - OPERATII CU GRAFURI SI CU MATRICI BOOLEENE ASOCIATE
GRAFURILOR

2.2 a) Adunarea booleand si reuniunea grafurilor

Pe multimea {0,1} definim urmitoarea operatie:

a®b=max{a,b} (2.2.1)
Tabela acestei legi de compozitie este }lrrnétoarea:
® 01
0 01
1 11

Este evident ca aceastd operatie, numitd adunarea booleana, este asociativa si comutativa.
Cu ajutorul ei putem defini operatia de adunare booleana a matricelor booleene de acelasi ordin.

Definitia 2.2.1
Fie A:(aij) si B :(bij) doua matrice booleene de acelasi ordin, n. Atunci matricea

C= (Ci i ) , definita prin:

Cij = &j ®bij1 (V) i,j=12,..n, (2.2.2)

este tot o matrice booleana de acelasi ordin, se numeste suma booleana a matricelor A si B si se
noteaza:

C=A®B. (2.2.3)

Definitia 2.2.2

Fie G =(X ,Fl) si Gy Z(X ,Fz) doua grafuri avand aceeasi multime X a varfurilor.
Graful G=G; v G, =(X,I'; vI,), unde

(1“1 VFZ)(X) = Fl(X) UF2 (X) (V) X € X se numeste graful reuniune a celor doui
grafuri, iar graful H =G; AG, =(X,I'; AT',), unde

(rlAFZ)(x)zrl(x)ﬂrz(x), (V) Xe X se numeste graful intersectie a celor
doua grafuri.

Din definitia celor doua grafuri G si H rezulta ca (X, y) este arc In G daca si numai daca

este arc in G; sau G, si (X, y) este arc in H daca si numai daca este arc in Gy 51 G, .
Astfel spus, daca G, = ( X,U 1) si Gy = (X U, ) , atunci multimea arcelor grafului
G=G,vG, este U; UU2 , iar multimea arcelor grafului H =G, AG, este U; ﬂUZ . Daca

U; NU, =, atunci toate elementele lui X sunt puncte izolate ale garfului H =G; AG, . Este
evident ca operatiile V si A sunt asociative si comutative.
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Propozitia 2.2.3
Fie A si Ay matricele booleene atasate grafurilor G; = (X ’Fl) si G, = ( X, ) Atunci
matricea A=A &) A, este matricea booleand atasatd garfului G=G; v G,.

Demonstratia este imediata si o lasam ca exercitiu.

b) Inmultirea booleani si produsul de compozitie al grafurilor

Pe aceeasi multime {0,1} definim si operatia:

a®b=min{a,b}. (2.2.4)
Tabela acestei legi de compozitie este urmatoarea:
® 0 1
0 0O
1 01

Operatia se numeste Inmultirea booleand si pe mulfimea {0,1} coincide cu inmultirea

obisnuiti. Inmultirea booleani este distributiva fatd de adunarea booleana. Cu ajutorul operatiei de
Tnmultire booleana vom defini produsul boolean al matricelor booleene.

Daca &,8,,...,a, € {0,1} vom nota suma lor booleana astfel:

.n .
a®a,d. da, =) a=>a, (2.2.5)
i1 i

daca n este subinteles.

Definitia 2.2.4

Fie A:(aij) si BZ(bij), I,]=12,...,n, doud matrice booleene. Atunci matricea
C =(Cij), I,j=L12,...,n,unde

Cij = Z(aik ®by ) = Zaikbkj (2.2.6)
k

k

este tot o matrice booleana, se numeste produsul boolean al matricelor A si B si se noteaza:

C=A®B. (2.2.7)

Acest produs definit pe multimea matricelor booleene patratice de acelasi ordin este
asociativ si distributiv fata de adunarea booleana a matricelor.

Definitia 2.2.5

Fie grafurile Gy =(X,I';) si G, =(X,I';), avand aceeasi multime X a varfurilor.
Spunem ci graful G =(X,F) este produsul de compozitie al grafurilor G; si G, si scriem
G =G, oG, =G,Gy, respectiv ['=I"5 oI'; =I'5I'y, daca
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I(x)= U I(y) (V) xeX, (2.2.8)

yel(x)

relatie care se mai scrie si astfel:

Definitia 2.2.6

Fiind dat un graf G:(X,F), se numeste graful reciproc al lui G graful notat prin
G1l= (X ,F_l), unde

I (y)={xeX|yeT(x)j={xeX|(x,y)eU} (2.2.10)

Reprezentarea sagitald a grafului reciproc al lui G se obtine din reprezentarea sagitald a lui
G prin schimbarea sensului arcelor.

Legat de produsul de compozitie a doua grafuri si de graful reciproc asociat unui graf dat,
prezentam doua rezultate cu aplicatii ulterioare importante.

Teorema 2.2.7

Produsul de compozitie a grafurilor este asociativ.
Demonstratie

[ =(T'5,)Ty. Pentru x € X arbitrar, avem:

r'(x)=(T3(0))(x)= U Ta(y)=

ye(Ial)(x)
= U T5(y)= U U T3(y) |= U (T3l2)(2)=
yel'y(2) zel' (x)\ yela(z) zel'y(x)

=(Fal5) (T (X)) = (T3l )(x) =I"(x)
Interpretarea egalitatilor este urmatoarea: (X, y) este arc in G,G; dacd exista Z € X astfel
Tncat (X, Z) este arcin Gy, iar (Z, y) estearcin G,.

Dacd vom considera G =G, =G, atunci tindnd seama de rezultatul exprimat s§i

demonstrat in teorema 2.2.7 rezultd ca pentru (V) kel™ se poate construi graful

(Gk = (X ,Fk )) unde G :(X ,F). Pentru aceasta vom lua:

r(x)=x, (V) xeX i I =1T*", (2.2.11)
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Teorema 2.2.8
Fie grafurile G, = (X ,Fl), G, = (X ,Fz) si G =(X ,F) produsul lor de compozitie
unde G =G,G; si I'=TI",1", (ca in definitia 2.2.5). Atunci avem:

(G,G) ' =G 'G;t. (2.2.12)

Demonstratie

Vom arita ca (1“21“1 )_1 ( Z) = (Fl_ 11_'51) ( Z) , punand in evidentd dubla incluziune.

. . . -1 C . . . ..
Fie ze X arbitrar si X e(Fzrl) (Z) Conform definitiei grafului reciproc (definitia
2.2.6), aceasta este echivalent cu:

yel'1(%o)
Rezulta ca (3) Yo € Fl(Xo) astfel incat zeI'» ( yo), ceea ce este echivalent cu faptul ca

(3) Yo € X astfel incat X, ef‘l—l(yo), Yo el“gl(z).

Aceasta inseamnad ca

ve U mt(y) =1 (r7'(2)=(r'r2')(2)
yel'3}(2)

Reaultd e (To1;) " (2) (11T (2).

Similar se arata si incluziunea inversa, teorema fiind complet demonstrata.
Pentru graful reciproc de ordinul k vom lua:

r*=rr9 (v) ken (2..13)

Putem trece acum la demonstrarea teoremei privind matricea booleana a produsului de
compozitie a doua grafuri.

Teorema 2.2.9

Fie A= (aij ) si B= (bij ), I,]=1,2,...,n, matricele booleene atasate grafurilor
G :(X ,Ul) si G, :(X ,UZ), X = {Xl, X yueey Xn} . Atunci matricea booleani C=A® B
este matricea booleana atasata grafului G =G,G;.

Demonstratie

Fie U multimea arcelor grafului G,G; si C :(Cij ) I, j=12,...,n, matricea booleani

atasatd acestui graf. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
l) Ci i = 1,

2) (%.%;)eV;
3) (3) ¢ astfel incat (X;,X,) €Uy si (Xg,xj)euz;
4) (3) ¢ astfel incat a;, =1 si bej ~1:
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5) (3) ¢ astfel incat b, =1;

k

Echivalenta afirmatiilor rezulta utilizand definitiile matricei booleene asociate unui graf si a
operatiilor de inmultire si adunare booleana.
Rezulta, deci, ca putem scrie:

Cij :Zaikbkj ) (V) i, J 21,2,...,n, (2214)
k

adica
C=A®B. (2.2.15)
Definitia 2.2.10
Daci A este matricea booleand atagatd grafului G = ( X ,F), atunci matricea obtinutd prin

inmultirea booleana a lui A cu ea insasi de k ori se noteaza cu Ak si se numeste puterea k-
booleana a matricei A.

A A A®..RA. (2.2.16)

k factori

Evident, Ak este tot o matrice booleana, care se va dovedi utild in studiul grafului
succesiunilor de ordinul k ale grafului G, deci n studiul lui GK :(X ,Fk).
Intr-adevar, conform teoremei 2.2.9, daci A este matricea booleani atasatd garfului G,

atunci A este matricea booleand atagatd grafului GX =(X ,Fk). Cunoastem, de asemenea, ci

daci X € X, atunci Fk (X) este multimea succesorilor de ordinul Kk ai lui X. Rezulta, deci, ca daca

ailj =1 in matricea A¥, atunci Xj € X este succesor de ordinul k al lui X; € X si reciproc, ceea
ce, formalizat, se scrie astfel:

a,lj =l Xj Erk(xi) (2217)

In acelasi timp afirmatia este echivalenta cu: ai'} =1« existd in G drumuri de lungime k

(formate din k arce) de la varful X; la varful X -

Rezultatul formulat i demonstrat in teorema urmatoare permite stabilirea unei legaturi intre
produsul boolean si produsul obisnuit a doud matrice booleene.

Teorema 2.2.11

Fie A si B doui matrice booleene de aceeasi dimensiune si A® B, respectiv AB produsul

boolean si produsul obisnuit al celor doud matrice. Atunci matricea A®B se obtine din AB prin
Tnlocuirea Tn AB a tuturor elementelor nenule cu 1.
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Demonstratie

Teorema este demonstratd dacd ardtim cd matricele produs boolean A& B si produs
obisnuit AB au aceleasi elemente nule, fapt care rezulta din echivalenta afirmatiilor:

1. Z.:aikbkj =0 (<:> ml?x(aikbkj):o);
k

2. Zaikbkj :0 (@ aik =03au bkj :O, (V)k=1,2,...,n).
k

Insa, oricare din cele doua sume este nuld daca si numai daca toti termenii sai sunt nuli si cu
aceasta demonstratia se incheie. Pe baza acestei teoreme obtinem informatii despre numaérul de

drumuri de lungime Kk intre doud varfuri X; si X i (si nu doar existenta unor astfel de drumuri),
precum si despre numarul si lungimea circuitelor distincte care contin un varf oarecare X;.

Din teorema 2.2.11 mai deducem ca daci A€ =A-A..A este puterea k a matricei A
%f_/
k factori
(obtinuta prin Tnmultirea obisnuitd), atunci

al) >0 8 =1, (2.2.18)

k . . e e s . .
unde a-( ) este elementul matricei A% aflat Ia intersectia liniei i cu coloana j. Este firesc sa ne

asteptam ca matricea A sa ne ofere mai multe informatii despre graful sdu asociat decat matricea

Ak Intr-adevar numarul a,l ne arata numai daca exista sau nu drumuri de lungime k intre
varfurile X; si X;j, in timp ce numérul a( din AX ne aratd numarul drumurilor de lungime k
care exista intre Xj si X ji- Afirmatia referitoare la ai'} a fost justificatd anterior. Afirmatia
. k N o . A <
referitoare la ai(j ) o vom face in cele ce urmeaza, din aproape 1n aproape. Astfel, dacd
2 .
( ) = =m>0, deci Za kbkj M, rezultd ca existd exact m indici distincti, Ky,Ks,...,Kqp, si m

k=1
perechi de elemente din linia i, respectiv coloana j a Ilui A, egale cu 1

(aikl = | ) = (aik2 =8| ) =... :(aikm =] ) =1, deci exista exact m drumuri formate din
doua arce de la varful X la varful X i si acestea sunt urmaitoarele: (Xi X 1 X );
(Xi , sz , X i ),...,(Xi , ka X j ) Daca ai(lz) =0 este evident ci nu existi astfel de drumuri.

Pentru a vedea cate drumuri formate din trei arce existd de la X; la X j vom preciza mai

intai cate asemenea drumuri exista astfel incat penultimul varf al drumului sa fie un anumit varf X, .

Un astfel de drum este de forma (X o Xy s X ) si este alcatuit din drumul format din doud arce

(Xi,...,xk), prelungit cu arcul (Xk Xj). Daca arcul (Xk,Xj) nu exista (akj :0), atunci nu
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e 2 . . .
exista nici un astfel de drum deoarece ai(k) -akj =0, iar daci arcul (Xk,X j) exista (akj =1),

. 2 2) . . . — A
atunci ai(k) ~akj :ai(k) si deci existd astfel de drumuri. Deoarece X, poate fi oricare varf al

n
grafului, rezultd ca existd Zai(kz ). Qyj = ai(j3) drumuri formate din trei arce, deci de lungime 3, de
k=1
la X la X;.
Teorema care urmeaza permite studiul existentei circuitelor in graful G.

Teorema 2.2.12
Fie A matricea booleana atasatd grafului G =(X ,F). Atunci G este fara circuite daca si

numai daca exista K €[] astfel incat A = Onn (<:> Ak = Onn )

Demonstratie

,="Fie G= ( X, T ) un graf cu n varfuri si fara circuite si A matricea booleana asociata
grafului G. Cum card X =n, rezulti ci in G nu existd drumuri de lungime mai mare decat N —1,
deci A"=0

h n» unde n este numarul varfurilor grafului.

,,<=" Presupunem ci (3) kell astfel fncat A =0, . Presupunem prin absurd ca
graful contine (cel putin) un circuit. Rezulta cd in graf exista drumuri de orice lungime, circuitul
(V) kel”,
contradictie cu ipoteza. Rezultd cd presupunerea facutd este falsa deci graful G nu contine nici un
circuit.

. . 9 . . . Ak
care exista putdnd fi parcurs de un numar arbitrar de ori, deci A" #Op,,

. . . < = < . . . AN
Din demonstratia teoremei rezulta ca dacad graful G nu contine circuite atunci A" =0, .

Insid cel mai mic numar kell™ pentru care Ak =0, , poate fi mai mic decat n. Daca

AL_0

varfurile grafului, adica un drum hamiltonian.

n.n» atunci exista in G un drum format din N —1 arce, deci un drum care trece prin toate

|
Daci in graf existd un drum de lungime maxima M <N, atunci AM = O, n-

Intr-un graf finit G = ( X ,F) cu circuite, elementele de pe diagonala principala a matricei
. .. . . k . . .
Ak ofera informatii asupra circuitelor. Astfel, valoarea lui ai(i ) este egala cu numarul circuitelor

distincte formate din k arce care contin varful X;.

Exemplul 2.2.13
Fie graful G = ( X ,F) dat in reprezentare sagitala in figura urmatoare:
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Matricea booleana asociata acestui graf este:

X4

Fig. 2.2.1

~N DN b

N P N W

X X X3 X4 Xg
0 0 0 1 1 x
1 0 0 0 1 x
A=
1 1 0 0 0 x4
1 1 1 0 0 x
0 0 1 0 1 xg
Matricele (produs obisnuit) AZ A3 si A? sunt:
X X Xg Xg Xg
1 1 2 0 1 x
22 _ 0 0 1 1 2 x5
1 0 0 1 2 x5
2 1 0 1 2 x
1 1 1 0 1 x
X1 X
4 2
A _ 5 3
5 4
6 5
3 2

Dacain A%, A3 si A* vom inlocui elementele nenule cu 1 vom obtine, respectiv matricele

A% A3 i A%

Analizand aceste matrice obtinem informatii referitoare la numarul de drumuri de lungime k
(k =2,3,4) intre doud varfuri X; si X i ale grafului, precum si despre numarul si lungimea

4

2

circuitelor distincte care contin un varf oarecare X;. Astfel:
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&3’ =2 <> exista 2 drumuri distincte de lungime 2 de la X; laXs;

(3

(2) _
34) =1 <& existd un singur drum de lungime 3 de la X3 la X, ;

ag4) =0 < nu existd nici un drum de lungime 3 de la X, laXy;

ai(j ) #0 , (V) 1#25si J#4 < existd drumuri de lungime 3 de la orice varf X; pand la
orice varf X j>cu exceptia varfurilor X, si X3;

ai(j4) #0 | (V) I,]=12,..,5< existd drumuri de lungime 4 de la oricare varf X; la
oricare varf X j » (in particular rezulté cé graful este tare conex);

aﬁ) =3 < exista trei drumuri distincte, formate din cate 3 arce fiecare de la X la X,
deci 3 circuite care confin varful X;. Acestea sunt: (Xl, Xg, X0, Xl); (Xl, Xg, X3, Xl);
(Xq, X5, X3, % )

aﬁ‘) =1 < existd 4 drumuri de lungime 4 de la X; la X;, acestea fiind:

(Xl’x4fX1’X4’X1)i (Xl’x4’X31X2’X1)J (X1’X5 Xs, X3’X1) (X1’X5 X3’X2’X1)

2.4 Matricea booleanda a inchiderii tranzitive

Fie G =(X ,F) un graf finit, cu X = {Xl, Xoyuesy Xn} si A matricea booleana asociata lui
{X} si
i U ={x}Ur(x)Ur3(x)u.. (2.4.1)

G. Reamintim ca pentru (V) Xe X, FO( )dEf

este multimea formati din varful X si toti succesorii sdi din graful G si ci graful G Z(X ,F) se
numeste inchiderea tranzitivd a grafului G. Ne propunem sa gasim matricea booleana asociata

grafului G.
Fie | matricea unitate de ordinul n si notam

A=1®A. (2.4.2)

Matricea A este matricea booleand care corespunde grafului (X,FO VF), se obtine

fnlocuind n A toate elementele nule de pe diagonala principala cu 1 si corespunde grafului obtinut
din G prin adaugarea buclelor la toate varfurile la care acestea nu existi. In graful (X ,Fl), unde

I'i= rovr , multimea Fl(X) este multimea formata din varful X si toti succesorii sdi de ordinul

1. Patratul boolean al matricei A este:

R=(16A)O(IOA)=1OADADA* =1 AD A®. (2.4.3)
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Matricele 1, A si A2 corespund grafurilor (X,FO), (X,I), (X,FZ), deci A2
corespunde grafului (X,FZ), unde I, =%V vI? si
Co(x)=(r°vIvI?) () = XUT(X)UT?(x),  (V)xeX. Deci, i grafu

A

G, =(X,F2), corespunzitor matricei AZ, fiecarui element X € X 1i corespunde o multime

formata din el nsusi si din toti succesorii sai de ordinul 1 si de ordinul 2.
Tot astfel, pas cu pas, se deduce ca matricea:

A-idADA2D. . HA (2.4.)

corespunde grafului G, =(X ,Fr), unde I', =T°vIrvr?v.. v’ si in care fiecarui element

X € X 1i corespunde o multime formatd din el insusi si din toti succesorii sdi pand la ordinul r
inclusiv.
\

Sa mai observam ca toate elementele egale cu 1 din A" riman egale cu 1 si in AHl,
deoarece

r o . 0
ATt = AT AT (2.4.5)

Astfel, se deduce ca ridicAnd matricea A la puteri booleene succesive, la un moment dat

vom avea A1 = AK La acest pas al procesului s-a obtinut matricea inchiderii tranzitive a

grafului G, aceasta fiind AX.

Exemplul 2.4.1
Fie graful G = ( X,U ) , dat Tn reprezentarea sagitald in figura 2.4.1.

Xz XS

X1

Fig. 2.4.1

Matricea booleana asociata acestui graf este:
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X, X3 X4 Xg Xg X7 Xg

X

A=0

Matricea A se obtine din A punand 1 in loc de 0 peste tot, pe diagonala principala din A:

11110000

01011100

00110010

00011010

0000110 1}

0 00O0O01T11

0 00 0O0O0OT11

0 00O0OOO 01

Il
«<C

Puterile booleene succesive ale lui A sunt urmatoarele:

11111111
01011111

00111111

00011111
000O0T1111}|

0 00O0O01T11

0 000O0O0T11

0 00O0OOOTO 01

A=

11111110

01011111

00111011

00011111}
000O0OT1T11 1/

0 0000111

0 00 0OO0OT11

0 00O0OO0OTO01

R =
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Se constatd ci AS = A4, deci matricea A este matrice booleand a inchiderii tranzitive a
grafului G din figura 2.4.1.

2.5 Impartirea in nivele a unui graf fard circuite cu ajutorul matricei booleene

Fie G =(X ,F) un graf finit si fard circuite, X = {Xl, X9y ey Xn} si A matricea sa
booleand asociatd. Am vazut cd intr-un astfel de graf exista cel putin un varf fara predecesori si cel
putin un varf fard succesori (teorema 1.4.2). De asemenea, se cunoaste cd daca un varf X; nu are

predecesori atunci toate elementele din coloana i a matricei A sunt egale cu zero (g_(xi ) = O) , lar

dacd un varf X; nu are succesori, atunci toate elementele din linia j a matricei A sunt nule

(9+(Xj)=0) (definitia 2.1.3).

Impartirea in nivele a grafului G se realizeaza mai usor utilizind matricea booleana asociati
acestuia.

Primul nivel va fi format din mulfimea varfurilor fara predecesori, deci din toate varfurile
care corespund la coloanele ce au toate elementele nule din matricea A.

Se suprima din matricea A toate liniile si coloanele care corespund varfurilor primului nivel;
matricea ramasa este matricea booleand asociata subgrafului obtinut prin suprimarea varfurilor
primului nivel si a tuturor arcelor care au una din extremitati in aceste varfuri.

Mai departe, se determind in submatricea lui A obtinuta anterior, varfurile care corespund
coloanelor cu toate elementele nule; multimea acestor varfuri va forma nivelul al doilea al grafului
G.

Dupa suprimarea tuturor liniilor si coloanelor care corespund varfurilor din nivelul al doilea
se obtine submatricea lui A care permite determinarea mulfimii varfurilor de pe nivelul al treilea.
Algoritmul se continud pana cand se ajunge la ultimul nivel, format din multimea tuturor varfurilor
din G care nu au succesori.

Algoritmul poate fi organizat si in sens invers, determinand mai intai ultimul nivel si apoi
succesiv, nivelele anterioare. Multimea varfurilor aflate pe ultimul nivel este formata din acele
varfuri ale grafului G corespunzitoare liniilor din matricea A care au toate elementele egale cu zero.
Se suprima apoi din A toate liniile si coloanele care corespund varfurilor de pe ultimul nivel,
rezultand matricea booleana atasatd subgrafului obtinut din G prin suprimarea varfurilor de pe
ultimul nivel si a tuturor arcelor grafului G care au o extremitate in aceste varfuri. Multimea
varfurilor aflate pe penultimul nivel este formata din varfurile corespunzatoare liniilor care au toate
elementele egale cu zero in submatricea lui A obtinutd la sfarsitul etapei anterioare. Dupa
suprimarea tuturor liniilor si coloanelor care corespund varfurilor din penultimul nivel se obtine
submatricea lui A care permite determinarea multimii varfurilor de pe antepenultimul nivel.
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Algoritmul se continua pana cand se ajunge la primul nivel, format din multimea tuturor varfurilor
din graful G care nu au predecesori.

Cele doua procedee nu conduc intotdeauna la aceeasi impartire pe nivele a grafului G, deci
se pot obtine partitii diferite ale multimii X. Impartirea in nivele a unui graf fara circuite este utild in
rezolvarea problemelor de determinare a drumurilor optime, acestea putandu-se obtine mai usor
daca graful este partifionat pe nivele.

Exemplul 2.5.1
Reludm graful din figura 1.5.1, pe care ne propunem sd-1 impartim in nivele, cu ajutorul

matricei booleene asociate.
X
X2 /G? 3 X4

* > *

X1 %) X9

L
%

%
X6

Fig. 2.5.1

Matricea booleand asociata acestui graf este urmatoarea:
Xg Xp X3 X4 Xs Xg X7 Xg Xg
1 1 0 0 1

>

I
O O O O O O o o
O O O O O O O
O O B O O O O
o O O O o o -k
O B O O O O O Bk
o O O O O O O
o O r O O O O O
o r O O O O B
O O L P O O O

Re

0 0 0 0 0 0 O 0 0 x

In A existd doui coloane care au toate elementele egale cu zero si anume coloanele care
corespund varfurilor X; si Xg; multimea varfurilor aflate pe nivelul 1 este, deci, {Xl, Xﬁ} :

Suprimam liniile §i coloanele corespunzitoare varfurilor X; si Xg. Se obfine submatricea

A|:
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O O 0o oo o

O O 0o o o K

O r O O o o

O 0O 0o o o o

O r O O o K

P O B Bk O O
=

0 0 0 0 O 0 0 x
Tn submatricea A, au aparut trei coloane cu toate elementele egale cu zero, respectiv
coloanele care corespund varfurilor X,, X3 si X;; multimea varfurilor care formeaza nivelul II al
grafului G este, deci: {Xz, X3, X7}. Suprimdm din submatricea A, toate liniile si coloanele care
corespund acestor varfuri si obtinem submatricea A, :
X, X5 Xg Xg
0 0 0 1 x,
Ay=0 0 0 1 x
0 0 0 1 x
0 0 0 0 Xx

Tn submatricea A, au aparut trei coloane cu toate elementele egale cu zero, respectiv
coloanele care corespund varfurilor X,, X5 si Xg; nivelul III este format din multimea acestor

varfuri: {X,,Xs, Xg} -
Suprimand din Ay, toate liniile si coloanele corespunzatoare acestor varfuri obtinem:

X9
A =[0]%
Varful Xg nu are nici un succesor si va forma nivelul IV al grafului G.
Tn final s-a obtinut urmatoarea imprtire pe nivele:
—nivelul I: {Xl, X6} ;

—nivelul I {XZ,X3,X7};
—nivelul 111: {X,, X5, %5} ;
—nivelul 1V: {Xg}.

Reprezentarea sagitald este, evident, cea din figura 1.5.4, care respectd conditia suplimentara
ca toti succesorii unui varf sa fie agezati pe nivelul imediat urmator. De altfel, aceasta conditie este
realizatd implicit in cazul organizdrii algoritmului in sensul de la nivelul I (care contine toate
varfurile fara predecesori) catre ultimul nivel (care contine varfurile fara succesori).

Lasam cititorului ca exercifiu organizarea algoritmului in sens invers, de la ultimul nivel
catre nivelul I si compararea rezultatului obtinut in final cu cel anterior. De asemenea, se propune
rezolvarea aceleiasi probleme si pentru graful din figura 2.4.1.
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TEST DE AUTOEVALUARE

Problemanr. 1

Fie graful G = ( X,U ) a cirui matrice booleana asociata este:
0110

A=

o o o
o o o
o o K
o B k.

1) Sa se construiasca o reprezentare sagitala a grafului G;

2) Sa se determine matricea drumurilor asociata grafului G cu algoritmul lui Chen;

3) Sa se cerceteze existenta circuitelor in graful G;

4) Sa se determine, cu ajutorul matricei drumurilor faptul ca in graful G existd un drum
hamiltonian si sa se precizeze varfurile sale.

Problema nr. 2

Prelucrarea unui produs poate trece prin 6 faze distincte notate intr-un model de graf prin

X, 1=12,...,6, iar posibilitatile de trecere de la o fazd de prelucrare la alta se reprezinta prin

arce orientate. Matricea booleana asociata acestui graf este urmatoarea:
010000

0 01 00O
0 00 0O0O
A= ;
110010
011001
101000
1) Sa se construiasca o reprezentare sagitala a grafului care modeleaza procesul tehnologic de

prelucrare;

2) Sa se determine, pornind de la definitie sau cu algoritmul lui Chen, matricea drumurilor a
grafului;

3) Este posibil ca produsul sa treaca prin toate fazele de prelucrare? Daca raspunsul este
afirmativ sa se indice tehnologia corespunzatoare.

Problema nr. 3

Intr-o hala a unei intreprinderi industriale procesul de productie se desfisoard la 6 puncte de
lucru legate printr-un sistem de benzi rulante. Fiecare punct de lucru executd cate o anumita
operatie. Intreprinderea asimileaza la un moment dat un produs nou care trebuie si treaca prin
toate cele 6 operatii, deci pe la toate punctele de lucru. Matricea booleana asociata grafului
sistemului de transport cu benzi rulante dintre cele 6 puncte de lucru este:
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0 00 0O0O
101001
1 00111
A= X
0 00010
0 00 O0O0O
0 00100
1) Sa se construiasca o reprezentare sagitala a grafului care modeleaza sistemul de transport cu

benzi rulante dintre cele 6 puncte de lucru;

2) Sa se determine matricea drumurilor asociata grafului G;

3) Sa se cerceteze daca sistemul de benzi rulante existent in hala permite ca produsul sa treaca
pe la toate punctele de lucru. Daca acest lucru nu este posibil sa se stabileasca o modificare
tehnica cat mai simpla care sa permita solutionarea problemei de productie.

Problemanr. 4

Se da graful G Z(X,A) prin multimea varfurilor sale, X ={X1,X2,X3,X4,X5} si prin

01 000
0 01 00
matricea booleand asociati: A=|0 0 0 0 O
01 101
1 0100

1) Si se construiasci reprezentarea sagitald a grafului G si si se calculeze gradul de emisie si
de receptie al fiecarui varf';

2) Sa se prezinte algoritmul lui Chen pentru determinarea matricei conexe terminale T asociate
unui graf G si sa se utilizeze acest algoritm in cazul grafului dat. Precizati cu ajutorul matricei
T determinate la punctul b) daca graful G are circuite.

3) Sa se calculeze puterea de atingere a fiecdrui varf al grafului G . Sa se stabileascd daca in G
existd un drum hamiltonian si in caz afirmativ sa se precizeze succesiunea varfurilor sale.
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TEMA DE CONTROL

Problemanr. 1
O companie de transport marfuri trebuie sd efectueze transportul unor produse intre sapte
puncte economice notate cu X, X,,...,X7, acestea fiind intreprinderi, depozite, magazine de
desfacere, etc. Reteaua de transport este un graf cu 7 varfuri, X;,Xs,...,X; si avand urmatoarea
matrice, notatd cu A, a conexiunilor:
X, Xo X3 X4 X5 Xg Xy
1

O O »r O O
N == = =)
O P, O Fr Pk O

O O 0O O O K
O R, B OO K
O 0O 0o o o

e

1 0 0 1 1 0 x

1) Sa se construiascad o reprezentare sagitald a grafului retelei de transport corespunzatoare
matricei A;

2) Sa se stabileasca daca in graful retelei de transport corespunzatoare matricei A exista
circuite;

3) Sa se determine drumul de lungime maxima din graful obfinut;

4) Sa se imparta graful de la punctul 1) in nivele, plecand de la reprezentarea sagitala si de la
matricea de adiacenta.

5) Sa se rezolve aceeasi problema (punctele 1, 2, 3, 4 ) in ipoteza cd nu mai poate fi utilizata
legatura de la punctul X; la punctul Xg;

6) Sa se determine gradul de emisie, gradul de receptie si puterea de atingere a fiecarui varf
al grafului.

Problema nr. 2

In departamentul de cercetare al unei fabrici din industria aeronautica s-au facut studii si
cercetari privind influenta anumitor tratamente suplimentare in prelucrarea unor piese asupra
marimii sau micsorarii timpului mediu de functionare al pieselor respective.

Rezultatele cercetarilor au aratat ca acest timp se mareste sau se micsoreaza cu un anumit
numadr de unitd{i de timp, aceasta depinzand numai de ordinea In care se aplica aceste tratamente.

S-a stabilit cd modificarea timpului mediu de functionare a unei piese esentiale din
ansamblul trenului de aterizare depinde de tratamentul aplicat la un moment dat si de tratamentul
reprezentand cele 9 tratamente posibile care pot fi aplicate. Matricea conexiunilor acestui graf este
urmatoarea:
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X<
o X
>
w
X
N
x
(6]
X
(o))
>
\l
X
>
(o)

>
Il
o O O o r O+ O
o O O O +» +r» O
o O O O O B+ O
O O O O O o o k-
b O kb O O O k- -
O B O kb O O O Bk
R O kP O O O O O
o B O O O O O O
O O O O O o+ o o
&

o 1 0 0 1 1 0 1

1) Sa se construiasca o reprezentare sagitald a grafului celor 9 tratamente termice, avand
matricea conexiunilor A,

2) Sa se determine matricea drumurilor T atasata grafului si sa se precizeze daca in graf
exista circuite;

3) Sa se determine drumul de lungime maxima din graful obtinut;

4) Sa se imparta graful de la punctul 1) in nivele, plecand de la reprezentarea sagitala si de la
matricea de adiacenta.

5) Sa se determine gradul de emisie, gradul de receptie si puterea de atingere a fiecarui varf
al grafului.

Problema nr. 3
Intre opt puncte de lucru ale unui sistem economic existi o retea de transport al cirui graf
este dat prin matricea A a conexiunilor dintre varfurile X;, X,,..., Xg ale sale, unde:

XX Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg

|

01 0 0 0 1 0 1 x
00 1 0 1 0 0 0 x
000 0 1 0 0 0 0 x

A=0 0 0 0 0 1 0 1 x
1 0 01 0 0 0 0 x
00 1 0 1 0 1 0 x
1 1.0 1 0 0 0 0 x

001 0 0 0 0 1 0 x

1) Sa se construiasca o reprezentare sagitala a grafului a sistemului de transport dintre cele
opt puncte ale sistemului economic aferent matricelor A si C;

2) Sa se determine matricea drumurilor asociata acestui graf utilizand algoritmul lui Chen;

3) Sa se stabileasca daca graful are circuite si sa se determine drumul de lungime maxima
din graf;

5) Sa se rezolve aceeasi problema daca apare o noua posibilitate de transport, intre varfurile
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6) Sa se determine gradul de emisie, gradul de receptie si puterea de atingere a fiecarui varf
al grafului.

Problemanr. 4

Se di graful G :(X,A) prin multimea varfurilor sale, X ={X1,X2,X3,X4,X5} si prin

01 000
0 01 00
matricea booleand asociati: A={0 0 0 0 O
01 101
1 0100

1) Si se construiasci reprezentarea sagitald a grafului G si si se calculeze gradul de emisie si
de receptie al fiecarui varf ;

2) Sa se prezinte algoritmul lui Chen pentru determinarea matricei drumurilor T asociate unui

graf G si si se utilizeze acest algoritm in cazul grafului dat. Precizati cu ajutorul matricei T

determinate la punctul b) daca graful G are circuite.

3) Si se calculeze puterea de atingere a fiecarui varf al grafului G . Sa se stabileascd daca n
G existd un drum hamiltonian si in caz afirmativ sa se precizeze succesiunea varfurilor sale.
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UNITATEA DE INVATARE NR. 3

GRAFURI CU ARCE VALORIZATE. ALGORITMI DE OPTIMIZARE

Obiective urmarite:

Insusirea unor notiuni fundamentale din domeniul teoriei grafurilor.

Formarea deprinderilor de modelare matematici a unor probleme de natura
informatica, tehnica sau economica, cu utilizarea cunostintelor insusite.

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele

fundamentale si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea aptitudinilor si deprinderilor de analiza logica, formulare
corectd i argumentare fundamentatd, in rezolvarea problemelor tehnico-economice
si de specialitate;

Rezumat:

In aceasta unitate de invitare sunt prezentate, pe parcursul a patru lectii, urmatoarele:
notiunea de graf cu arce valorizate;
algoritmi pentru determinarea drumului de lungime minima intre doud varfuri ale
unui graf;
algoritmii lui Ford si Bellman-Kalaba pentru determinarea drumului de valoare
minimd intre doua varfuri oarecare ale unui graf;
algoritmii lui Ford si Bellman-Kalaba pentru determinarea drumului de valoare
maxima intre doua varfuri oarecare ale unui graf fard circuite;
algoritmul matriceal pentru determinarea drumului de valoare minima sau maxima
intre doud varfuri oarecare ale unui graf; variante ale algoritmilor prezentati.
Fiecare algoritm este prezentat cu justificarea teoretica de rigoare si totodata este
insotit de cel putin un exemplu rezolvat complet, care reprezintd totodatd si un
model pentru rezolvarea testelor de autoevaluare si a temei de control.

Cuvinte cheie:

Graf cu arce valorizate, drum de lungime minima, drum de valoare minima, drum de valoare
maxima, algoritmul lui Ford, principiul optimalitatii, algoritmul lui Bellman-Kalaba,
algoritmul matriceal.

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar pentru insusirea notiunilor teoretice si algoritmilor prezentati
in unitatea de Invatare nr. 3, precum si cel necesar formarii deprinderilor de calcul si utilizarii
algoritmilor pentru rezolvarea claselor de probleme specifice acestei parti a cursului este

estimat la aproximativ 3-4 ore pentru lectia 1, cu tendinta micsorarii acestuia ajungand in
final la 2-3 ore, de la lectia 1 catre lectia 4, pe masura intelegerii si insusirii cunostintelor
transmise i a formarii deprinderilor de calcul.
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LECTIA 6 - GRAFURI CU ARCE VALORIZATE. DRUM DE LUNGIME MINIMA

3.1 Notiuni introductive. Punerea problemei

Unele procese si fenomene practice pot fi modelate prin grafuri ale caror arce trebuie
valorizate. Aceasta inseamnd cd fiecarui arc i se atageaza o valoare numericd a carei
semnificatie concretd diferd in raport cu natura problemei modelate; de exemplu, aceasta
poate fi de tip cost, distantd, consum, duratd, productivitate, probabilitate etc.

Exemple

a) Daca se pune problema efectudrii unor transporturi intre diferite localitati, legate
printr-o retea de drumuri, se poate modela aceasta problema printr-un graf ale carui varfuri

sunt localitati. Un drum intre localitdtile x si y se va reprezenta prin arcul (x, y). Daca pe

acest drum circulatia se face in ambele sensuri, in graf va exista si arcul ( y,x). Daca se

studiazd problema din punct de vedere al timpului necesar efectudrii transporturilor, atunci
fiecarui arc 1 se va ataga un numadr pozitiv reprezentand durata transportului pe drumul caruia i
s-a asociat acel arc. Putem intalni situatii diverse dupd cum se prezintd In exemplele
urmatoare:

< Durata transportului de la x la y este de
10 unitati;
O

(/0/_@ g
10
Y
XO < < (El) si arcul ( y,x) si are aceeasi valoare
10 ©)
X 12

cu arcul (x,y);

& (El) ambele arce (x,y) si (y,x), dar
Fig. 3.1.1 au valori diferite; obligatoriu figureaza ambele
arce.

Dupd ce se reprezintd intregul graf se poate rezolva problema urméatoare: S& se
determine traseul pentru efectuarea unui transport intre doud localitati astfel incat timpul
necesar sa fie minim.

b) Daca se studiaza problema din punct de vedere al costului transportului, valorile
arcelor vor avea altd semnificatie (costul transportului de la x la y) si drumurile optime in
rezolvarea unei probleme de tipul: ,,determinarea traseului pentru efectuarea unui transport de
cost minim intre doud localitati”, vor fi altele.

¢) In alte aplicatii se pot intalni si alte semnificatii ale valorilor arcelor.

Definitia 3.1.1
Fiind dat un graf G=(X,F), Xz{xl,xz,...,xn}, fie U multimea arcelor sale.

Fiecarui arc u:(xi,xj)eU i se ataseazd un numir nenegativ, notat cu / (u) sau

14 (xi,x j)’ care se va numi valoarea arcului u. Definim valoarea drumului

n= (x~ X; X ) ca fiind suma valorilor arcelor care-1 compun, deci

ll, lz,.--) l'k
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k-1
(W=D 0(x; %) (3.L1)
r=1

Vom studia algoritmi pentru determinarea drumurilor optime (drumuri de valoare
maxima sau de valoare minima) intre doud varfuri ale grafului.

Deoarece intr-un graf cu circuite pot exista drumuri de valoare oricat de mare (obtinute
prin parcurgerea repetatd a unui circuit), drumuri de valoare maxima se cauta, de reguld, in
grafuri fara circuite. Drumuri de valoare minima se cauta si in grafuri care au circuite.

Observatia 3.1.2

Drumul de valoare minima intre doua varfuri ale unui graf este un drum elementar (nu
contine un circuit ca subdrum).

Exemplu

Fie drumul p = (xi,...,xk,...,xf,...,xj)

Acest drum de la x; la x; nu poate fi de valoare minima, deoarece el contine

subdrumul },L' = (xi,...,xk,...,x ] ) , care are valoare mai mica decat drumul U, in ipoteza
reald de altfel, ca circuitul (xk,...,xg,..., xk) are cel putin un arc de valoare nenula.
Propozitia 3.1.3
Orice subdrum al unui drum optim este, de asemenea, un drum optim.
Demonstratie
Fie drumul dintre nodurile x si y definit prin: (L= (x,...,xi,...,xj,...,xg,...,y) de

valoare optimd (maxima sau minima) Intr-un graf:
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Atunci subdrumul },l' =(xl-,x j,...,xg) este drum de valoare optima (maximad sau
minimd) de la x; la Xx,.

Intr-adevir, presupunand ca (3) alt subdrum, de exemplu, },L* = (xl-,xk,...,xf) intre
X; si X, de valoare mai mare (pentru cazul de maxim) sau mai mica (pentru cazul de minim)

decat u', atunci drumul Y, = (x,...,xl-,xk,...,xg,...,y) ar fi un drum de valoare mai mare

(pentru cazul de maxim), respectiv de valoare mai micd (pentru cazul de minim), de la x la y,
decat drumul W, presupus a fi optim (de valoare maxima sau minima) intre nodurile x si y,
contradictie cu ipoteza. Rezultd cad presupunerea ficutd este falsd si demonstratia este
incheiata.

3.2 Algoritm pentru determinarea drumului de lungime minima dintre doua
varfuri ale unui graf

Aceasta problemad este un caz particular al problemei determinarii drumului de valoare
minima intre cele doua varfuri ale unui graf si ea rezulta dand fiecarui arc valoarea 1, caz in
care notiunile de valoare si lungime coincid, atat pentru un arc, cat si pentru un drum.

Fie graful G =(X,F), cu X ={xl,x2,...,xn} si doud varfuri oarecare x,y € X,
X#Y.
Pentru determinarea drumului de lungime minima de la x la y vom folosi urmatorul

procedeu de marcare a varfurilor:
— varful initial, x, se marcheazi cu 0;

— dacd Xx; a fost marcat cu r, arcul (xl-,x j) eU si x j nua fost marcat pana in

acest moment, atunci x j se marcheazi cu 7 +1;

— ne oprim in momentul in care y a fost marcat. Se pot face urmatoarele afirmatii.

a) Daca procesul de marcare a varfurilor se termina fara ca y sa fie marcat, aceasta
inseamna ca nu existd nici un drum de la x la y.

b) Numdrul cu care este marcat un varf reprezintd lungimea celui mai scurt drum prin
care se poate ajunge de la x la acel varf.

Daca y a fost marcat, pentru determinarea unui drum de lungime minima de la x la y
vom proceda astfel:

1° — Dacé y a fost marcat cu m (<> lungimea minima a drumurilor de la x la y este m),

e e n -1 A -1
atunci cautam un varf x(m ), marcat cu m — 1, astfel Incat arcul (x(m ), y) eU;

(m-1) (m-2)

2° — dupa alegerea lui x , cautam un varf x , marcat cu m — 2, astfel incat

(x<m—z) (m—l))

, X e U . Stim ca acest lucru este realizabil, caci aceastd operatie, de intoarcere

de la y la x urmeaza operatiei de marcare, de la x la y;

(0) _

3° — Se procedeaza similar pana cand se ajunge la varful x* /' = x.

Drumul cautat va fi: @ = (x,x(l),x(z),...,y).

Din descrierea algoritmului rezulta urméatoarele doud concluzii:
1° — drumul de lungime minima de la x la y nu este in mod necesar unic;

2° —daca (El) astfel de drumuri, atunci se pot determina toate.
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Exemplu
Fie graful G = (X ,F) , X = {xl,xz,...,xg} , avand urmatoarea reprezentare sagitala:

)
x (1) 4(3)

(9 (4)

Sa se determine drumul de lungime minima de la x| la Xxq

— marcdm mai intai varful x; cu cifra 0 §i apoi marcam cu 1 toate varfurile x j care

respecta conditiile:
1° arcul (xl,xj) eU;

2° x jnua fost marcat. Aceste varfuri, in cazul nostru, sunt X, si X3. (Se redeseneaza

graful, insotit de numerele atribuite varfurilor sau se numeroteaza varfurile cu alta culoare);
— marcam cu cifra 2 toate varfurile care indeplinesc conditiile:

127

2° varful x 5 este nemarcat.

Aceste varfuri vor fi X4, X5 $i Xq.

1° (x- X ) eU si x; afost marcat cu cifra 1;

Deci, de la X; se poate ajunge la oricare din varfurile X4, X5 sau X, pe un drum de
lungime minima egala cu 2.

— Marcam cu cifra 3 varfurile x > care indeplinesc conditiile:
1° arcul (xi,xj) e U si x; a fost marcat cu cifra 2;

2° varful x 5 este nemarcat.

Aceste varfuri sunt X7 si Xg.
Varful X¢ va fi marcat cu 4; deci lungimea minimd a drumurilor de la x| la Xy este
de 4 unitati. Sa determinam, acum, un drum de lungime minima de la x; la Xg.

— Reprezentam intai varful x4, marcat cu cifra 4;
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()
e XS 3
0 3)

Fig. 3.2.2

— Cautdm un varf x;, marcat cu 3, si astfel incat. (xi,xg) e U . Gasim varfurile x
Daci ne intereseazd doar un drum de lungime minima, retinem, la fiecare astfel de

etapd, un singur varf. Daca ne intereseazd, Insd, toate drumurile de lungime minima, retinem
si reprezentam toate varfurile notate cu cifra 3.

Gasim varfurile X7 si Xg, marcate cu cifra 3 si astfel incat (xi,xg) eU (i € {7,8}).

— Cautam apoi un varf notat cu (2) si astfel incat (xl-,x7) eU si (xl-,xg) eU.
Gasim varfurile X5 si Xg.

— Cautam un varf x; marcat cu cifra 1 si astfel incat arcul (xi,xs) eU si arcul
(xi,x6) e U . Gasim varfurile x, si x3.

— Cautdm un varf X;, marcat cu cifra 0 si astfel incat arcul (xl-,xz) sau
(x;,x3)eU

Acest varf este X .

Observam ca pe un drum optim intre X; $i Xg, varful Xy poate fi precedat numai de
X7 sau Xg. Analog, X; poate fi precedat numai de X5, iar Xg numai de Xg.

Mai departe, X5 poate fi precedat de x, si X3, iar X4 numai de X3.

In ultima etapa, atat X, catsi x5 sunt precedate de X, .

Deci, toate drumurile optime (in sensul lungimii minime) dintre varfurile X; $i Xg din
graful prezentat in acest exemplu sunt urmatoarele:

Ky :(xl,xz,xs,x7,x9)
Ko =(x1,x3,x5,x7,x9)

My = (X, X3, X6, X5, X ).
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LECTIA 7

3.3 Algoritmul lui Ford pentru determinarea drumurilor de valoare minimai intre
doua varfuri ale unui graf

Fie graful G:(X U ) cu arce valorizate si X,y € X doua varfuri ale sale.

Presupunem cé ne intereseaza un drum de valoare minima intre varfurile x si y ale garfului G.
Pentru simplificarea expunerii, daci X are n+1 elemente, putem numerota (renumerota)

varfurile, astfel incat x, = x si x, =y . Deci, X = {xo,xl,...,xn} si ne intereseaza drumul

de valoare minimd intre X, si X, . Facem conventia ca dacd intre doud varfuri nu exista nici
un drum, se ia ca valoare minima intre cele doua varfuri, valoarea +00 .
Admitem ca pentru orice i =1,2,...,n dispunem de un drum arbitrar de la x, la X;

(daca astfel de drumuri existd, ele se pot depista prin procedeul descris la determinarea
drumului de lungime minima intre doud varfuri dintr-un graf).

Notam valoarea drumului de la xy la x; cu A;, i=1,2,..,n; Ay =0. Dacd nu
existd nici un drum de la X, la x;, se ia kl- =400,

Are loc urmatorul rezultat esential in stabilirea algoritmului.

Teorema 3.3.1

Conditia necesara si suficientd pentru ca A; si fie minimul valorilor drumurilor de la

Xy la x;, oricare ar fi i =1,2,...,n, este ca pentru orice (xk,xj) e U, sa aiba loc relatia:
Ay =y <L(x,x)) (3.3.1)

Varfurile consecutive ale unui drum de valoare minima de la X, la x; verifica relatia
de mai sus cu semnul egal.

Demonstratie
Ardtam intai ca dacd (3) un arc (xk,x j) astfel Incat

hj =g > (%)) (3.3.2)

atunci A j nu reprezintd minimul valorilor drumurilor de la X la x ]

Fie subgraful din figura urmatoare:

Xj
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Fig. 3.3.1

Daca uj:(xo,le,...,xj) este drumul de la Xx; la x; de valoare Kj si

W, = ()c(),)ck1 ,...,xk) este drumul de la X, la x; de valoare A, atunci drumul
},L'j :(xo,xk1 ,...,xk,xj) este un drum de la x; la Xj, la fel ca si B, dar de valoare 7\,'j
mai mica decét valoarea A jaluip,. Intr-adevar avem:

7»']- = f(u'j) = K(uk ) + ((xk,xj) =\, + K(xk,xj) <\, datoritd relatiei (3.3.2),
presupusa adevarata in ipoteza de lucru:

Aj—Ny >€(xk,xj)

Dacd insa relatiile (3.3.1) sunt verificate pentru orice arc (xk,x j), atunci A, este
valoarea minimd a drumurilor de la x, la X;, (V)i=1,2,..,n. intr-adevir, daca
n= (xo,xil 3 Xy 5eees Xy ,xi) este un drum oarecare de la de la Xy la X;, atunci conform cu
relatia 1°, avem:

A —ho < K(xo,xil ) (j=i,k=0)

A —Kik Sﬁ(xik,xi) (] =l,k=lk)

Prin insumarea relatiilor si cu Ay =0, rezulta:

A <l(p) (3.3.3)

Ardtam acum ca daca A; sunt valorile optime, atunci varfurile consecutive ale unui
drum optim de la X, la X; verifica relatiile 1° cu semnul ,,=”.

Daca p= (xo,...,xk,xj,...,x) este drum de valoare minima de la X la Xx; atunci

subdrumul p,t'z(xo,...,xk,xj) este drum de valoare minimda de la Xx; la x; iar

},t" = (xo,...,xk), este drum de valoare minima de la X la Xx; si deci avem: f(u') = Kj;

£(n") =X, . Pe de altd parte, avem ca:
0(w)= Z(M”)‘i'g(xk’xj) A=Ay = f(xkoxj) (3.3.4)

Teorema ne sugerecaza urmatorul algoritm pentru determinarea drumului (sau
drumurilor) de valoare minima de la varful x; la x,, .

C . : g 0 - .
a) Etapa 0: Fiecdrui varf X; 1 se ataseazd o valoare 7»5 ) care sa reprezinte valoarea

unui drum de la xg la x; cui=1,2,...,n si Xgo) =0.
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b) Etapa (k+1): pentru orice arc (xi,x j) calculam diferenta k(jk) _xgk) sio

comparam cu valoarea arcului (xi 2 X ) . Poate aparea una din situatiile.

- by (3) unarc (mai multe) (X~ X ) astfel incat

>V
X(jk) _ ng) > g(xi,xj ) (3.3.5)
in acest caz luim
}\’(jk+l) _ xﬁ") n K(prj) (3.3.6)

Daca pentru un anumit j existd mai multi indici i care verifica (3.3.5), ludm X(jkﬂ)

egal cu cea mai mica valoare dintre valorile ng) +/ (xi, X j) corespunzatoare.

Dacd pentru un anumit indice j nu existd nici un indice i care verificd relatia (3.3.5):

A _ ng) > f(xl-,x ) atunci vom lua:

J J
(k+1) _ 5 (k)
2D = 3.3.7)
— by) Pentru orice arc (xl-,xj) eU , avem:
k k
2 ) </(x.x;) (3.3.8)
In acest caz valorile A; :Xl(-k), i=0,1,2,...,n, reprezinta valorile optime ale

drumurilor de la Xy la X; si trecem la depistarea drumului optim care ne intereseaza.
Daca drumul optim de la x;) la X, este (xo,...,xi,x j,xn), determindm mai intai x Iz

apoi X;, s.a.m.d. astfel:

— cautdm printre relatiile (3.3.1) satisfacute cu semnul ,,=” in ultima etapa, varful x 5

care verifica relatia

My =k =L(x;,x,) (3.3.9)

— odata determinat x j»8¢e cauta printre egalitdtile (3.3.1) din ultima etapa varful x;

pentru care:

— Ne oprim in momentul in care ajungem la X;,.

3.4 Exemple la algoritmul lui Ford pentru determinarea drumurilor de valoare
minima intre doua varfuri ale unui graf

Exemplul 1

Sa se determine drumul de valoare minimad de la X, la X4, in graful din figura

urmatoare:

84



Etapa 0

Ay =0;

7»%0) =0(xp,%)=2;

W = 0(xg 31,3, ) =145 1
W =0(xpox;)=4; !
WY = 0(x,x4) =5 {
7\(60) =0(xg,%3,%¢) =15
Observatie

Fig. 3.4.1

(XO,X3,Xz) =15 >14,
(

é(xo,x3,x4)=6 > 5;

xo,xl,x3):3 <4,

K(XO,xl,xél) = 5,

K(xo,x3,x5,x6)=15,
K(xo,x4,x5,x6):15;
é(xo,xl,xz,)%) =16>15;
0(xg,%7,%3,% ) =14;

(

s R . < (0 .
In etapa ,,0”, fiecarui varf X; i se ataseaza o valoare 7‘1‘ ) , care reprezintd valoarea

unui drum de la x, la x;, i =L n, XE)O) =0, fard insd a avea grija ca un astfel de drum, intre

Xy §i X;, s fie valoare minima dintre t

oate drumurile posibile intre cele doud varfuri.
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Etapa 1. (kK +1, pentru k =0). Pentru fiecare arc (X,-,Xj) e U , vom face diferenta

7»(1-0) — 7»50) si 0 vom compara cu / (xl.,x j)- In prima coloani scriem toate arcele grafului,

incepand de la x4 pand la X,.

Varful xg:

(xs,x6):k(60)—k(50) =7 ={(xs5,%);
(x3,x6):k60)—KgO) =11="0(x3,%);
(xz,x6):k(60) Y =1<0(xy,x5)=2;
Varful x5:

(x4,x5):7x20)—7y£10) =3 =10(x4,%5);
(x3,x5):k(50)—kg0) =4=10(x3,%5);
Varful x4 :

(x3,x4):KgO)—kgO) =1</l(x3,x4)=2;
(xo,x7):7u£‘0)—7u80) =5="10(xp,%4);
Varful x5:

(xz,x3):kg0)—k(20) =—10<0(xy,x3)=4;
(xl,x3):7ug,0) —MO) =2>0(x,x3)=1; (%)
(xo,x3):KgO)—Kf)0) =4=10(x9,%3);

Varful x,:
(x5, ): A =AY = 6> ¢(x5,x,) =25 (%)
(x3,x2):K(20) A0 =10< 0(x3,xy) =11;
(x,x, ) A =20 =12 = ¢ (x,.x,);

Varful x; :
7\‘(0)_7\‘(0) —2=y
(.XO,XI). 1 0 —<«= (Xo,xl).
In etapa 1 am depistat doud cazuri in care are loc relatia (3.3.5):

(k) (k)
si doar in aceste cazuri doud cazuri este posibild imbunatatirea (in sensul micsorarii) valorilor

)

pentru K(jkﬂ , prin relatia:
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7\(jk+1) = Xl(k) + K(xi,xj), k =0 (punctul by) din algoritm).

Pentru etapa urmatoare vom lua:

W =2 40 (x,05) =24 1=3;

W =2 4 0(x5,x,)=8+2=10;
(1 _ 4 (0) C e e .

A; =M\ pentrutoti indicii j#2, j#3.

(1

Etapa 2. (k+1, pentru k=1). Actualizim toate valorile pentru A",

j=0,1,2,...,6:
AW =0 Al =2; AV =10 (#); AV =3 (%),
WP =500 =8 a0 =15,

Comparim diferentele X(J-]) — 7\,1(-1) cu é(xl-,x j) pentru toate arcele (xl-

,xj)eU:
Varful xg:

W AW =15-8=7=0(xs,x5);
K(61)—7ugl):15_3:12>£(x3’x6):11; (+)
kgl)_xgl):15—10:5>€(x2,)€6)=25 (+)

Varful x5 :

A -y =8-5=3=0(x,.x5);

3 = =3= x4,x5),
kgl)_x(l):8_3:5>g(x3,x5):4; (%)

Varful x, :

7»511) D :5_3:2:£(x3,x4);
A =5-0=5="1(x),%,);

Varful x;:
WAl =3-10=—-7 <l(x3,%3)=4;
1) =1 =3-2=0(x,x3);
kgl) W _3_g=3 <l(xg,x3)="4;

Varful X, :
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25 = =10-8=2=1(x5,x, );
WA =10-3=7 < ¢(x3,x,) = 11;
AW =10-2=8</(x,x,)=12;
Varful Xx; :
{22 =2-0=2=1(x,)
1 0 - — e 0>*1)-
Relatia (3.3.5): X(jk) —ng) > K(x. X -), k =1, are loc in trei situatii, marcate cu (*).

i Nj
Pot fi imbunititite valorile 7»(61) (in doui cazuri) si Kg) . Pentru 7‘(61) avem:

WP =L + 023,06 ) =3 +11=14 sau AP =2 +£(xy, %) =10+ 2=12.

Deoarece cautam un drum de valoare minimd, vom alege valoare mai mica:
W2 =12.

Pentru K(Sz) vom avea: 7»(52) = Xgl) +0(x3,%5) =3+4 =7, deci 7»22) =7.

In rest, pentru toti indicii j # 5,6, vom avea: ng) = X(j]).

Etapa 3. (k+1, pentru k=2) Actualizim toate valorile pentru A
j=0,1,2,..,6:
M =0, MY =2 A =10; A =3;
{xﬁﬁ) =527 =7 MY =12.
Comparam diferentele A7 —2.{2) cu ¢(x;,x; ) pentru toate arcele (x;,x;) U -
Varful xg:
W AP =12-7=5<0(x5,%6)=T;
WP AP =12-3=9<(x3,x) = 11;
AP =12-10=2=(x,,x5);
Varful xs:
W AP =7-5=2<0(x,,x5)=3;
WP AP =7 -3=4=1(xy,x5);
Varful x :
AP AP =5-3=2=1(x3,x,);
7»512)—7\82)=5—0=5:€(x0,x4);

Varful x5 :
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W2 AP =3-10=-7 < 1(x,,x5) = 4;
WP P =3-2=1=1(x,x);

W2 AP =3-0=3<0(x0ox3) = 4;

Varful X, :

W2 AP =10-7=3>0(x5,x,) =2 (%)
W2 AP =10-3=7 < t(x3,x,) =11;

WP -nP =10-2=8<1(x,x,)=12;

Varful Xx; :
;\‘(2) _;\‘(2) =2_0=2=/
1 0 = == (x0>x1 )
In aceasta etapa singura valoare care se imbunititeste este 7»(22) , astfel cd pentru etapa
urmitoare (k =3) vom lua: 7»(23) = 7»22) +0(x5,x,)=T+2=9.

In rest, pentru j # 2 vom avea: 7»(1-3) = 7\,(1-2).

Etapa 4. (k +1, pentru k =3). Actualizim valorile pentru A3 , j=0,1,2,...,6
=0 4 =25 a8 =9, A =3;
=58 =70 =12,

Comparam diferentele }”(1'3) —7»53) cu ﬁ(xl-,x j) pentru toate arcele (xi,x j) elU.

Obtinem urmatoarele valori:

Varful xg:

W A =12-7=5<1(x5,x5) = 7;
D =2 =12-3=9 <0 (x3, %)
W AP =12-9=351(xy,x5) =2 (%)

I
—_—
p—

< .

Varful x5 :
W AP =T -5=2<0(xy0x5) =3;
A ) =T7-3=4<l(x3,x5) =4

Varful x, :
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WP 2P =5-3 =2=10(x3,%4);

AW =5-0=5 =0(x0,x4);
Varful x5:

W A =3-9=—6<l(xy.x3) = 4;
1 M =3-2=1=0(x,33);

W A =3-0=3<(xp.x3) = 4;
Varful X, :

W - =97 =2 =4 (x5,x,);

A -2 =9-3=6<1(x3,x,)
A - =9-2=7<0(x,x,)=12;

11;

Varful Xx; :

{272 =2-0=2=r(x,,x,).

Singura valoare care se Tmbunatateste este }”(63) si pentru etapa urmaitoare vom lua:
}‘(64) = }\,(23) + f(xz,x6) =9+2=11. In rest, pentru toti indicii j#6 vom lua:
AW =28,

Etapa 5. (k+1, pentru k=4). Actulizarca valorilor pentru A:
2o =0 4 =2 25" =9, 28" =3;

{xﬁ;‘) =5 2" =7, A" =11.

Comparam diferentele A" —2.{* cu ¢(x;,x; ) pentru toate arcele (x;,x;) U -

Varful xg:

W A = 11-7 =4 < 0(x5,%) = 7;

W A =11-3=8< (x5, %) =11;

W AP =11-9=2=1(xy,x5); ()

Varful xs:

WY AW =7-5=2<0(x,,x5)=3;

WY AP =7 -3=4=0(x5,x5); (%)

Varful xy :
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7»24)—7»(34)25—3:2:€(X3’x4); (%)
MY A =5-0=5=0(xpx,); (%)
Varful x5:

WY A =3-9=—6<(xy,x;) =4
kg4)_x§4):3_2:1:g(x1,x3); (%)
AP A =3-0=3<(xpx3) = 4;
Varful X, :
K(24)_%24):9_7:2:g(xs,x2); (%)
WY - =9-3=6</(x;.x,)
kg4)_x§4):9_2:7<g(x],x2):12;

11;

Varful Xx; :
(4) _ 4 (4)
{ WY A =2-0=2=0(xpx;). ()
Constatam ca la sfarsitul etapei a 5-a, in toate relatiile obtinute nu mai apare semnul

>, deci, conform teoremei demonstrate anterior, valorile A; = 7\.54), i=0,1,2,...,6, sunt

valorile optime.
Etapa finala a algoritmului presupune determinarea drumului optim (de valoare

minimd), de la xg la Xx;. In ultima etapa am marcat cu (*) toate relatiile (3.3.1) satisficute cu
semnul ,,=". Daca notam cu i penultimul varf al acestui drum, atunci indicele i verifica
ecuatia: Ag —A; =/ (xl-,xé) (a se vedea relatia nr. 3.3.9). Vom cauta printre egalitatile (*) din
relatiile scrise in ultima etapa si care corespund varfului X, indicele sau indicii i care verifica
aceasta relatie tip egalitate. Rezultd i = 2. Deci, pe drumul optim de la X, la X, ultimul arc este
(x2 » Xe ) .

Fie acum X; varful care-1 precede pe X, pe drumul optim. Trebuie sd avem, conform
relatiei  (3.3.10), indeplinitdi conditia: A, —A; =/ (xi,xz) . Cautim la relatiile
corespunzatoare varfului x, si gasim: A, —As =2 = f(x5,x2) . Deci x5 il precede pe X,
pe drumul optim. Mai departe:

Deci, drumul de valoare optimd (minima) de la X, la x4 este:

Rezulta:

Apoi:
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1= (g, X1, X3, X5, X5, X )

Observatie

1. Algoritmul se poate programa usor.

2. Se poate evita etapa initiald a determindrii unor drumuri de la X, la X,

i=12,...,n,astfel:

— 1n etapa ,,0” (initiald) se iau valorile: 7»(00) =0 si 7»50) =M , unde M este un
numar mai mare decat, de exemplu, suma valorilor tuturor arcelor grafului. De obicei se ia
M = +00 si se utilizeazd conventia +00 —00 =0;

— pornind de la aceste valori inifiale se fac Tmbunatatiri succesive, conform
algoritmului prezentat pand la obtinerea valorilor optime. Acest algoritm se numeste
»algoritmul lui Ford”.

Exemplul 2

Sa se determine drumul de valoare minimad intre X, si X5 in graful urmator:

X1 3

Fig. 3.4.2

La sfarsitul etapei a 4-a constatim ca toate relatiile (3.3.1) sunt de forma ,,<”:

K(jk) - ng) </ (xl-,x j)’ k=4, deci wvalorile 7»£4) sunt  valorile  optime

AP = <(x.x)). () (x.x;) €U,

Depistarea drumului optim de la X la X5

Notdm cu X; penultimul varf pe drumul optim. Atunci, pentru indicele i avem relatia:
As—A; < E(xi,xs), in etapa k=4. Rezulta: 7»2—4) - 7»(24) = K(xz,xs) =4. Deci,
penultimul varf este x,: L= (...,xz,x5) .

Fie acum, Xx; varful care precede pe X, pe drumul optim. Vom avea:
X(24) - 7»54) = K(xi,xz). Pentru varful x, aceastd relatie este verificatd pentru i=3,
X(24) - Xg4) = 5()63,)62) =1. Rezultd cd predecesorul lui X,, pe drumul optim este vérful

X3 s U= (XO,...,X3,X2,.X5 ) .
Fie x; varful care precede pe X3, pe drumul optim. Avem:

Xg4) - 7»54) =0(x;,x4).
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Singurul varf pentru care are loc egalitatea este X;. Deci, | = (xo,...,xl,x3,x2,x5 )

Mai departe: K§4) —K§4) = E(xl-,xl) =1 =0 (singurul varf pentru care are loc relatia de

egalitate).
Asadar, drumul optim (de valoare minima) este:

M:(XO,XI,X3,)C2,X5) Si K(H) =38.

Rezultatele calculelor vor fi trecute intr-un tabel:
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3.6 Algoritmul lui Ford pentru determinarea drumurilor de valoare maxima
dintre doua varfuri ale unui graf fara circuite. Exemple.
Daca G = (X U ) este un graf fara circuite, putem cauta drumuri de valoare maxima

intre doud varfuri distincte ale grafului. Deoarece Intr-un graf finit existd un numar finit de
drumuri, atunci daca existd drumuri Intre varfurile distincte x si y, printre ele exista (cel putin)
unul de valoare maxima.

Daca intre doud varfuri nu existd nici un drum vom spune in mod conventional ca

valoare maxima este —00. Presupunem ci X = {xo,xl,...,xn} si ca ne intereseaza drumul
de valoare maxima de la x;, la x,, .
Dacd A;

; reprezintd valoarea unui drum de la Xx; la X;, putem enunta o teorema

analoagd celei din cazul determindrii drumului de valoare minima dintre doua varfuri distincte
ale grafului:

Teoremd 3.6.1
Conditia necesard si suficientd pentru ca A; si fie valoarea maxima a drumurilor de la

Xy la x; (i=1,2,...,n) este ca pentru orice (xi,xj) € U si aiba loc relatia:

Aj =22 l(x;,%;), (hg =0). (3.6.1)

Varfurile consecutive ale unui drum optim de la X, la x; (i # 0) verifica relatia cu

semnul ,,="".
Demonstratia este analoaga celei de la teorema anterioara.
Pe baza teoremei se dezvoltd algoritmul lui Ford, pentru determinarea drumului de

valoare maxima dintre varfurile X si X, .
In prima etapi, fie se calculeazi valorile initiale XE)O),XEO),...,X;O) , XE)O) =0, fie se
pleaca de la urmatoarele valori: 7»5)0) =0; kgo) = k(zo) =..= 7»510) =—00, cu conventia

—0—(—0)=—00+0=0.
In etapele urmatoare aceste valori se vor Tmbunatdti succesiv pand la obtinerea
valorilor optime.

Astfel, dacd la etapa k +1 existd un arc (xi,x j) astfel incat

(k) (k)
atunci valoarea ng) poate fi imbunatatita, luand pentru etapa urmatoare,

k(jk+1) YoM 0(xx;)> x(jk) , (3.6.3)

Procesul continua pand cand nici una din valorile X(jk), Jj=1L,...,n nu mai poate fi
imbunatititd. La sfarsitul acestei etape se obtin valorile optime pentru A j si se trece la

determinarea drumului optim (de valoare maximd) de la X, la X,, analog ca in cazul
drumurilor de valoare minima.
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Exemplul 1

Sa se determine drumul de valoare maxima de la Xy si X5 in graful urmator:

Etapa 1. (k +1, pentru k£ =0).
Pentru inceput luim: 7»%0) =0; 7»%0) = K(zo) =..= X(SO) =—0,

30

Dintre aceste valori singurele care se imbunatatesc sunt 7»50) si
MY =+ 0(xg,0) =3;
2 =0 +0(xg,x,) =5.

, astfel:

Pentru celelalte valori, in etapa urmatoare luam: Kgl) = = Kg-l) =—0; A =0.

Etapa 2. (k+1, pentru k=1). Se calculeazi pentru toate arcele (xl-,xj) eU,

diferentele K(Jl) - Xgl) si se compara cu K(xi,xj).
Varful xs:
X4, X AW W0 <p(x ,Xs)=5;
45°%5 5 455
(x3,x5):7»(51) —Kgl) =0</(x3,x5)=10;
Varful xy :
(x3,x4):kgl) —ap =0</l(x3,%4)=5;
(024 ) A =AY =0 < (33,3, ) =55 (¥)

(g ) MY =AY = o< £33, ) =6; (*)

Varful x5:
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(2023 ) A =AY =m0 < 03033 ) =45 (%)
A () .
(903 ) : 5" =4 = =00 < £(xg,33) =13; (*)

Varful X, :

'7\4(1)—7\,(1)_5_5 )
(XOaxz)- 2 0 =°2< (xo,xz),
Varful Xx; :
A =3-5=2</ =4 (
(22, )1 = ==2<L(x,x)=4 (*)
A M 4
('XO’xl)'A’l -\ ZSZE(XO,XI).

Au fost marcate cu (*) relatiile care pot aduce efectiv imbunatitiri valorilor A j
Primele trei relatii, desi sunt de forma A I A</ (xl-,x ) ) , nu aduc practic nici o
imbunatatire. De exemplu, din prima relatie, pentru (x4, X5 ) , ar trebui sd luam:
KgZ) = Kgl) +/ (x4,x5) = —00. Aceasta se intAmpld pentru toate arcele (xi,x j) e U , pentru
care A, :Xj =—00 si Z(xi,xj)>0 si finit.

Se pot imbunatiti valorile: 7»511), Xgl) , 7»%1) si le vom calcula:

W2 =0 4 1(xy0x, ) =5+5=10;
2P =" +0(x,x)=3+6=9.
Cum noi cautdm drumul de valoare maxima, alegem ng) =10.
W2 =2 40 (xy005) = 5+4=9;
Pentru KgZ) : ng) = 7»51) + f(xl,x3) =3+4=7,
W2 =0 4 £ (3xg,x3) = 0+13 =13,
Alegem ng) =13 (valoarea maxima).
MY =2 40 (xy,0) =5+4=9;
WP =0 4 (g3, ) =0+3=3.

Pentru Ml) :

Alegem ng) =9 (valoarea maxima).

Pentru celelalte valori ale luij, j € {0,2,5} , pastram valorile anterioare:
}ng) _ X(l) ~0, k(zz) _ X(l) =5, }ng) _ Xgl) — o
Se recalculeaza, pentru toate arcele (xi,x j)EU , diferentele: 7\,(]-2) —7\,52) si se

compari cu ﬁ(xi,xj).
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Valorile actualizate ale numerelor A ; pentru etapa a 3-a sunt, deci
aWP =0, A =9 2P =5 2P =13, 0 =10, 2 = 0.
Etapa 3. (k+1 pentru k =2)
Varful x5 :

kgz) - kgz) =—00 < ((xy,Xs)

AP =) = 0 < (x5, x5) =10; (%)
Varful x,:

A - =3 <t(xgx,) =5 (%)
WP - =5=1(xy,3,);

WP - 1< r(xx) =6 (¥)

I
n
—~
*
~

Varful x5:
WP D =8> 1 (xyx5) = 4;
R I
WB =D =13 = 1(x,x3):

Varful X, :

{kgz) —kgz) =5=1(x0,%,);

Varful Xx;:
ksz) —k(zz) =4 =€(x2,x1);
WD -l =95 v(xp.x) =3

Inegalititile K(k )_ Kl(k) </ (xi,x j) au fost marcate cu (*). Se pot Imbunatati 7\,(52)

.4 (2 A Catin - < .
s Xg ) . Valoarea imbunatatitd pentru etapa urmatoare se calculeaza cu relatia:

A =) 1 (x,x)) (> xg")).

J i A0

Pentru A5 avem:
23 =) 4 0(x0x5) =104+ 5=15;
A = 40 (x5, x5) = 13+10=23.

3 . o oa . .
Vom lua Xg— ) =23, deoarece cautdam drumul de valoare maxima intre valorile X si
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Pentru A, avem:
WD =MD 0 (g0, ) =134+ 5=18;
A =D 4 0(x,x) =9+ 6 =15,

. . . - 3
Din acelasi motiv vom lua, pentru etapa urmatoare, 7\.51 )= 18.

Valorile actualizate ale numerelor A j bentru etapa a 4-a sunt:

A =0, 0 =9 2 =5 2P =13, 2 =18, 2 =23,

Etapa 4. (k+1 pentru k =3). Se recalculeazi pentru toate arcele (X,-,Xj) elU,

diferentele 7»83) - Xg3) si se compari cu E(xi,xj )

Varful xs:
k(53) —xﬂf) =5= (x4,x5);
3 3
23 -l =10 = ¢, x);
Varful Xq:

7\‘&3) _7\'?) =5 :f(X3,X4);

(3)

2D ) =135 0(xy0x) = 5
23 -2l

1

V295 0(x.x,) =6
Varful x3:

WP 0 =85 0(xy.35) = 4
3004 ()

Xg3) - kg3) =13= Z(xo,x3);
Varful X, :
Varful Xx;:

7\;%3) — 7L(23) = 4 = ((XZ,xl);

k£3) —7»83) =9>0(xg,x).
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n . .. . k k) . .
La sfarsitul acestei etape toate relatiile dintre 7»(]- ) 7»5 ) si/l (xi,x j) sunt de tip ,,="

sau ,,>”, deci nici unul dintre numerele 7\,53) nu mai poate fi imbunatatit. Rezulta ca valorile:

Ao=0;A,=9; Ay =5; A3 =13; A, =18; A5 =23 sunt optime si se poate trece
la etapa de depistare a drumului optim de la X, si X;5.

Determinarea drumului optim de la Xy la Xs.

Dacd X; este penultimul vérf al drumului optim, atunci: As —A; =/ (xl-,x5) (relatii
de tip ,,=”). Rezultd i =3 sau i =4. Fie x5 penultimul varf. Dacd x J precede pe X3, atunci:
Ay—A; ZK(xj,x3). Rezultdi j=0 sau j=1. Daca j=0, se obtine drumul optim
Ly :(xo,x3,x5). Daca j=1 se determind succesiv vérfurile care-l preced pe X; si se
obtine drumul optim: W, = (xo,xz,xl,x3,x5). Daca penultimul varf este luat x4, atunci
analog se determina toate varfurile care-1 preced pe X, si se obtin drumurile optime:
H3 :(x09x3’x4:x5)’ Hy :(XOaxzaxlax3ax4ax5)-

Valoarea fiecaruia dintre drumurile determinate este maxima si egald cu 23.
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LECTIA 8

3.7 Algoritmul Bellman-Kalaba pentru determinarea drumurilor de valoare
minimé dintre doua varfuri ale unui graf

Definitia 3.7.1
Un graf se numeste graf cu arce valorizate dacd este definit astfel: G = (X U ,K),

unde X = {xo,xl,...,xn} este multimea varfurilor, U =multimea arcelor si (:U — 1 |

este o functie reald, pozitiva, care asociaza fiecarui arc un numar pozitiv numit valoarea sa.
Functia / se poate prelungi pe multimea drumurilor din graf. in cele ce urmeaza se va
considera cd £ este definitd pe multimea drumurilor.

Ne propunem sa determindm drumul de valoare minimd de la X, la X, . Algoritmul

lui Bellman-Kalaba ce va fi descris in continuare are la bazd ,,principiul optimalitatii”
formulat, la modul general , astfel: ,,orice subpoliticd a unei politici optime este, de asemenea,
o politicd optima”. In cazul grafurilor formularea este, pentru situatia determindrii drumurilor
minime, urmatoarea: ,,orice subdrum al unui drum optim este, de asemenea, un drum optim”.

0(i.j), daci (x;,x;)eU,i# j;
Fie c; =<0, dacai=j, (3.7.1)
+00, daca (xi,xj)eéU,i;tj.

Pentru a intelege mai bine utilitatea introducerii acestei notatii vom considera graful
G= (X U ,K) , In care existd toate arcele posibile, cu exceptia buclelor, iar aceste arce sunt

valorizate astfel:

- ((u) dacaueU;
O(u)= 3 (3.7.2)
40 dacaueU\U.

Prin urmare ¢;; (i £ ] ) reprezinta valoarea arcului (xl-,x j) in G; orice drum in G

care nu existd in G are valoarea +00, iar orice drum din G existd si in G si are aceeasi
valoare In ambele grafuri.
Aflarea unui drum de valoare minima intre doua varfuri in G este echivalentd cu

aflarea drumului de valoare minima intre cele doud varfuri din G . Este preferabil sd folosim

graful G deoarece in rationamente putem vorbi despre arcul (xl-,x 3 ), oricare ar fi varfurile

distincte Xx; si X Iz Daca un drum optim intre doua varfuri va avea valoarea 400, atunci

aceasta Inseamna ca in graful G nu exista nici un drum intre cele doua varfuri.

Fazele si etapele algoritmului:

Faza I — declansarea si functionarea algoritmului pdnd la realizarea conditiei de
oprire.

Etapa 0

Definim numerele vl(k) , 1=0,1,...,n—1, V,Sk) =0, ca fiind valoarea minimd a

drumurilor de la x; la x, formate din k +1 arce.
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(k)

Determinarea valorilor optime v; ’ cuprinde £ etape.

A 0 . 0 .
In aceastd etapa se definesc Vi( )=cl-n, i=0,L..,n; v,(1 )20, se construieste

. 0 . . . .
matricea C :(Cij)- Vi( ), i=0,1,....,n—1, reprezintd valoarea drumului format dintr-un

singur arc, de la X; la X, .

Etapa 1
(1)

In etapa urmitoare vom lua v;’ =valoarea minimd a drumurilor formate din cel mult
doud arce de la x; la x,,, unde 1=0,1,...,n—1.
Pentru i fixat, drumurile de la x; la x,, formate din cel mult doua arce, sunt

urmatoarele:

(xi,xl,xn),(xi,xz,xn),...,(xi,xi_l,xn ) , (xi,xn),(xi,xm,xn ),...,(xi,xn_l,xn).
Valorile acestor drumuri sunt, respectiv urméatoarele:

7 (2003, ) = D () + (303, ) = ¢+ s

z(’)(’.1'7')('-29)(:;1):’é(-xi,)ﬂé)‘f‘Z(_)Czj_)(jn)zciz +V(O);

7 7 (0)
(%20 %, ) = LX)+ £(X,200%, ) = iy + 5.
Valoarea minima a drumurilor de la X; la X, , formate din cel mult doua arce este:

vi(l) :min(cij +v§-0)), v,(ql) =0,i=0,1,...,n—-1 (3.7.3)
j=0

Etapa 2

A 2 . .
In etapa a doua vom lua Vi( ) =valoarea minima a drumurilor de la X; la x, formate

2 _g

din cel mult trei arce, i =0,1,....n—1 si v,”’ =

Cel mai bun drum de la x; la X, format din cel mult trei arce si care are drept al

doilea varf un anumit varf x | este format din arcul (xl-,x j) si cel mai bun drum de la x ] la

X, format din cel mult doud arce. Valoarea acestui drum este:

(1)
Ci+ v, 3.7.4)
astfel ca pentru aceasta etapa vom lua:
n
vl(z) =min(cij +v§~1)), i=0,n—1si v,(lz) =0. (3.7.5)
j=0
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Sa mai observam ca pentru j =1 expresia (3.7.4) ne da valoarea celui mai bum drum

de la x; la x,, format din cel mult doud arce: ¢; + vi(l) = vl(l), (Cii = O), iar pentru j =n

aceeasi expresie, (3.7.4), ne da valoarea drumului format dintr-un singur arc:
Ciy + v,gl) =cy, (v,gl) = O). (3.7.6)

Deci, putem afirma ca cel mai bun drum de la X; la x, format din cel mult trei arce
are valoarea

n
vi(z) = rr_lin(C~~ + v(-l)) ,i=0,1,...,n—1. Cum, in general, ¢;; > 0, rezulta ca:

jo \ ¥ /.
W<y (v) i=0,1,...,n—1. (3.7.7)
In continuare se procedeazi analog si la etapa a k-a vom lua:
n
vi(k) = min(cij + vS.k_l)), i=0,n—1si v,sk) =0. (3.7.8)
Jj=0

. . .. . - Kk .o . .
Printr-un rationament similar se arata ca Vi( ) reprezinta valoarea celui mai bun drum

de la x; la x, , format din cel mult k +1 arce si ci, pentru orice k si i,

) <y (k) (3.7.9)

l' f—
Conditia de oprire a algoritmului
- i ctan - ) ()
Daca, intr-o anumitd etapd, pentru un anumit i, avem cd v; * <V; aceasta
inseamna cd exista cel putin un drum de la x; la x, format din exact kK +1 arce care este mai
bun (adica de valoare mai micd) decat orice drum de la x; la x, format din cel mult & arce.

(Acest drum poate apare in etapa urmdtoare, kK +1).

A . < 1A k k-1
Procedeul de calcul se va intrerupe la prima etapa k& in care vom avea: vi( ) = vi( ),

2 < < k k-1 .. e
In aceasta etapa valoarea vl( ) = vl( ), pentru orice i =0,n —1, reprezintd valoarea

. . C e . (K . .
celui mai bun drum (de valoare minima) de la X; la X, , deci Vi( ) sunt valorile optime,
(V) i=0,n—1.

Faza Il — determinarea drumului optim de la X, la X, .
Dupa realizarea conditiei de oprire a algoritmului (avind ca stare initiald cunoasterea

(k)

valorilor optime v;"’, i = 0,7 —1) se trece la determinarea drumului optim de la x; la x,, .

Presupundnd ca acest drum este L = (xo,xi,x e Xy ), se determina succesiv indicii
l,],... astfel:

1. indicele 7 se determina din relatia: vy = ¢y; + V;;
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2. odata determinat i si daca i # n se trece la determinarea varfului urmator x j din
relatia: v; =c¢; +v; etc.
In concluzie algoritmul Bellman-Kalaba pentru determinarea drumului de valoare
minimd de la x;, la x, constd in:
Faza 1 — declansarea si functionarea algoritmului pdna la realizarea conditiei de
oprire.
(0) _

a)seiav; ' =c

o, 1=0,n—1, v}(10) =0 (Faza I, etapa 0);
n -
b) pentru k£ =1,2,..., se calculeazi vl-(k) = min(cij + vS-k_l)), i=0,n si vslk) =0.
j=1
(Faza I, etapele 1,2,...,k);

c) daca intr-o etapd k se ajunge la vl(k)=vl(k_1), (V)iz(),_n, valorile

k k-1 . . . . . .
v, = Vi( ) = Vl-( ) sunt valorile optime si se trece la determinarea drumului optim.

Faza Il — determinarea drumului optim (de valoare minima )de la X la Xx,, .

Aceasta se face tindnd cont cd dacd x;,x ; sunt varfuri consecutive 1n aceasta ordine

ale drumului optim, atunci v; = c; tv;.

3.8 Exemple la algoritmul lui Bellman-Kalaba pentru determinarea drumurilor
de valoare minimi dintre doua varfuri ale unui graf

Exemplul 3.8.1

Sa se determine drumul de valoare minima de la X, la x4 in graful din figura

urmatoare

Fig. 3.8.1

Faza 1 — declansarea si functionarea algoritmului pdna la realizarea conditiei de
oprire.
Etapa 0; £k =0.
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In aceastd etapa se construieste matricea C = (Cij)’ i,j=0,1,...,6 si se definesc

(0) (0)

numerele v; ’ =c¢;¢, 1 =0,1,...,5, v¢ ’ =0, reprezentand valoarea drumului format dintr-un

singur arc de la x;, 1=0,1,...,5, la x;.
Matricea C este urmatoarea:

Xo X X, X3 X4 X5 Xg
0 2 o 4 5 o o X
o 0 12 1 o o X
o oo 0 4 oo o 2 Xx
CC w11 0 2 4 1 X3
o o o oo 0 3 o x
o oo 2 o o 0 7 xs
© o o o oo o 0 x4

Se observa ca elementele diagonalei principale ale matricei C sunt nule (¢; =0,

conform cu relatia (3.7.1)). Valorile vl(o), i=0,1,2,...,6, se afla pe ultima coloand a

matricei C.
Etapal; k=1.

6
In aceastd etapd se calculeaza valorile vl-(l) =min(cl-j +v§~0)), i=0,12,..,5,
=0
(1)

Vg = 0 (conform relatiilor 3.7.3), reprezentdnd valoarea minimd a drumurilor de la X; la

X¢, formate din cel mult doua arce. Avem:
Pentru i =0:

6
v(()l) :min(coj +v§~0)) :min(0+oo;2+oo;oo+2;4+11;5+oo;oo+7;oo+0) =15;
j=0

Practic, se aduna elementele corespunzatoare din linia lui X, cu elementele

corespunzdtoare din coloana lui X4 din matricea C, dupa care se determind cea mai mica

valoare din vectorul rezultat.
Pentru i =1:

6
vl(l) :min(clj +v(.0)):min(oo+oo;0+oo;12+2;1+11;oo+oo;oo+7;oo+0) =12=

j=0 ’
6
= mm(c1 e .6) <> min(linia lui x; + coloana lui xg ).
TR\
Pentru i =2:

6
1 . 0 .
vg) :mln(czj +v§~ ))=m1n(oo+oo;oo+oo;0+2;4+11;oo+oo;oo+7;2+0)=2=
j=0
6
= mln(czj + Cj6) <> min(linia lui x, + coloana lui x ).
j=0
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Pentru i =3:

6
! :min(c3j +v§°)):min(oo+oo;oo+oo;11+2;0+11;2+oo;4+7;11+0):11:

Jj=0
6
= r;lzlgl(c3j + cj6) = mln(hma lui x5 + coloana lui x; )
Pentru i = 4:

6
vgl) :min(c4j +VS-O)) :min(oo+oo;oo+oo;oo+2;oo+11;O+oo;3+7;oo+0) =10=

J=0
6
= mlgl(c4j + cjé) = mln(hma lui x, + coloana lui x6).
j:
Pentru i =5
() — i ) = g
Vs’ =min|cs; +v;’ |=min(o0+00;00 +00;2+2;04+11;004+00;0+7;7+0)=4=
5 5j i o s s s o s
j=0
6
= r}q_lgl(csj + cj6) <> min(linia lui x5 + coloana lui xg ).

(1) _

Pentru i=6: v, =0.
La sfarsitul etapei 1 rezulta vectorul

y() :(vg'>,v1<‘>,vgl>,...,vg>) =(15,12,2,11,10,4,0).
Comparand cu V(O) = (00,00,2,1 1,00,7,0) (comparatia se face intre componentele

. o e e e e e .. 1 0) . .
de acelasi rang) se constata ca exista indici i pentru care vi( ) < Vi( ) si anume I € {0,1,4,5} ,

deci algoritmul continua.

Etapa2; k=2.
- o8 n) . :
In aceastd etapa se calculeazd valorile V; =m1n(cl~j +v; ), i=0,1,2,..5 si
=0
vgo) =0 (conform relatiilor (3.7.5)), reprezentdnd valoarea minima a drumurilor de la X; la

X formate din cel mult trei arce. Conform relatiilor 3.7.5 si a observatiilor din etapa 1,

rezultd ca pentru fiecare 1 =0,1,2,...,5 se va aduna linia corespunzatoare varfului x; din

. .. . 1 . A . . .
matricea C cu linia vectorului V( ) obtinut la sfarsitul etapei 1, element cu element si apoi se
va determina cea mai mica valoare din fiecare vector astfel obtinut. Se obtine:

6
i=0: 2 =min(coj +v§~1))=14<v(()1) =15;
7=0
6
i=1: sz) :min(clj +v§~1)) =12 =v1(1);
j=0
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i=2 vgz):r}lii(r)l(czj+v§-1)):2:vgl),

i=3 vgz):m61n(c3j+v§1)):8<v§1):11,
j=0

i=4 v£2)=I§1fi(r)l(C4]+VS-1))=7<V£1)=10,

=5 vgz):r]niigl(ch+vS-1)):4:v§1),

i=6:vg2):O.

. 2
Se obtine vectorul V( )= (14,12,2,8,7,4,0).
1 . " . e e e ae e
Comparand cu vectorul V( ) , obtinut la sfarsitul etapei 1, se constata ca exista indici i
2 1) . . . . 2 . <
pentru care vl-( ) < vl( ) si anume I € {0,3,4} , deci valorile Vi( ) nu sunt optime, astfel ca
algoritmul se continud cu etapa urmatoare.

Etapa3; £k =3.
Se calculeaza valorile vl(3) ,1=0,1,2,...,5, vg3) =0 utilizand relatiile (3.7.8), pentru
6
k=3: vl(3) =min(cl-j +v§-2)), i=0,1,2,...,5. Se obtine:
=0

i=2 v§3):r?zlg(czjwﬁz)):z:vf),
i=3 v§3)=r§1ii(r)1(c3j+v5-2))=8=v§2),
i=4 vfﬁ)=1§1iig(c4j+v§.2))=7=v§2),
i=5 v53)=mii(r)1(c5j+v§.2)):4=v§2),

Se obtine vectorul %) =(12,9,2,8,7,4,0).
In urma comparatiei (pe componente) cu V(z) se constatd ca existd indicii i € {0,1}

(3)

(3) (2)d'1'1. e si alooritmul continui
pentru care v; © <V; 7, deci valorile v; © nu sunt optime §1 algoritmul continua.
Etapa4; k=4.
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Se calculeaza valorile Vi(4)

6

i J

: v(4) :min(cl.j +v(3)), i=0,1,2,...,5. Se obtine:

j=0

6
i=0: v(()4) =mi51(c0j+v§3))=ll<v(3) =12;
j

=2 vg4>:r§§3(czj+vg.3>):z:v§>,
i=3 v§4)=r£i(1)1(c3j+vg-3))=8=v§3),
i—4 vff)=T§3(C4J+V§3)):7:"‘(‘3)’
i=5 v§4)=r§1iig(05]+v5-3)):4:vg3),
i=6: Y =0

Se obtine vectorul V(4) = (1 1,9,2,8,7,4,0).

. .- . 4 .
Existd indicele i = 0 astfel incat v(() ) < v(()3), deci se trece la etapa urmatoare.
Etapa5; k=5.
(5)

Se calculeaza valorile vl(s) ,1=0,1,2,...,5, v¢'/ =0 utilizand relatiile (3.7.8), pentru

6
: vz(S) = min(c“ + V(-4)), i=0,1,2,...,5. Se obtine:

=0 g J

i j
=1 >:rﬁg(%+vg4>):9:v§4x
=207 ~imin(cy, 424} =224,
i=3 v§):?Eg(cwwﬁ“)):szvg“),
i=4 vff)=1}1ii(r)1(c4j+v§.4))=7=vﬁ4),
=5 v55)=miig(csj+v54)):4=v§4);

Il

(@)}

<

N~ —
2

Il

S <
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Se obtine vectorul V(S) = (11,9,2,8,7,4,0) si se constatd cd vi(s) =vl(4), pentru

orice 1=0,1,2,...,6, deci s-a realizat conditia de oprire a algoritmului. Prin urmare

(5) (%)

vi=v; =y, (V) i=0,1,...,6, reprezintd valoarea optima a drumurilor de la X; la X,
formate din cel mult 6 arce.
Faza a Il-a — determinarea drumului optim de la X la Xg.

Determinarea drumului optim se face in sensul de la X, catre x,. Valoarea minima a

(5)

drumului optim de la x; la xg este vy =V’ =11, deci valoarea primei componente a

. 5 . N . .. .
vectorului V( ) obtinut la sfarsitul ultimei etape din faza I.
Rescriem in detaliu (pe componente) relatiile cu ajutorul cirora s-au obtinut valorile

(5)

optime v; =v;/, 1=0,1,2,...,6, in ultima etapa din faza L.
i=0:
6
W) :min(coj +v§.4)):min(0+11;2+9;oo+2;4+8;5+7;oo+4;oo+o):11;
j=0
minimul se obtine pentru j € {0,1}.
i=1:
6

. min(clj +v§4)) = min(oo+11;0+9;12 + 2;1+8;00 + 7;00 + 400 + 0) = 9;
=0

minimul se obtine pentru j € {1,3}.
i=2:
6

vgs) :min(czj +v§~4)) :min(oo+11;oo +9;0+2;4 +8;00+ 7;00 +4;2+O)
j=0

2;

minimul se obtine pentru j € {2,6}.
i=3:
6
W) = min(c3j +v§4)) — min(o0+ 11300+ 9;11+2;0+8;2+ 7;4+4;11+0) = 8;
=0
minimul se obtine pentru j € {3,5}.
i=4:

6
ng) =min(c4j +V§~4)) :min(OO-i-ll;OO +9,OO+2,OO+8,O+7;3+4,OO+O): 7,
j=0

minimul se obtine pentru j € {4,5}.
i=5:
6
vgs) :min(csj +v§-4)) =min (o +11;00+9;2+2;00+8;00+ 7,0+ 4;7+0) = 4;
j=0

minimul se obtine pentru j € {2,5}.
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Daca x ; este primul vérf care urmeaza dupa X, pe drumul optim, atunci se cautd in

relatia scrisa pentru [ = 0 indicele j pentru care:
Vo=¢Co; tV; =11.
Se obtine j € {0,1} . Cum X, este primul varf al drumului optim, rezulta j =1, deci
X, este al doilea varf al drumului optim: | = {xo,xl,...,x6} .
Si mai observim ci E(xo,xl) =2 si evident, v, =9=v, —K(xo,xl) =11-2,
reprezintd valoarea optima a subdrumului de la x; la X4 pe drumul optim.
Fie acum x i varful care urmeazd dupd x; pe drumul optim. Se va cauta in relatia
scrisd pentru i =1 (corespunzitoare varfului anterior, X; ) indicele j pentru care:
v=q;tV; =9.
Se obtine j € {1,3} . Cum Xx; este ultimul varf al drumului optim péna in acest
moment, rezultd j =3, deci x5 este al treilea varf pe drumul optim: p = {xo,xl,x3,...,x6} .
De asemenea, / (xl ,x3) =lsivy=v, -/ (xl,x3) =8, reprezinta valoarea optima a
subdrumului de la x5 la xg pe drumul optim.
Fie x; varful care urmeaza dupd x5 pe drumul optim. Se cauta in relatia scrisd pentru

J
i =3 indicele j pentru care:

V3=03;+V; =8.

Se obtine j € {3,5}. Cum xj este ultimul varf al drumului optim pand in acest
moment, rezultd j=5, deci x5 wurmeazd dupda x3 pe drumul optim:
H= {xo,xl,x3,x5,...,x6}.

Analog / (x3,x5) =4 §i vs=v3-/4 (x3,x5) =4, reprezintd valoarea optimd a
subdrumului de la x5 la X pe drumul optim.

Fie x j varful care urmeaza dupa X5 pe drumul optim. Se cauta in relatia scrisd pentru
i =5 indicele j pentru care:

Vs=0Cs5;+V; =4,

Se obtine j € {2,5} . Cum x5 se afld deja pe drumul optim, rezulta j =2, deci x,
urmeaza dupa X5 pe drumul optim: L = {xo,xl,x3,x5,x2,...,x6} .

Avem si / (x5 ,xz) =2, dar v, =vs—/ (x5,x2) =2, reprezintd valoarea optima a
subdrumului de la X, la x4 pe drumul optim.

Fie x; varful care urmeaza dupa X, pe drumul optim. Se cauta in relatia scrisa pentru

J
i = 2 indicele j pentru care:

V=0 +v; =12,

Se obtine j € {2,6} si cum X, se afld deja pe drumul optim, rezulta j =6. Dar X

este ultimul varf al drumului optim, astfel ca in acest moment s-a incheiat i faza a Il-a a
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algoritmului, drumul optim obtinut este L= {xo,xl,x3,x5,x2,x6}, iar v, =2 reprezinta

valoarea ultimului arc al acestui drum: v, =2 =/ (xz , x6) .

3.10 Algoritmul lui Bellman-Kalaba pentru determinarea drumurilor de valoare
maxima dintre doud varfuri ale unui graf fara circuite. Exemple

Algoritmul lui Bellman-Kalaba poate fi utilizat, intocmai ca si algoritmul lui Ford, si
pentru determinarea drumului (drumurilor) de valoare maxima intre doud varfuri ale unui graf
fara circuite.

Modificdrile de esentd ale algoritmului lui Bellman-Kalaba pentru determinarea
drumului (drumurilor) de valoare minima intre doud varfuri ale unui graf care permit
transformarea sa 1n algoritmul pentru determinarea drumului (drumurilor) de valoare maxima
intre doua varfuri ale unui graf fara circuite sunt urmatoarele:

— in matricea C = (Cij)a i,j=0,l,....,n a valorilor drumurilor formate dintr-un
singur arc de la varful x;, i=0,l,..,n—1 pana la varful X j=0,1,...,n se va lua

valoarea —o0 (in loc de +00), daca arcul (xi,xj> eU,i#]j,

valorile vgk), i,j=0,1,...,n, se vor determina schimband in relatia (3.7.8)

simbolul min cu simbolul max.

Daca G:(X,U,ﬁ), X:{xo,xl,...,xn} este un graf cu arce valorizate si fard
circuite (aceasta se poate stabili usor cu ajutorul criteriului rezultat din teorema 2.2.12 din
capitolul 2), atunci algoritmul Iui Bellman-Kalaba pentru determinarea drumului (drumurilor)
de valoare maxima dintre varfurile X, si X, necesita parcurgerea urmatoarelor faze si etape:

Faza 1 — determinarea §i functionarea algoritmului pdna la realizarea conditiei de
oprire.

La randul sau, faza I cuprinde mai multe etape.

Etapa 0

Se construieste matricea C = (Cij)’ i,j=0,l,...,n, conform relatiilor:
é(xi,xj), daca (xi,xj)eU, i# J;

¢; =10 daca i#J; (3.10.1)

—00 daca (xi,xj)gU, i# .

N 0 . A
Tot in etapa O se definesc numerele v;, i=0,l,...,n —1, reprezentand valoarea
maxima a drumurilor de la x;, i=0,l,...,n—1, pana la x,, formate dintr-un singur arc.

Aceste numere se afld pe ultima coloand a matricei C, respectiv pe coloana lui X, .

Etapa k; (k>1).
(k)

.’ =0, reprezentand

A . k .
In etapa k se calculeazd numerele vi( ), i=0,1,.,n—-1, v
valoarea maxima a drumului de la x; la x,, formatdin k +1 arce, cu relatiile:
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£~ i,

¢ +v§"‘1)), i=0,1,...,n—1, v =0, (3.10.2)
j=0

_1)

< A . . e e g e k k
Daca la sfarsitul etapei k exista indici i pentru care Vi( ) > V~(

(k)

valorile v;"’ nu sunt optime si ca existd cel putin un drum de la x; la x, format din £ +1

, aceasta inseamna ca

arce mai bun (adica de valoare mai mare) decét orice drum de la x; la x, format din cel mult

k arce; acest drum poate apare in etapa urmatoare, k+1.
Algoritmul se continud panad la prima etapa k in care se va obtine:

B =5 (v) i=01,..m. (3.103)

1 1

. k k-1 . . n .
Valorile v; :Vz( )= l( ), i=0,1,...,n obtinute la sfarsitul acestei etape sunt

valorile optime si reprezintd, pentru fiecare [ =0,1,...,n, valoarea maximd a drumului

(k)

(drumurilor) de la x; la X,,. Deci vy =V~ este valoarea maxima a drumului optim de la X,

la x,.

Relatiile (3.10.3) reprezinta, in ansamblul lor, conditia de oprire a algoritmului in faza
L.

Faza Il — determinarea drumului (drumurilor) optim (de valoare maxima) de la X, la
X

Determinarea drumului optim se face in sensul de la X, cétre X, , astfel:

— dacd x; este primul varf care succede lui x; pe drumul optim, atunci se cautd in

relatia (3.10.2) din ultima etapa, scrisd pentru i = (0, indicele j pentru care:

Vo =Cp; TV (3.10.4)

— daca se cunoaste un varf x,, al drumului optim si x,, # X, si dacd x j este varful
care succede lui X,, pe drumul optim, atunci se cautd in relatia (3.10.2) din ultima etapd a

fazei I, scrisa pentru i = m, indicele j pentru care

Vi

= Cpy + V- (3.10.5)

— algoritmul continud pand cand ultimul varf determinat al drumului optim este
insusi X, ;
— daca exista mai multi indici j pentru care are loc relatia (3.10.5) si daca varfurile

care corespund acestor indici nu au fost depistate pand in acest moment ca apartindnd
drumului optim, rezulta ca existd mai multe drumuri optime, avand aceeasi valoare maxima,

(k). . . A . e o
respectiv vy 7, iar varful anterior lui x | este varful unde aceste drumuri se ramifica.

Exemplul 3.10.1

Sa se determine drumul de valoare maxima de la X, la x4 in graful din figura
urmatoare:
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Fig. 3.10.1

Fazal
Etapa 0; £ =0.

Matricea C = (Cij-), i,j=0,1,...,6 se construieste cu ajutorul relatiilor (3.10.1) si

este urmatoarea:

—00 5 —0  —00 —0 X

—00  —00 —0  —00 8 X,
C=

-0 - 8 —0 10 x;

—0 6 -0 7 0 9 -0 x4

—00 —00 —00 —00 —00 0 5 x5

—00 —00 —00 —00 —00 —00 0 xg

0) . o . 9 ..
Numerele vi( ) ,1=0,1,...,6 se afld pe ultima coloani a matricei C,

V(O) = (v(()o),vl(o),...,vgo)) = (—oo,—oo,8,10,—oo,5,0).

Etapal; k=1.

Ci‘+v5~0)), i=0,1,..5, vgl)z(), conform

6
Se calculeaza wvalorile vi1 :max( i

j=0
relatiilor (3.10.2) pentru k£ =1:
Pentru 1 =0:
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6
v(()l) :max(coj +v(~0)):max(O—oo;S—oo;—oo+8;6+10;3—oo;—oo+5;—oo+0):

j=0 ’
6
=16= maéi(coj + cjé) <> max (linia lui x + coloana lui xg).
j:
Pentru i =1:

6
vl(l) :max(clj +v§.0)) :max(—oo—oo;O—oo;5+8;4+10;—oo—oo;—oo+5;—oo+0) =

j=0
6
=14= maéi(clj + cj6> <> max (linia lui x; + coloana lui x ).
j:
Pentru i =2:
() — e (0
12) =mag< Cy; V5 =max(—oo—oo;—oo—oo;0+8;—oo+10;—oo—oo;6+5;8+0)=
J:
6
=11= magc(czj + cj6> = max(hnla lui x, + coloana lui x6).
j:
Pentru i =3:

m_ 0

V3 :max(c3j +v§~0)) :max(—oo—oo;—oo—oo;S+8;0+10;—oo—oo;8+5;10+0) =
i=0

]:
6 . . . .
=16= magc(c3j + cj6) < max (linia lui x; + coloana lui x4 ).
J:
Pentru i =4:
() — e (0)
12 :max(c4j+vj ):maX(—oo—oo;6—oo;—oo+8;7+10;0—OO;9+5;—00+0)=
=0
6 . . . .
=17= maéc(c4j + cj6) <> max (linia lui x, + coloana lui x; ).
J:
Pentru i =5
() — e (0
Vs :max(05j+vj ):maX(—oO—oo;—oo—oo;—oo+8;—oo+10;—oo—oo;0+5;5+0)=
=0
6 . . . .
=5= mag)((csj + cj6) <> max (linia lui x5 + coloana lui xg ).
J:

Pentru i =6 v(1)=0.

La sfarsitul etapei 1 rezulta vectorul
() _ (vgl),vl(l),...,vgl)) ~(16,14,11,16,17,5,0).
Comparand cu V(O) = (—oo, —00,8,10,—00,5,0) (comparatia se face Iintre
componentele de aceleasi rang) se constata ca exista indici i pentru care vl(l) > vl(o) si anume

ie {0,1,2,3,4} , deci algoritmul continua.
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Etapa2; k=2.
(S M\ . (0) A
Se calculeaza valorile v;™/ =max(c; +v;’ |, i= 0,1,...,5, v¢ ’ =0, reprezentand
j=0
valoarea maxima a drumurilor de la Xx; la X4 formate din cel mult trei arce, pentru fiecare
i=0,1,2,...,5. Se obtine:

j=0
i=2 vgz)zr?g())((czj+v§-1)):11:v§]),
i=3 vgz):ri;géc(c3j+v§~1)):19>v§1):16,
i=4 vgz)=r?§())((c4j+v§-1))=23>vgl):17,
i=5 vgz):mgx(csj+v§l)):5:vgl);

Se obtine vectorul V(z) = (22,20,11,19,23,5,0). Comparandu-1, pe componente,

cu vectorul V(l) obtinut la sfarsitul etapei 1, se constatd ca existd indici i pentru care
vl(z) > vl(l) si anume I € {0,1,3,4} , deci valorile vl(z) nu sunt optime.
Etapa3; k=3.
Se calculeazd valorile vl(3), i=0,12,..,5, vgs) =0, utilizadnd relatiile (3.10.2)
6
pentru k =3: vl(3) = max(cij + vgz)), i=0,12,..,5, Vg3) =(. Se obtine:
=0
0.3 _ (2))Z 26> 2 _ 29
i=0:v —r?jté( co;+ V| =26> v =22;
6
i=1: ) :max(clj +v§2))=23 > =20,
=0
) e ) 112,02
i=2:v; —r?ftéi G+ vy |=11=vy";
6
i=3 V§3) = 1?33((63] + vgz)) =19= ng),
_4 (3) _ ¢ (2) -26 (2)_23
i=4:v, —15133( cy;+Vi | =26> v, =23;



6
i=35: vg3) =n]?35<(csj +v§-2)):5=vg2)

i=6: v =0

b

Se obtine vectorul V(3) =(26,23,1 1,19,26,5,0). Comparandu-l, pe componente,

cu V(z) se gasesc indicii I € {0,1,4} pentru care vl(3) >vl(2), deci valorile vl(3) nu sunt
optime si algoritmul continua.
Etapad; k=4.

Se calculeazd valorile v,(4), i=0,12,..,5, v?) =0, utilizand relatiile (3.10.2)

6
pentru k =4 vl(4) = max(c- +v(~4)), i=0,12,..,5, vg4) =0. Se obtine:

i=2 vg“):r?fé;(cz]+v§3)):11:v§3),
i=3: ):r?%((c3j+v§-3)):l9=vg3),
i=4: Y =r§1§5((c4j +v§3))=29 > ) =26,
i=5 vg)=r?§3<(c51+v§.4))=5=v§3),
i=6: Y =0

Se obtine vectorul ¥ =(29,23,11,19,29,5,0). Exista indicii i € {0,4} pentru
(4)

3 . <
care v; ~ > vl( ), deci se trece la etapa urmatoare.

Etapa5; k=5.
Se calculeaza valorile VZ(S), i=0,12,..,5, vgs) =0, cu relatiile (3.10.2) pentru
6
k=5: vl(s) = max(cij +v§4)), i=0,1,2,..,5, vgs) =0. Se obtine:
=0
6
i=0: v(()s) =I§}33<(coj +v§~4)):32 >v(()4) =29;
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=0, cu relatiile (3.10.2) pentru

=0. Se obtine:

1.0 _ (M) 293 = 4.
i=1:v —ngé((clj—i—vj =23=w";
DTN C B () =11 =¥
i=2:v, —r?féc C vy |=1l=vy7
39 () =19 (9.
i=3: —n}g( ey vy |=19=n";
6
i=4: vﬂs) :max(c4j +v§~4)):29:vg4);
j=0
6
5 4 4
1:5:vg):n}féc(csj+v§)):5:v§),
i=6: ) =0
Se obtine vectorul V(S) :(32,23,11,19,29,5,0). Mai existd un singur indice,
i =0, pentru care vi(s) > vl(4) , deci se trece la etapa urmdtoare.
Etapa6; k =6.
Se calculeaza valorile vl~(6), i=0,12,..,5, vgé)
6
k=6: vl(6) :max(cij +v§-5)), i=0,1,2,...,5si vg6)
j=0
—0: 4 = me (5)) 2332,
i=0:v —r?jlé( Coj vy |=32=vy";
6
i=1: v1(6) =max(clj +v§~5))=23=v1(5);
j=0
6
6 5 5
z=2:v§)=r?33<(c2j+v§.))=11=v§);
6
6 5 5
1:3:v§)=r?35<(c3j+v§.))=19=v§),
6
. 6 5 5
z=4:v4):r?35((c4j+v§-)):29:v4(1);
6
. 6 5 5
z=5:vg):r?jlé((csj+v§-)):5:vg);
z:6:vg6):O.

Se obtine vectoral ) =(32,23,11,19,29,5,0) si intrucit )

(V) i=0,12,...6, rezulta ca v, =%

(6) 2 ().

, 1=0,1,2,...,6 reprezintd valoarea drumului

optim (de valoare maxima) de la X; la X4, format din cel mult 7 arce. S-a realizat, deci
conditia de oprire a algoritmului, respectiv relatiile (3.10.3), astfel cd se poate trece la

determinarea drumului optim de la X la X .
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Faza a II-a
Determinarea drumului optim se face in sensul de la X, catre x,. Valoarea maxima a

(6)

drumului optim de la x, la x4 este vy =V, =32, deci valoarea primei componente a

. 6 . n .. .
vectorului V( ) obtinut la sfarsitul ultimei etape din faza I.
Se rescriu 1n detaliu, pe componente si pentru fiecare i = 0,1,...,6, relatiile cu ajutorul

(6)

cdrora s-au obtinut valorile optime v; =v; , in ultima etapa din faza 1.
i=0:
6
(6) ( (5))
Vo =Vy =max|cy; +v;’|=
0 0 an 0/ J

:max(0+32;5+23;—oo+11;19+6;29+3;—oo+5;—oo+0) =32;

maximul se obtine pentru j € {0,4}.
i=1:
O (5))
v =V —n}jlé((clj+vj =
=max (—oo+32;0+23;5+11;4 +19;—00 + 29;—00 + 5;—00 + 0) = 23;

maximul se obtine pentru j € {1,3}.

=2
_ 6 _ 0 (5))
Vz—Vz —I?Sé( 02j+vj =

=max (—o0 +32;—0+23;0+ 1 ;-0 +19;—00+29;6 + 5,8 + 0) = 1 1;

maximul se obtine pentru j € {2,5}.

i=3:
_ (6 ° (5)) _
V3—V3 —111’133((03j+v] =

= max (o0 +32; -0 + 23;8 + 11,0 +19; -0 + 29;8 + 5,10+ 0) = 19;

maximul se realizeaza pentru j € {2,3}.

i=4:
_ 00 (5))
V4—V4 —I?jé( C4j+vj =

:max(—oo+32;6+23;—oo+11;7+19;0+29;9+5;—oo+0):29;

maximul se realizeazd pentru j € {1,4}.
i=35:
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6
6
Vs ng ) :r?fléc(csj +v§-5)):

= max(—oo +32;—0+23;—00+11;—0+19;—00+29;0+5;5 + O) =5,
maximul se realizeaza pentru j € {5,6}.
i=6: V6:Vg6):0.

Presupunem cé X ; este primul varf care urmeaza dupa X, pe drumul optim de la X,

la xg: p= {xo,x j,...,x6}. Se cautd in relatia scrisd pentru i =0 indicele j pentru care:
Vo =Co; TV =32.

Se obtine j € {0,4} . Cum X, este primul varf al drumului optim, rezulta j =4, deci
X, este al doilea varf al drumului optim: pL = {xo,x4,...,x6} .

Se mai observa ci E(xo,x4) =3 si evident, v, =V, — ((xo,x4) =29, reprezinta
valoarea maxima a subdrumului de la x4 la x4 pe drumul optim.

Fie acum x i varful care urmeaza dupa x, pe drumul optim. Se va cduta in relatia
scrisd pentru / =4 indicele j pentru care: vy =¢4; +v; =29.

Se obtine j = {1,4} . Cum x4 se afld deja pe drumul optim, rezultd j =1, deci x;
este al treilea varf al drumului optim: L = {xo,x4, xl,...,x6} .

De asemenea, / (x4,x1) =6 si vy=v,—/ (x4,x1) =23 reprezintd valoarea
maxima a subdrumului de la x; la x4 pe drumul optim.

Fie x i varful care urmeaza dupa x; pe drumul optim. Se cauta in relatia scrisa pentru
i =1 indicele j pentru care: v =¢;; +v; =23.

Se obtine j = {1,3} . Cum x; se afld deja pe drumul optim, rezultd j =3, deci x3
urmeazad dupa Xx; pe drumul optim: L = {xo,x4,x1,x3,...,x6} .

Analog / (xl,x3) =4 si vy=v—/ (xl,x3) =19 reprezintd valoarea maximi a
subdrumului de la x5 la x4 pe drumul optim.

Fie x j varful care urmeaza dupa x5 pe drumul optim. Se cauta in relatia scrisd pentru
i =3 indicele j pentru care: V3 = C3;+V; = 19.

Se obtine j = {2,3}. Cum x; se afld deja pe drumul optim, rezulta j =2, deci x,
urmeazad dupa X3 pe drumul optim: L = {xo,x4,x1,x3,x2,...,x6} .

Avem si / (x3,x2) =6, iar v, =v; —/ (x3 ,xz) =11 reprezinta valoarea maxima a
subdrumului de la X, la x4 pe drumul optim.

Fie x; varful care urmeaza dupa x, pe drumul optim. Se cautd in relatia scrisd pentru

J
i =2 indicele j pentru care: v, =¢, ; +v; =11.
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Se obtine j = {2,5} si cum X, se afla deja pe drumul optim, rezultd j =5, deci x5
urmeazd dupa X, pe drumul optim: | = {xo,x4,xl,x3,x2,x5,...,x6} .

Avem si / (xz,xs) =6, iar vs =V, —( (xz,x5) =35 reprezintd valoarea maxima a
subdrumului de la x5 la x4 pe drumul optim.

Fie x I varful care urmeaza dupd X5 pe drumul optim. Se cauta in relatia scrisd pentru

i =15 indicele j pentru care: Vs =C5; +Vv; =5.

Se obtine j = {5,6} si cum X5 se afla deja pe drumul optim, rezultd j =6. Dar X,
este ultimul varf al drumului optim, astfel cd in acest moment s-a incheiat si faza a Il-a a
algoritmului. v5 =35 reprezinta valoarea ultimului arc al drumului optim:

Vs =5 zﬁ(xs,)%). Drumul de valoare maximd dintre varfurile X, si X4 este

W= {xo,x4,xl,x3 , X5, X5 ,x6} , este format din 6 arce si valoarea sa maxima este v, =32.
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LECTIA 9

3.11 Algoritmul matriceal pentru determinarea drumurilor de valoare minima
dintre doua varfuri oarecare ale unui graf

Fie G:(X,U,f) un graf cu arce valorizate, X:{xo,xl,...,xn}, 0:U -, si

C= (Cij ) , 1,7 =0,1,2,...,n matricea valorilor arcelor grafului, unde

K(xl-,xj), daca (xl-,xJ-)eU, i# J;
¢;j =10, daca i=J; (3.11.1)
+00, daca (xl-,xj)eEU, I#].

In etapa 0 a algoritmului lui Bellman-Kalaba s-a pornit cu valorile initiale:

W =c  i=0,1,..n, (3.11.2)

]

iar in etapa k, kK >1, s-au calculat valorile:

n
vl(k) = min(cl-s + vgk_l)), i=0,12,...,n—1, vflk) =0, (3.11.3)
s=0
unde vi(k) reprezintd minimul valorilor drumurilor de la x; la x, formate din cel mult & +1
arce.

Se poate constata cd varful X, nu are o situatie aparte fata de celelalte varfuri x;,
1 #n ale grafului, in etapele succesive ale algoritmului. Abia in faza a doua a algoritmului,
deci dupa aflarea valorilor optime de la fiecare varf x; pana la X, , se tine seama de faptul ca
intereseaza drumul optim de la X la X, . In fond Xo st X, sunt doud varfuri oarecare ale

grafului si deci toate consideratiile facute In paragrafele anterioare (care se referd la
algoritmul Iui Bellman-Kalaba) pot fi utilizate pentru determinarea drumului optim intre doua

varfuri oarecare X; si X; ale grafului.

In continuare se vor preciza modificarile care trebuie facute in algoritmul lui Bellman-
Kalaba astfel incat in etapa k din faza I a algoritmului sd se determine minimul valorilor

drumurilor formate din cel mult & +1 arce dintre doud varfuri oarecare x; si x Iz 1# ] ale
grafului si nu doar dintre varfurile x;, i =0,1,....,n—1 si x, .

Astfel, dacad in relatia (3.11.3) varful X, nu ar fi subinteles, atunci relatia trebuie
modificata astfel:

6 =mnin(cis +v§k‘1)), WE Z 0. (3.11.4)

n nn
s=0

()

In aceasta relatie V;,’ reprezintd minimul valorilor drumurilor de la x; la x,, formate

din cel putin k +1 arce.
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Daca ne intereseaza minimul valorilor drumurilor de la varful x; la varful x I (in loc

de x,,) formate din cel mult k& +1 arce, i # j, atunci rolul lui x,, va fi luat de x ; sirelatiile
(3.11.4) devin:

n
Vl(jk) - min(cl,s + vgjk_l))’ #J VS'JS') =0, (3.11.5)
s=0

iar relatiile (3.11.2) din etapa 0 devin:

vlg-o) =c;. (V) i,j=0,1,2,..,m. (3.11.6)

Astfel, in fiecare etapa k =0,1,2,... din faza I a algoritmului se calculeazi matricea
(k+1)

o

, 1,7 =0,1,2,...,n. Vom nota aceastd matrice cu C

v(_k)H _ 1) (3.11.6)

l

Avand in vedere relatiile (3.11.6) rezulta:

cV-c. (3.11.7)
Pe intervalul [0,+00) vom defini operatiile:
a+b=min{a,b}, (3.11.8)
cu conventia min{e,a} =min{a,0} =a, (V) a€[0,+o) si
axb=a+b, (3.11.9)

a doua operatie fiind adunarea obignuitd pe [0, +oo) .

Se poate ardta usor ca aceste operatii sunt asociative si comutative, iar operatia X este
distributiva fati de operatia + . Rezultatul compunerii a 7 elemente din [0,+OO) cu operatia

n
+ (3.11.8), respectiv ,,suma” (al + a, + ..+ a, ) , ¢ va nota cu simbolul Zas , lar daca n

s=1
d

este subinteles, cu Zas . Cu ajutorul acestor doud operatii definite pe [0,+OO) se poate
s=1
defini, pe multimea matricelor patrate de ordinul m cu elemente din [O,+OO) ,un ,produs ” a
doua matrice, prin analogie cu inmultirea obignuita a matricelor, astfel:
0
¢; :Z"is by, (V) i,j=0,1,2,...,m, (3.11.10)

s=1

unde 4= (aij) si B= (b--), i,j=1,2,....,m. Vom spune ca matricea C = (Cij) obtinuta

1

prin relatiile (3.11.10) este ,,produsul” matricelor 4 si B i vom nota:
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C=A®B. (3.11.11)
Se aratd usor ca operatia @ dintre matrice este asociativa.
Avand in vedere operatiile + si X definite pe [O,—i—oo) prin relatiile (3.11.8) si

(3.11.9) si operatia ® definita pe multimea matricelor patratice de ordinul m cu elemente din
[0, +oo) prin relatia (3.11.10), rezulta ca relatiile (3.11.5) se scriu astfel:

0
MO > % WU (W) i =01, (3.11.12)

(k+1)

Rezultd cd matricea C este produsul ® (relatia (3.11.11)) matricelor C si C (%) ,

deci puterea (k + 1) a matricei C in raport cu operatia ® definita prin relatia (3.11.11):

cNococe..ocC (3.11.13)
k+1
Data fiind semnificatia valorilor v(k ), i,j=0,1,...,n, rezultd ca elementul c(k +)

g y

(k+1)

varful x;, formate din cel mult k+1 arce.

din matricea C reprezintd valoarea minima a drumului (drumurilor) de la varful x; la

Faza I a algoritmului prezentat sub aceastd forma, numit algoritmul matriceal pentru
determinarea drumului de valoare minimad intre oricare doud varfuri distincte ale unui graf,
se Incheie Intr-o etapd k in care se realizeaza conditia:

) — k), (3.11.14)
e . . . . A(k+1) (k) : :
numitd si conditia de oprire a algoritmului. C =C este matricea drumurilor de
valoare minima dintre oricare doud varfuri ale grafului.
Faza a II-a a algoritmului, respectiv determinarea drumului (drumurilor) de valoare

minima intre doud varfuri oarecare X; si X /. va fi prezentatd pe exemple; valoarea minima a
k+1 k k+1 k+1 k
(k1) _ (K) _ (k) (k1) _ ()

acestui drum este V;; =cC;

3 =V 3 din matricea C

Observatia 3.11.1
Din prezentarea algoritmului matriceal pentru determinarea drumului de valoare
minima dintre doud varfuri oarecare ale unui graf rezulta ca algoritmul lui Bellman-Kalaba

. . . . A 9 k+1 . ..
este un caz particular al algoritmului matriceal. Intr-adevar, fie VJ( ) coloana j a matricei

ck+1) . (k) _( (k+1) _ (k+1) (’.‘“))t_

f =(Vo; oVij eV

Atunci relatiile (3.11.4) pentru j =n se scriu astfel:

k+1)

yE — eyt (3.11.15)

Altfel spus, in etapa £k a algoritmului Bellman-Kalaba se determind numai ultima

- .. k+1
coloana a matricei C ( ) .
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In mod asemanitor si varianta algoritmului Bellman-Kalaba prezentatd si
exemplificatd In paragraful 3.9 poate fi prezentatd matriceal. Astfel, dacd se noteazd cu

V(k+1)

; (k+1), adica:

ple+) _ (V(k+1) D) v(k+l))’

i i0 s Vil s+ Vin

linia i a matricei C

atunci pentru i = 0, relatiile:

() _ o (k1)
Vo; =min|cg + vy ,
s=0
pot fi scrise astfel:

p _p® g e

(3.11.15)

(3.11.16)

Cu alte cuvinte, in aceastd variantd a algoritmului Bellman-Kalaba, in etapa &k se

(k+1)

determind prima linie a matricei C :

Exemplul 3.11.2

Sa se determine matricea drumurilor de valoare minima corespunzatoare grafului din

figura urmatoare:

Fig. 3.11.1

Matricea C a valorilor drumurilor dintre oricare doua varfuri

i,j=1,2,...,6, se completeaza cu ajutorul relatiilor (3.11.1) si este urmatoarea:

X, X, X3 X4 X5 Xg

0 4 2 o o

0 oo 4 10 o

c=cV=w 1 0 2 8 6
o 3 o 0 o 1

v o o o 0 5

o 8 o o 2 0
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In continuare, utilizand operatiile definite prin (3.11.8) si (3.11.9) se calculeazi, cu

relatiile (3.11.13) ,,puterile” succesive ale matricei C, in raport cu operatia @ definita prin
(3.11.10) 51 (3.11.11)

0 3 2 4 10 8 0 3 2 4 10 5
1 0 3 4 10 5 1 0 3 4 7 5
C(z): 2 1 0 2 8 3 ;C(3): 2 1 0 2 5 3 ;
4 3 o 0 3 1 4 3 6 0 3 1
© 13 o o 0 5 14 13 o 17 0 5
9 8 o 12 2 0 9 8 11 12 2 0
0O 3 2 4 75 0O 3 2 4 75
1 0 3 4 75 I 0 3 4 75
C(4): 2 1 0 2 5 3 ;C(S): 2 1 0 2 5 3 .
4 3 6 0 3 1 4 3 6 0 3 1
14 13 16 17 0 5 14 13 16 17 0 5
9 8 11 12 2 0 9 8 11 12 2 0

<« < . 5 4 . . .-
Se constatd cd pentru k=5 s-a obtinut C 5) =C ( ), deci s-a realizat conditia de

. . . . . 5 4 . . ..
oprire a algoritmului matriceal. Matricea C ( )= C (#) este matricea valorilor minime
(optime) ale drumurilor de la orice varf x; la orice varf x; al grafului, 7, j = L,2,...,6.

Drumurile optime dintre doud varfuri oarecare X; si X ] ale grafului pot fi determinate

b

» . . . . o - e . .. 5
dupa obtinerea matricei drumurilor optime. Sa determindm, cu ajutorul matricei (Vij) =C 5)

drumul de valoare minima de la X, la X5. Valoarea sa se afld in matricea C (5) , la intersectia
liniei lui x, cu coloana lui x5 :V,5 =7.

Dacd pe drumul optim varful x; este succesorul lui X,, atunci indicele i se va
determina din relatia:

Cy; +Vis=Vys=T1. (3.11.17)

Singurul indice diferit de 2 care verificd aceastd relatie este i =4. Analog, din
aproape in aproape, se obtine drumul | = {xz,x4,x6,x5} .

Observatia 3.11.3

Datoritd asociativitatii operatiei @ de Inmultire a matricelor definitd prin relatiile
(3.11.10) si (3.11.11), rezultda ca se poate reduce numarul etapelor necesare determinarii
matricei drumurilor de valoare minima dintre oricare doud varfuri ale grafului. Intr-adevar,

(2) se poate obtine direct C ) fara a mai calcula C (3) :
C(4) — C(z) ® C(z) ‘

Mai departe, se obtine direct C(S) fard a mai calcula C(S) , C(6), C(7):

dupa calculul matricei C
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c® —c®&c® e

' (2r+1 ) (2r )
Algoritmul se opreste la pasul r pentru care C =C
este matricea drumurilor de valoare minima.

)

si n acest caz C

3.12 Algoritmul matriceal pentru determinarea drumurilor de valoare maxima
dintre doua varfuri oarecare ale unui graf fira circuite

Intocmai ca si algoritmii lui Ford sau Bellman-Kalaba, si algoritmul matriceal poate fi
utilizat pentru determinarea drumului (drumurilor) de valoare maxima dintre doud varfuri
oarecare ale unui graf fara circuite. De la inceput se face mentiunea ca algoritmul matriceal
este si in acest caz mai general decat algoritmul lui Bellman-Klaba, acesta regasindu-se ca un
caz particular in algoritmul matriceal.

Modificarile de esentd ale algoritmului matriceal pentru determinarea drumului
(drumurilor) de valoare minimd intre oricare doud varfuri ale unui graf care conduc la
transformarea sa In algoritmul matriceal pentru determinarea drumului (drumurilor) de
valoare maximad intre oricare doud varfuri ale unui graf fara circuite sunt urmatoarele:

— in matricea C = (c ), i,j=1,2,...,n a valorilor drumurilor formate dintr-un

i
singur arc de la varful x; pana la varful x;, 7, j=1,2,...,n, se va lua valoarea —o0 (in loc
de +00), dacd arcul (xi,xj) eU.,i+];

— pe intervalul [—oo,+oo) se definesc operatiile:

a+b=max{a,b}; (3.12.1)

axb=a+b, (3.12.2)
cu ajutorul carora se defineste ,,produsul” C = (Cl-j) a doud matrice 4 = (al-j), B= (bl-j),

i,j=12,...n,C=4 ® B, prin relatiile:

g
¢y = a, ®by . i,j=12, .n. (3.12.3)
r=1

Este evident ca cele trei operatii definite prin relatiile (3.12.1), (3.12.2) si (3.12.3) sunt
asociative si comutative, iar ,inmultirea” X (3.12.2) este distributivd fatd de ,,adunarea” +

(3.12.1).
In continuare, facand aceleasi rationamente ca 1n paragraful anterior, se ajunge la
. k+1 . C e e .. . .
concluzia ca elementul cl(j +) aflat la intersectia liniei i cu coloana j din matricea
k 1 . . .
cocecs..®c, (3.12.4)
k+1

reprezintd maximul valorilor drumurilor de la varful x; la varful x Iz formate din cel mult

k +1 arce.
Daca graful este fara circuite atunci existd o valoare a lui k astfel incat

) — k) (3.12.5)
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aceasta reprezentand conditia de oprire a algoritmului in faza I.

. k A - < . .
Matricea C (%) obtinutd in aceasta etapa de calcul se numeste matricea drumurilor de

L. . . k . . .
valoare maximd, iar valoarea elementului Ci(j ) reprezintd valoarea maxima a drumului

(drumurilor) de la varful x; la varful x, (V) i,j=12,..,n.

Drumul optim dintre varfurile Xx; si x I

drumurilor de valoare maxima, din aproape in aproape, in sensul de la x; catre x Iz

se determind dupa obtinerea matricei
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PROBLEME REZOLVATE LA UI 3 UTILIZAND VARIANTE ALE
ALGORITMILOR LUI FORD ST BELLMAN-KALABA

3.5 Varianta a algoritmului lui Ford

Algoritmul lui Ford poate fi organizat astfel incat numerele A; din fiecare etapa sa
aiba semnificatia valorilor unor drumuri de la vérfurile x; la x,, 1 =0,1,2,...,n —1.

Intr-adevar, si presupunem ci pentru fiecare i =0,1,2,...,n—1, dispunem de un
drum de la x; la x,, si cé valoarea acestui drum este A;. Ludim A, =0.

Pentru orice arc (xi,xj) €U comparam diferenta A; — K]- cu ((xi,xj).

Daca A; —A . >/(x;,x.),atunci A;
i j 2] i

la X, , cici putem afirma ca existd un drum de valoare mai micd intre X; si X, . Valoarea

nu reprezintd valoarea drumului optim de la X;

acestui drum este: A = Kj +€(xl-,xj) <A;.

Punem in evidenta acest lucru in exemplul urmator:
. . . !
Fie drumurile W, :(xi,xk,...,xn), B =(xj,x£,...,xn) st =(xi,xj,xﬁ,...,xn),

ca 1n figura urmatoare:

Fig. 3.5.1

Avem: f(ui):Ki, K(uj)zkj, ﬁ(u;)zﬁ(xi,xj)+7uj.

Daca pentru orice (xi,x ) e U are loc relatia:

J
atunci rezultd la fel ca in teorema demonstrati anterior c¢i A; sunt valorile optime. In acest
caz varfurile consecutive X;,X e ale unui drum optim verificd relatia (3.5.1) cu semnul
egal.
A c e s 0 . .4 (0
In etapa initiala se va lua: 7»5 )= 40, i=0,1,...n—1si 7»2 ) = 0.
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Exemplu

Sa se determine drumul de valoare minima de la X, la X5 din graful urmator,
utilizand aceasta varianta a algoritmului Ford.

in etapa 0 (start) vom lua: A0 = (%) = ALY = 100 i 20 =0

Rezulti ~ cd  pentru  orice j#5 s (V )(x,-,x j)eU avem:
1Y =2 =0<£(x;,x;). iar pentru j =5 avem:

MO =Y = 400> £, x5) =7

2 =AY = o0 > £ (x5, x5) = 3

AL~ = 400> (x4, x5) = 8.

A s . . .. 0 0) . 0 g
Se pot Tmbunatatii, deci trei valori §i anume: 7»5 ), Xg ) si 7»2 ), astfel ca pentru etapa

1 vom lua:
X%l) =7»g0) +0(x,x5)=0+7=7;
W =2 4 0 (x3,x5) = 0+3=3;
AP =20 4+ (o, x5) =0 +8=8.
In rest, pentru i =0,2,5 vom lua kl(l) 20 4o

1
Pentru etapa 1 vom scrie toate arcele (dar incepand de la varful X)) grafului si vom

calcula diferentele 7»51) — X(jl) corespunzatoare:

Varful x:
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(x00): ) =AY =400 =7 = 400> £(xp, ) = 25 ()
(xo,xz):k(ol)—k(zl):+oo—oo:0<£(x0,x2):5;
(xg%a): A =AY = 400 =8 =430 > £(xp, %) =7, (*)
Varful Xx; :
(xl,xz):kgl)—l(l):7—oo:—oo<€(x1,x2):l;
(xp,xg): MY =P =7 -8 =—1<0(x,,%,) =6

(31,5 ) A =2 = (7 —00) = (~o0) < (33, %5 ) = 7
Varful X, :

(35,53 ): A =AY = 400 =3 = 400> £(xy,03) =55 (%)

(xz,x4):K21) — AP = o0 — 8 = oo >0(xy,x4)=1; (%)

Varful x5:

{(x3’x5):7‘gl) 2§ =3—0=-0</(x;,X5)=3;

Varful xy :

(x4,33 ) A =2 =8-3=5>0(x4,23) =2 (%)

(x4,x5):7»gl) —AD :8—00:—00<£(x4,x5)=8.

Se pot imbunatatii valorile: A\, A$) si ALY i pentru etapa urmatoare vom lua:

kgz) =7\,§1) +0(xp,x)=T+2=9;

W2 =AL +0(x,x, ) =8+7 =15
Cum noi determindm drumul de valoare minima intre X, si X5, vom prefera sa luam:
7»82) =9. Pentru 7»(22) avem tot doud posibilitati:
W2 =L +0(xy,x;)=3+5=58;
W2 =2 41y, ) =84+1=9.
Conform aceluiasi rationament vom lua: 7»(22) =8. Pentru 7»512) vom avea:
7»5‘2) = Xgl) + Z(x4,x3) =3+2=5. Deci 7\5‘2) =5. In rest, pentru i =1,3,5 vom avea:
KEZ) = Kgl) adica:
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7»52) :xgl) —7: 7»%2) ~9:;

YOI YOI YOI

ng) :kgl) — 4o0; kff) _5
Etapa 2
Varful x;:

(xo,xl):kgz)—ﬁz) =9-7=2=10(x9,x);
(xo,xz):Kf)z)—k(zz) =9-8=1</(xp,%,)=5;
(xo,x4):KgZ)—K22) =9-5=4<l(xp,x4)=T7;
Varful Xx; :

(xl,xz):kEZ)—K(ZZ) =7-8=-1</(x,x,)=1;
(xl,x4):7»§2)—7y5‘2) =7-5=2</(x,x4)=6;
(xl,xs):k§2)—k(52) =7 —o00=—00</l(x,x5)="7;
Varful X, :
(xz,x3):k(22)—kg2) =8-3=5=/(x,,x3);
(x50 ) W2 — AP =8-5=3>1(x5024); (%)
Varful x5:

{(x3,x5):7ug2)—7»§52) =3-00=-0</l(x3,x5)=3;

Varful x,:
(x4,%3): WP P =5-3=2= 0(x4,%3);
(x4,%5) :kgz) —kg-z) =5—00=—00<(xy,x5)=8.
Se poate imbunatati valoarea X(ZZ) si pentru etapa urmatoare vom lua:
A = 7»512) +0(xy,%, ) =5+1=06, iar celelalte valori riman nemodificate.

A =9, 0" =7, 08 =3, =5, A =400,

Etapa 3
Varful x:
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(xo,xl):Kg) — =9-7=2="0(xp,x); (*)
(xo,xz):k03)—k(23) =9-6=3</((xp,x,)=5;
(xo,x4):kg3)—kg3) =9-5=4<l(xp,x4)=T7;
Varful Xx; :

(36 ) AP =2 =T =6 =1=1(x,7,); (¥
(xpg ) AY =AY =7 -5=2<1(x,%,) =6
(xlax5)37”§3)—7vg3)27—°°=—°°<5(X1,X5)=7;
Varful x, :
(xz,x3):k(23)—kg3):6—3:3<£(x2,x3):5;
(x4 )RS ~AP =6 -5=1=1(xy,x,) (*)
Varful x;3:
{(x3,x5):kg3)—kg3):3—00:—oo<€(x3,x5):3;

Varful xy :
(X4,X3):7\423)_}\4g3):5_3:226(3(:4,)(?3); (*)

Constatam ca la sfarsitul acestei etape pentru nici un varf al grafului nu se
Inregistreazd nici o relatie de forma: 7\,53) - 7»(1-4) > K(xi,xj), deci valorile A; = 7»53) ,
i=0,1,2,3,4,5, sunt optime. Am marcat cu (*) toate relatiile de forma (3.3.1) verificate cu
semnul ,,=” obtinute la sfarsitul etapei 3.

Determinarea drumului optim de la Xy la X

Primul varf este X,. Dacd Xx; este al doilea varf al acestui drum, atunci
Ao—A; =1 (xo,xi). Analizand aceste relatii pentru varful x, rezulta i =1. Deci x; este al
doilea varf pe drumul optim. Dacd X; urmeaza dupa X; pe drumul optim, atunci trebuie sa
avem: A —A; = E(xl,xi). Rezultd i =2. Deci X, este al treilea varf al drumului optim.
Relatia: A, —A; =/ (xz,xl-) este verificatd pentru i =4 . Rezultd ca x, este al patrulea varf
al drumului optim. A 4~ 7‘1‘ =/ (x4,xl-) . Rezulta i =3, deci varful urmator este x5 si apoi,
ultimul varf pe drumul optim este X5. Asadar drumul optim este 1L = (xo, Xi5Xn,X4,X3 ,xs)

si lungimea sa este Ay =9.
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Observatie

(0)

Pe varianta Ay’ = Kgl) = kgz) = 7»9 =0, se obtine si drumul p; = (xo,xl,XS).

3.9 Varianta a algoritmului lui Bellman-Kalaba pentru determinarea drumurilor

de valoare minima intre doua varfuri ale unui graf
Ca si in cazul algoritmului lui Ford si in cazul de fatd algoritmul lui Bellman-Kalaba
poate fi organizat ,,in sens invers”, prin aceasta intelegdnd urmatoarele: in etapele succesive
ale algoritmului se vor determina valorile optime ale drumurilor formate dintr-un arc, din cel
mult doud arce, din cel mult trei arce etc., dar de la varful initial X, si pana la fiecare din

celelalte varfuri x s Jj=L12,...,n ale grafului. Algoritmul cuprinde aceleasi faze si etape ca

si in cazul anterior, prezentat in paragraful 3.8.

Faza I — declansarea si functionarea algoritmului pdna la realizarea conditiei de
oprire.

Faza I cuprinde mai multe etape.

Etapa 0.

— Se formeazd matricea ¢ = (cij ) , i, j=1,1,2,...,n, conform relatiilor:

E(x x~), daca (x~ x~)eU,i;tj;

> >
cj = 0 , dacd i=j; (3.9.1)
+ o0 , daca (xi,xj)féU,i;tj.

0 . n C
—  Se definesc numerele v§~ ) = Cojs J = 0,1,2,...,n, reprezentind valoarea minima
a drumurilor de la x;, la x s j=1,2,...,n, formate dintr-un singur arc. Aceste valori se afla

pe prima linie a matricei C, respectiv pe linia lui x;).
Etapa k (k>1).

In etapa k se calculeazi numerele vgk), j=L2,..,n, v(()k) =0, reprezentand

valoarea minima a drumului de la X la x ] format din cel mult k£ + 1 arce, cu relatiile:

n

vs.k) = mi(?(cij + vl(k_l)), j=12,..,n, v(()k) =0. (3.9.2)

g “ . C e e e k k-1 o < <
Daca la sfarsitul etapei & exista indici j pentru care v(. ) < v(. ), aceasta ITnseamna ca

J J
. k . e . .
valorile VS' ) nu sunt optime i cd exista cel putin un drum, de la X, la x 5 format din &k +1
arce, mai bun (deci de valoare mai micd) decat orice drum de la X la x i format din cel mult
k arce; acest drum poate apare 1n etapa urmatoare, k+1.

Algoritmul se continud pana la prima etapa k In care se va obtine:

vﬁ.") =v5.k‘1), (V) j=0,1,2,...n. (3.9.3)
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. k k-1 . . o .
Valorile v; = VE ) = VE ), j=0,1,2,...,n, obtinute la sfarsitul acestei etape sunt

valorile optime si reprezintd, pentru fiecare j=0,1,2,...,n, valoarea minimd drumului

. k e . .
(drumurilor) de la X, la x T Valoarea v, = v,(1 ) este valoarea minima a drumului optim de la

Xy la X, . Relatiile (3.9.3) reprezintd, in ansamblul lor, conditia de oprire a algoritmului in
faza I.
Faza Il — determinarea drumului optim (de valoare minima) de la X la X, .

Determinarea drumului optim se face in sensul de la x,, cétre X, astfel:
— dacd x; este primul varf care-1 precede pe X, pe drumului optim, atunci se cautd
in relatia (3.9.2) din ultima etapa a fazei I, scrisa pentru j = n, indicele i pentru care:

Vp =Ci V. (3.9.4)

— dacd se cunoaste un varf x,, al drumului optim §i x,, # X, si daca Xx; este varful

care-l precede pe x,, pe drumul optim, atunci se cautd in relatia (3.9.2) din ultima etapd a
fazei 1 scrisd pentru j = m, indicele i pentru care:

Vi =Cim TV (3.9.5)

— algoritmul se continud pana cand ultimul varf determinat al drumului optim este
insusi X;.

Exemplul 3.9.1

Sa se determine drumul de valoare minima dintre varfurile X, si X4 in graful din
figura 3.8.1, utilizand aceastd variantd a algoritmului lui Bellman-Kalaba.

Faza I

Etapa 0.

Matricea C este aceeasi ca in cea din exemplul 3.8.1.

Xo X Xy X3 X4 X5 Xg
0 2 o 4 5 o o X
o 0 12 1 o o o Xx
c o o 0 4 oo o 2 x
o oo 110 2 4 11 x
w oo o oo 0 3 o x
©w o 2 o oo 0 X5
0 o O 0 o o© X6
Numerele VS-O) =Cp s j=0,1,...,6 se afla in matricea C pe linia corespunzitoare lui
X, §i reprezintd valoarea minima a drumurilor de la xj la x;, j = 1,2,...,6, formate dintr-

(0)

este urmatorul:

(0 =(0,2,00,4,5,00,00).

un singur arc. Vectorul V'
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Etapal; k=1.

Calculam numerele V(l) j=L2,...,n, vgl) =0, cu relatiile (3.9.2), pentru k =1.

j s
Avem:
: (1)
Pentru j=0:v,’=0.
Pentru j=1:
(1) _ (0)Z i
vi’ =min{¢; +v; |=min(2+ 0;0+ 2;00 +00;00 + 4;00 + 5,00 + 00;00 + 00) = 2.
i=0
Practic, se adund elementele corespunzatoare din coloana lui Xx; cu elementele
. 0 A o . .. . o . - .
vectorului V( ) (aflate Tn aceastd etapa pe linia lui X, In matricea C), dupa care se determind
cea mai mica valoare din vectorul rezultat.
Pentru j=2:

6
WY :min(c,.2 +v§°)) = min (0 + 0512+ 20 + 0031 1 + 4300 + 5;2 + 00500 + 0) = 14
i=0

<> min(coloana lui x, + linia lui x; ).
Pentru j=3:
() o () = mi
v :mln(ci3+v. )=mln(4+O;1+2;4+oo;0+4;oo+5;oo+oo;oo+oo)=3
i=0

1

<> min(coloana lui x; + linia lui x; ).
Pentru j =4:
6
vgl) = min(cl.4 + vl(o)) = min(S +0;00 + 2;00 + 0032 + 4;0 + 5;00 + 00; 00 + oo) =5
i=0
< min(coloana lui x, + linia lui x; ).
Pentru j=35:
6
vgl) = min(cis + vi(o)) = min(oo + 0;00 + 2;00 +00;4 + 4;3 + 5;0 + 00;00 + oo) =8
i=0

<> min(coloana lui xs + linia lui x; ).
Pentru j=6:
6
vgl) :min(ci6 +v,(0))=rnin(oo+O;O+2;2+oo;11+4;oo+5;7+oo;0+oo):15
i=0

<> min(coloana lui x4 + linia lui x; ).

La sfarsitul etapei 1 se obtine vectorul:

PO (o).l ) = (0.2,143,5.8.15).

A 0 .
Comparand, pe componente, cu vectorul V( ) = (0,2,00,4,5,00,00) , se constatd ci

. C g . 1 0) . . . . 1
existd indici j pentru care VS) < VS- ) sl anume J € {2,3,5,6}, deci valorile Vﬁ) nu sunt

optime, astfel ca algoritmul continua.
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Etapa2; k=2.
6

Se calculeazi valorile VS-Z) = min(cl-j +vl(1)), j=L2,..6, vgz) =0 (relatiile
i=0

(3.9.2), k =2). Practic, pentru fiecare j=1,2,...,6 se va aduna (pe componente) coloana

< " . . . 1 . a . .
corespunzatoare varfului x 5 din matricea C cu vectorul V( ) obtinut la sfarsitul etapei 1,

element cu element si apoi se determina cea mai mica valoare din fiecare vector astfel obtinut.
Rezulta:

j=2 ng):réél(ci2+vl(l))=10<vg):14;
Jj=3 ng):réél(ci3+vl(l))=3:v§1),
j=4 Vz(tz):rl{igl(CMJfVl(l)):S:vgl);
j=5 ng):régl(ci5+vl(l))=7<v§])=8,

Se obtine vectorul V(z) = (0,2,10,3,5,7,14). Comparand cu vectorul V(]) obtinut

~ - . . . C e e ge e s 2 1 .
la sféarsitul etapei 1, se constatd ca existd indicii J € {2,5,6} pentru care v5~ ) < vs- ), deci

valorile vs-z) nu sunt optime.
Etapa3; £k =3.
Se calculeaza valorile v§~3) = rln_61(§1(cy + vi(z)), j=L2,..6, v(()3) =0 si se obtine:
j=0: v(()3) =0;
j=1 v1(3) = m61n(ci1 9! )) =2= vl(z)

6
j=2 Vg3):I]Fl_igl(ci2+vl(2))=9<vg2)_10,
6
j=3:v; ):Iggl(% +V,(2))=3=v§2);
6
]:4 v4(|-3):nl_i(l)’l(ci4+vl(2)):5:\/é(‘_2);
6
j=5 v§3) :min(cl.5 +vl(2)) —7 =v§2),



6
j=6: %) :min(c,.6 +v(2)):12<v§2) 14,
=0

l
i=
Se obtine vectorul V(3) = (0,2,9,3, 5, 7,12) si in urma comparatiei (pe componente)

2 . c g ee s 3 2 . .
cu vectorul V( ) se constatd cd exista indicii j € {2,6} pentru care v(- ) < VS- ), deci valorile

J
v(-3) nu sunt optime si algoritmul continua
J )
Etapa4; k=4.
6
Se calculeazi valorile v§~4) = min(cij + Vl~(3)), j=L2,..6, V(()4) =0 si se obtine:
i=0
j=0: v(4) =0;
6
j=1 v1(4) = min(cl.1 + vl(3)) =2= v1(3) ;
i=0
6
j=2 vg4) = migl(ci2 + vl(3)) =9= v?),
6
j=3 v§4) = min(clg + vl(3)) =3= v§3),
i=0
6
j=4 v£4) = min(cl.4 + vl(3)) =5= vf),
i=0
6
j=5 v§4) = min(cis + vl(3)) =7= v§3),
i=0
6
j=6 vg4) :min(cl.6 +vl( )) =11< vg3)
i=0

Se obtine vectorul V(4) =(0,2,9,3,5,7,11) si existd indicele i =6 astfel incat

vg4) < vg3) , deci algoritmul continua.
Etapa5; k=5.
6
Se calculeaza valorile v§~5) = min(cij + V,(4) ) , J=12,..6, V(()S) =0 si se obtine:
i=0
j=0: v(()s) =0;
6
j=1: vl(s) = in(cll + vl(4)) =2= v1(4);
i=0
6
j=2 vgs) = min(ci2 + vl(4)) =9= v§4);
i=0
6
j=3 v35) = min(ci3 + vl(4)) =3= v§4) ;
i=0
6
j=4 v&s) :min(ci4 +v; )):5 :v£4);
i=0
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j=5: ) erfin(cl.5 +Vi(4)):7:\/(4);
j=6: VgS) :Hfin(cis +V~(4))=11:vé4),

. i
Se obtine vectorul V(S) = (0,2,9,3,5,7,1 1) care este identic cu V(4) de la sfarsitul

. . (5 4 C e g ee s ,\ . .

etapei a 4-a, deci V§~ )= VE ) pentru toti indicii j =0,1,...,6, in acest moment fiind realizata
conditia de oprire a algoritmului.

. . 5 4 . . e .

Prin urmare valorile v; = VE ) = VS- ), (V) j=0,1,...,6, reprezinta, pentru fiecare j,

valoarea optima (minimd) a drumului optim de la varful initial X, pana la varful x -

Faza a Il-a — determinarea drumului optim de la X la Xg.

Determinarea varfurilor drumului optim se face in sensul de la x4 catre X;,. Valoarea
C e . 5 . .. .
minimd a acestui drum este Vg = vg ) =11, deci valoarea ultimei componente a vectorului

6 . . . .
V( ) obtinut la sfarsitul etapei a 5-a din faza I.
Se rescriu in detaliu, pe componente si pentru fiecare indice j=0,1,...,6, relatiile

(3.9.2), cu care s-au obtinut valorile optime v ;= VS-S) in ultima etapd (k = 5) din faza 1.

j=0: VOZV(S):O;

6
j=1: 2 :v](s) :migl(cﬂ +v,(4)) =
=min(2+0;0+ 2;00 + 9;00+ 3500+ 5500 + 700+ 11) = 2;
minimul se obtine pentru i € {0,1} .

6
j=2: V) = vgs) = min(ciz +vl(4)) =

=
=min(c0+0;12+2;0+9;11+3;00+5;2 + 7;00+11) = 9;
minimul se obtine pentru i € {2,5} :
6
j=3: v3:v§5):min(ci3+vl(4)):
i=0
=min(4+0;1+2;4+9;0+3;00+ 5,00+ 7;00+11) = 3;
minimul se obtine pentru I € {1,3} .
6
j=4: v4:v£5):min(ci4+vl(4))=
i=0
=min(5+0;00 + 2;00+9;2+3;0+ 5,00+ 7;00 +11) = 5;

minimul se obtine pentru I € {3,4} .
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6
5 .
Vs = vg ) - mm(cl-S + vl(4)) =
i=0

:min(oo+0;oo+2;oo+9;4+3;3+5;0+7;00+11)=7;

~.
Il
9

minimul se obtine pentru I € {3,5} .
6
j=6: Ve :vgs) :min(ci6 +v,(4)):

i=
=min (o +0;00+2;2+9;11+3;8+5,7+7;0+11)=11;
minimul se obtine pentru i € {2,6} :
Presupunem ca Xx; este primul varf care-l precede pe X pe drumul optim de la X, la
Xg: W= {xO,...,xi,x6}. Se cautd in relatia (3.9.4) scrisd pentru j =6 din ultima etapa
indicele i pentru care: Vg =c;¢ +V; =11.
Se obtine [ = {2,6} . Cum x4 este ultimul varf al drumului optim, rezulta i = 2, deci
X, este varful care-1 precede pe Xg pe drumul optim: L = {xo,..., xz,x6} .
Cum K(xz,x6) =2, rezultd cd Vg —E(xz,x6) =11-2=9=v, si reprezintd
valoarea minima a subdrumului de la Xy la X, pe drumul optim.
Fie x; varful care-l precede pe X, pe drumul optim. Se cauta in relatia (3.9.2) scrisa
pentru j =2 din ultima etapa indicele i pentru care:
V) =Cpp +Vv; =9.
Se obtine i € {2,5} si cum X, se afld deja pe drumul optim rezulta =35, deci x5 il
precede pe X, pe drumul optim: U = {xo,...,xs,xz,)%} .
Cum ﬂ(xs,xz) =2, rezulta ca v, — K(xs,xz) =9-2=T=vs si reprezinta
valoarea minima a subdrumului de la Xy la X5 pe drumul optim.
Fie x; varful care-l precede pe X5 pe drumul optim. Se cauta in relatia (3.9.2) scrisa
pentru j =35 din ultima etapa indicele i pentru care:
Vs =Ci5+Vv, =17.
Se obtine I = {3,5} si cum X5 se afld deja pe drumul optim rezultd i =3, deci x5 il
precede pe X5 pe drumul optim: L = {XO,...,x3,x5,x2,x6} .
Cum Z(x3,x5) =4, rezultd ca vs— E(x3,x5) =7-4=3=v; §i reprezinta
valoarea minima a subdrumului de la X,y la x5 pe drumul optim.
Fie x; varful care-1 precede pe X3 pe drumul optim. Se cautd in relatia (3.9.2) scrisa
pentru j =3 din ultima etapa indicele i pentru care:
V3 =cp3+v; =3.
Se obtine I = {1,3} si cum X3 se afld deja pe drumul optim rezulta i =1, deci x; il

precede pe X3 pe drumul optim: [ = {xo,...,xl,x3,x5,x2,x6} .
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Cum / (xl ,x3) =1, rezultd cad v; —/ (xl,x3) =3—1=2=v, si reprezinta valoarea
minimd a subdrumului de la X la X; pe drumul optim.
Fie x; varful care-l precede pe X; pe drumul optim. Se cautd in relatia (3.9.2) scrisa
pentru j =1 din ultima etapa indicele i pentru care:
vy=cy+v,=2.
Se obtine I = {0,1} si cum X; se afla deja pe drumul optim, rezulta i =0. Dar X,
este primul varf al drumului optim, astfel cd in acest moment s-a incheiat si faza a Il-a a
algoritmului. v, =2 reprezintd valoarea primului arc, (xo,xl) al drumului optim. Prin
urmare, drumul de valoare minima dintre varfurile X, si x4 este U= {xo,xl,x3,x5,x2, x6} ,

este format din 5 arce §i are valoarea minima vy =11.
Se constata ca rezultatul final este identic cu cel obtinut prin algoritmul lui Bellman-
Kalaba in ,,sensul direct” de la X, la X4, ceea ce era de asteptat.
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TESTE DE AUTOEVALOARE

Test de autoevaluare

Problema nr. 1
Intr-o intreprindere existd 7 sectii intre care se face permanent un schimb de produse

cele 7 sectii sunt reprezentate printr-un graf cu arce valorizate cu 7 varfuri, avand matricea
conexiunilor urmatoare:

xl XZ X3 X4 x5 x6 x7

01 0 1 0 0 0 x
0 0 1 0 0 1 0 x
I T A B B B
1 01 0 1 0 0 x
0 0 0 0 0 1 1 x
01 0 0 0 0 1 x
0 0 0 0 1 0 0 x

Valoarea atasatd fiecarui arc reprezintd timpul de transport dintre sectiile
corespunzatoare extremitatilor arcului respectiv. Matricea valorilor arcelor grafului este
urmatoarea:

X Xy X3 X4 X5 Xg Xg
0 3 o 6 o o X
o 0 2 o o 4 oo Xx
3 o 0 o 5 1 4 x
T w1 0 4w ow o
©o o o o 0 3 2 Xxs
©o 2 oo oo oo 0 2 x4
©w o o o 1 oo 0 x

1) Sa se construiasca o reprezentare sagitala a grafului schemei de transport;

2) Sa se planifice transportul de la sectia x; la sectia X5 astfel incat acesta sa se faca
intr-un timp minim;

3) Cum trebuie organizat transportul intre oricare dintre cele 7 sectii ale intreprinderii,
astfel incat timpul total de transport sa fie minim;

4) Presupunand ca datorita unei mai bune organizari a activitdtii din intreprindere se

micsoreazd timpul de transport de la sectia X, la sectia Xg cu 2 unitati de timp, sd se

determine solutia problemei de la punctul 3) 1n aceasta ipoteza;
5) In ipoteza aparitiei unei defectiuni care necesitd suspendarea legaturii dintre sectiile

X §1 X7, sd se determine noua solutie a problemei de la punctul 4).
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Problema nr. 2
Pentru prelucrarea unui produs complex intr-o intreprindere economicd, acesta poate
trece pe la unele din statiile x;,X,,...,Xg, In care se executd anumite lucrari specifice fiecarei

statii de lucru. Intre aceste statii existd un sistem de transport reprezentat printr-un graf a carei
matrice a conexiunilor este urmatoarea:

X, X, X3 X4 X5 Xg X7 X
o 1 0 0 0 0 1 0 x
0O 0 1 0 0 I O 0 x
0O 0 0 I 1 0 0 1 x
A=1 1 0 0 0 0 0 0 x,.
1 0 0 I 0 0 0 0 x;
0 0 0 1 I 0 0 0 x4
o 1 0 0 1 I 0 0 x
1 0 0 I 0 0 I 0 x
Valoarea atasata unui arc oarecare (xl-,x j) din aceasta retea de transport reprezinta

cresterea, cu numarul respectiv, a beneficiului net pe unitatea de produs cand acesta trece de
la statia x; la statia x j pentru prelucrarea din statia x ;, atunci cand valoarea este pozitiva,

iar cand este negativd, reprezintd o micsorare a acestui beneficiu, datorita faptului ca
transportul unitar dintre Xx; si X 5 costd mai mult decat se castigd prin Tmbundtatirea adusa

prin prelucrarea din statia x Iz Matricea valorilor arcelor grafului descris de matricea 4 este

urmatoarea:
xl X2 X3 X4 X5 x6 X7 x8

0 -2 -0 —© - —o —4 -—o X

—00 0 2 —0 —o =2 -0 -0 X,

—00  —00 -1 Il —o -0 -2 x
C=1 -3 - 0 -0 —00 - —0o x4
-3 - -0 =2 0 -0 -0 -0 x4

—00  —00 —00 3 1 0 —o —oo x4

—o0 ]l 0 —0o -2 -3 0 -0 x

-2 -0 - I -0 -0 -1 0 x

1) Sa se construiasca o reprezentare sagitald a grafului sistemului de transport dintre
cele 8 sectii ale Intreprinderii;

2) Sa se determine matricea conexa terminald atasata grafului utilizand algoritmul lui
Chen;

3) Sa se stabileasca daca graful are circuite;

4) Sa se determine numarul si lungimea drumurilor (numaérul arcelor) dintre oricare

doua varfuri x; si x 5 ale grafului;
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5) Sa se determine prin care dintre cele opt statii si in ce ordine trebuie transportat
produsul dacd, odatd ajuns intr-o statie, el trebuie supus prelucrarii din statia respectiva si
astfel Incat marimea totald a beneficiului net pe unitatea de produs sa fie maxima;

6) Cum se modificd solutia problemei daca beneficiul suplimentar net la unitatea de

produs, transportat de la statia x4 la statia x, scade cu doua unitati;

7) Determinati cu algoritmul lui Ford valoarea maximd a drumului de la x4 la X5, In
ipoteza E(xé,x4) =3;

8) Determinati cu algoritmul lui Bellman-Kalaba valoarea maximd a drumului de la
X la X5 In ipoteza de la punctul 6: ¢ (x6,x4) =1.
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TEME DE CONTROL

Problema nr. 1
O companie de transport marfuri trebuie sa efectueze transportul unor produse intre
sapte puncte economice notate cu Xj,X,,...,X7, acestea fiind intreprinderi, depozite,
magazine de desfacere, etc. Reteaua de transport este un graf cu 7 varfuri, X;,X5,...,X7 si
avand matricele 4 a conexiunilor, respectiv C a valorilor arcelor, urmétoare:
X, Xy X3 X4 X5 Xg Xq

0o 1 0 0 1 1 1 x
o 0 1 1T O 0 0 x
4 10 0 I 0 0 0 x
01 0 0 0 1 0 x4
0 0 1 1 0 1 0 x4
I 0 1 0 1 0 0 x
1 0 0 I 0 1 0 x;
X, Xy X3 X4 X5 Xg Xq
0 3 ©» o 3 2 1 ux
o 0 2 4 o oo oo X
3 o 0 2 o o o x
€= ©o 4 oo 0 oo 2 o x4
o o 3 4 0 2 o x5
2 oo 3 o 2 0 oo x4
1 o o 3 o 2 0 x

Valoarea arcului (xi,x j) reprezintd valoarea cheltuielilor de transport pe unitatea de

produs intre varfurile x; si x 5 ale retelei formate din cele 7 puncte economice.

1) S& se construiascd o reprezentare sagitald a grafului retelei de transport
corespunzatoare matricelor 4 si C;

2) Sa se determine modul in care trebuie organizat transportul intre doud puncte
arbitrare ale retelei astfel incat costul total de transport sd fie minim,;

3) Sa se determine modificarile solutiei problemei de transport de la punctul 2) in

ipoteza cd nu mai poate fi utilizatd legatura de la punctul x; la punctul x.

Problema nr. 2

In departamentul de cercetare al unei fabrici din industria aeronautica s-au facut studii
si cercetari privind influenta anumitor tratamente suplimentare in prelucrarea unor piese
asupra marimii sau micsorarii timpului mediu de functionare al pieselor respective.
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Rezultatele cercetarilor au aritat cd acest timp se mareste sau se micsoreaza cu un
anumit numar de unitdti de timp, aceasta depinzadnd numai de ordinea in care se aplica aceste
tratamente.

S-a stabilit ca modificarea timpului mediu de functionare a unei piese esentiale din
ansamblul trenului de aterizare depinde de tratamentul aplicat la un moment dat si de
varfuri, reprezentand cele 9 tratamente posibile care pot fi aplicate. Matricea conexiunilor
acestui graf este urmatoarea:

X| Xy X3 X4 X5 Xg X7 X3 Xg
0 0 0o I 1 1T O 0 0 x
1 0 1 0 1 0 0 0 0 x
0 1 0 0 0 0 0 0 1 x
L1100 00 0 0 x
0 0 0 0 0 I 0 0 0 x4
0 0 0 0 1 0 1 0 0 x4
0 0 0 0 0 1 0 I 0 x
0 0 0 0 1 O I 0 0 x
0 1 0 0 1 1T 0 1 0 x
Valoarea atasatd fiecarui arc (xi,x j) reprezintd numarul de unitati de timp cu care

creste timpul mediu de functionare al piesei dacd se aplicd consecutiv tratamentele Xx; si X,

cu conventia cd o valoare pozitiva reprezintd o crestere propriu-zisa, iar o valoare negativa
reprezintd o scadere a acestui timp. Matricea valorilor arcelor grafului este urméatoarea:

X Xy X3 X4 X5 X5 X7 X3 Xg
0 —oo - 1 2 6 -0 —o - X

-7 0 4 - 8§ —©0 —© —© -0 X,

—0 0 -0 —o -0 —o —o 4 x
-2 2 2 0 -0 —o —®o - —© x4
€= —00 —00 —00 —00 0 5 -0 -0 -0 x5
-0 - - - =7 0 -1 -0 -0 Xxq4
-0 —00 —00 —00 —00 —2 0 Il -0 x4
—00 —00 —00 —00 6 —o 2 0 -0 xg

-0 -1 - - 5 3 —w 2 0 x

Cercetarile au evidentiat si faptul ca modificérile din timpul mediu de functionare a
piesei descrise prin graful dat, se cumuleaza prin aplicarea succesiva a mai multor tratamente
succesive, dar nu mai multe de 10; aplicarea a mai mult de 10 tratamente devine incomoda si
costisitoare si cresterea numarului lor peste 10 nu conduce la modificarea semnificativa a
timpului mediu de functionare a piesei.

1) Sa se construiascd o reprezentare sagitala a grafului celor 9 tratamente termice,
avand matricea conexiunilor 4 si matricea valorilor arcelor C;
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2) Sa se determine matricea drumurilor 7 atasatd grafului si sd se precizeze dacd in

graf exista circuite;

3) Sa se determine care dintre cele 9 tratamente posibile trebuie efectuate asupra piesei
si care este ordinea aplicarii lor astfel incat timpul mediu de functionare a piesei sa creasca cu

un numdr cat mai mare de unitati de timp;

4) Presupunand ca in urma unor studii suplimentare s-a constatat ca aplicarea
tratamentului X, dupd tratamentul X5 conduce la cresterea timpului mediu de functionare a

piesei cu 5 unitati de timp, sd se determine solutia problemei in aceastd ipoteza suplimentara.

Problema nr. 3

Intre opt puncte de lucru ale unui sistem economic exista o retea de transport al carui

graf este dat prin matricea 4 a conexiunilor dintre varfurile x;,X,,...,Xg ale sale, unde:

X X
0 1
0 O
0 O
A=0 0
1 0
0 O
1 1
0 1

Valorile asociate fiecarui arc (

X3

0

S = O O O =

0

X4
0

S = O = O = O

X5
0

S O = O O o =

X;5 X

X6
1

S O O o = O O

X7
0

— o = O O O O

o5

S O O O = O O =

) reprezinta

corespunzatoare, pe unitatea de produs transportata, de la punctul

Matricea valorilor arcelor grafului este urmatoarea:

X3

8 8 8 8 © w 8§

o0

X4

N8 A O W R S

o0

X5

8 & © 8 8 w 8§

o0

8 © 8 w 8 8 ™

o0

3

© 8 8 8 8 8

3

8 8 8 & 8 8

0

cheltuielile de transport

X; la punctul

X al retelei.

1) Sa se construiascd o reprezentare sagitala a grafului cu arce valorizate a sistemului
de transport dintre cele opt puncte ale sistemului economic aferent matricelor 4 si C;
2) Sa se determine matricea drumurilor asociatd acestui graf utilizdnd algoritmul lui

Chen;

3) Sa se stabileasca daca graful are circuite;

146



4) Sa se determine cum trebuie organizat transportul intre oricare doud puncte ale
sistemului astfel incat costul total de transport intre aceste puncte sa fie minim;
5) Sa se studieze cum se modificd aceastd organizare daca apare o noud posibilitate de

transport, intre varfurile x5 si X, valoarea asociata acestui arc fiind de doua unitati banesti.
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Chestionar feedback

In dorinta de ridicare continua a standardelor desfasurarii activitatilor
dumneavoastra, va rugam ca dupa parcurgerea fiecarei unitati de invatare sd
completati acest chestionar si sa-l transmiteti indrumatorului de an.

Disciplina: Algoritmica grafurilor
Unitatea de invatare/modulul:
Anul/grupa:
Tutore:

1. Care dintre subiectele tratate in aceasta unitate/modul considerati ca este cel
mai util si eficient? Argumentati raspunsul.

2. Ce aplicatii/proiecte din activitatea dumneavoastra doriti sa
imbunatatiti/modificati/implementati in viitor in urma cunostintelor acumulate
in cadrul acestei unitati de invatare/modul?

3. Ce subiecte din acesta unitate de invatare/modul considerati cd ar fi trebuit sa
fie tratate mai extins ?

4. La care aplicatii practice ati intampinat dificultati in realizare? Care credeti
ca este motivul dificultatilor intalnite?
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5. Timpul alocat acestui modul a fost suficient?

6. Daca ar fi sa va evaluati cunostintele acumulate din parcurgerea unitatii de
invatare/modului, care este nota pe care v-o alocati, pe o scala de la 1-10?.
Argumentati.

1. Acest modul a intrunit asteptarile dumneavoastra?

0 In totalitate 0 In mare masura [ In micd masura 0 Nu

2) Aveti sugestii care sa conduca la cresterea calitatii acestei unitati de
invatare/modul?

3) Aveti propuneri pentru alte teme in cadrul acestei discipline ?
Argumentati.

4) Cunoasteti care sunt disciplinele din anii urmatori de studiu la care veti

utiliza cunostintele dobindite la aceasta disciplina ?

Va multumim pentru raspunsul dumneavoastra!
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