UNITATEA DE iINVATARE Nr. 2 —
CALCUL DIFERENTIAL iN R s1 R”

Obiective urmarite:

Insusirea notiunilor fundamentale si a algoritmilor specifici de rezolvare a problemelor

din domeniul calculului diferential in Rsi R";

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele fundamentale
si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea deprinderilor si aptitudinilor de analizd logica, formulare
corectd si argumentare fundamentata in solutionarea problemelor de naturd matematica
si de specialitate, precum si formarea si dezvoltarea unui rationament riguros si a
abilitatilor de calcul rapid si corect necesare pentru diferite aplicatii.

Formarea si dezvoltarea capacitatilor de abstractizare, generalizare §i sinteza;

Aplicarea analizei matematice in alte domenii ale stiintei si practicii.

Rezumat:

In aceastd unitate de invitare sunt prezentate, pe parcursul a doua lectii, principalele notiuni
teoretice referitoare la limite de functii vectoriale de variabild vectoriald, continuitatea si
diferentiabilitatea functiilor vectoriale de variabild vectoriala, functii implicite, dependenta
functionala, extremele libere si conditionate ale functiilor de mai multe variabile, precum si
algoritmii cei mai des intalniti pentru rezolvarea problemelor specifice referitoare la tematica
acestui modul.

Dupa parcurgerea celor doud lectii din cuprinsul unitatii de invatare studentii vor
dobandi cunostintele teoretice si isi vor forma deprinderile practice cu ajutorul carora vor
putea recunoaste, intelege si rezolva probleme specifice referitoare la tematica anuntata
anterior.

Organizarea materialului este urmatoarea:

la inceputul fiecarei lectii sunt prezentate pe scurt principalele rezultate teoretice,

formule si algoritmi de rezolvare pentru problemele specifice temei studiate;

urmeaza un numar semnificativ de probleme rezolvate, care acopera intreaga gama a

notiunilor teoretice si algoritmilor de rezolvare prezentati anterior;

in finalul fiecarei lectii este propus un test de autoevaluare si la sfarsitul unitatii de

invatare una sau doud teme de control, problemele propuse fiind variate, ordonate

dupa gradul lor de dificultate si acoperind intreaga tematica studiatd in unitatea de
invatare respectiva.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentatd in cuprinsul unitatii de
invatare, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi cea specifica
disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute cu creionul pe tot parcursul
textului. Se recomanda Intocmirea unui caiet de probleme. Pentru fiecare tip de exercitiu se
recomanda identificarea algoritmului si descompunerea acestuia 1n etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completd a problemelor
propuse in testele de autoevaluare si in temele de control propuse.
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Cuvinte cheie:

Functie reala de variabila vectoriald, functie vectoriald de variabild vectoriald, limite iterate,
continuitate partiala, derivate partiale, diferentiabilitate, extreme libere si extreme

conditionate, functii implicite si extreme de functii implicite, dependentd functionala,
transformari regulate.

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice, algoritmilor practici de
rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de rezolvare si dobandirii

competentelor anuntate este de aproximativ 2-3 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm
constant, pe toatd durata semestrului. Se adaugd un timp mediu aproximativ egal pentru
rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temelor de control.

LECTIA 1 - FUNCTII VECTORIALE. LIMITE. CONTINUITATE

1. Functii vectoriale. Limite. Continuitate
Definitia 3.1.1. O functie f: X — R, X cR", se numeste functie reali de
variabild vectorialid x = (xl 3 X9 5y X, ) eX.
Definitia 3.1.2. Fie m functii reale fi, f,,..., f,, definite pe o aceeagi multime

X < R". Corespondenta:
(xl,xz,...,xn)—>(f1(xl,x2,...,xn),fz(xl,xz,...,xn),...,fm(xl,xz,...,xn))

defineste o functie f=(f1,f2,...,fm) pe X cR" cu valori in R"”. Se spune ca
feste o functie vectoriali de variabila vectoriala.

Definitia 3.1.3. Fie functia /' : X - R"™, X cR" si a un punct de acumulare al
multimii X. Se spune ci un vector b € R" este limita functiei f in punctul a daca pentru
(V) >0, (El) 8(8) > (), astfel incat pentru (V) xeX, x#a, cu Hx—a” < 5(8) sa
avem Hf(x)—b” <g.

Notatie: lim f (x)

xX—>a

Definitia 3.1.4. Fie functia /' : X > R", X cR" si a € X . Se spune ci functia f

b.

este continua in punctul a daci pentru (V) e>0, (EI) 8(8)>0, astfel incat pentru
(V) xeX, cu |x—a|<8(e) saavem |f(x)- fla)|<e.

Daca a este punct de acumulare al multimii X, atunci continuitatea functiei f in a este
echivalentd cu:

lim f(x)zf(a) sau lim

x—>a xX—a

f(x)=f(a)|=0.
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Observatii:

1) Dacd feste continud in punctul a, existd o vecinatate a lui a in care functia este
marginita.

2) Dacd feste continud in punctul a, atunci functia H f H este continud 1n punctul a.

Reciproca nu este adevarata in general.
3) Dacif'si g sunt continue in punctul a, functiile f + g si A+ f sunt continue in a.

4) Daci exista lim f (x) in R™ si fnu este definitd in punctul a, atunci fse poate
xX—>a

prelungi prin continuitate in punctul a, punand conditia lim f (x) =f (a).
xX—a

5) Fie functiile f: X >YcR", g:Y >R”, X cR". Daci functia f este

continud in punctul a € X, iar functia g este continud in punctul b = f (a) €Y, atunci

functia compusd g o f: X = RP este continui in punctul a € X .

6) Fie functiareala /: X - R, X ©R". Dacd feste continui in punctul a € X
si f (a);t 0, existd o vecindtate V a lui a, astfel incat pentru x €V N X si avem

f(x)-1(a)>0.
7) Fie functia vectoriala f: X —R", X cR" continua in punctul a € X si

f (a);t 0. Atunci existd o vecinitate 7 a lui a, astfel incat pentru x € V" M X s3 avem

flx)=0.
Definitia 3.1.5. Fie f: X —>R", XcR" si aeX. Fie submultimea
X; ={xl- € R‘(al,az,...,ai_l,xl-,aiﬂ,...,an) EX} c X . Pe aceasta, functia f este o

functie f; de o singurd variabila x; € X;. Dacd f; este continud in punctul a; € X;,

spunem ca feste continud partial in raport cu variabila x; in punctul a = (al sy yeend,y, )

Teorema 3.1.6. O functie f continud intr-un punct a = (al Ay ,...,an) este continua

in acest punct in raport cu fiecare variabila.

Observatie. Reciproca acestei teoreme nu este in general adevaratd. Daca o functie
este continud Intr-un punct in raport cu fiecare variabila in parte, nu rezultd ca ea este continud
in acel punct.

Exemplu

Fie functia f : R? — R definita prin:

3xy6
T 19> 5 090 s
F(x.y)= 2+ 2 (x,»)=(0,0)

0, (x,y)z(0,0).

Daca x =0= lim f (0, y) =0, deci functia f este continud in raport cu variabila y
y—0

in punctul (0,0).

Dacd y =0= lim f (x,O) =0, deci functia f este continua in raport cu variabila x
x—0

in punctul (0,0).
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In acelasi timp, functia f nu este continuid in punctul (0,0), deoarece pentru

3m

5 limitd  care
I+m

x—>0,y>0, cuy’=m-x,meR= lim f(x,y)=
(x.»)—(0,0)

depinde de parametrul real m, deci nu este unica.

Definitia 3.1.7. Fie /: X - R", X cR". Se spune ci f este uniform continud pe
X, daca pentru (V) e>0, (El) 5(8) >(, astfel incat oricare ar fi punctele
x,x'€X cu ||x—x|<8(¢) saavem Hf(x)—f(x')ﬂ <E€.

Teorema 3.1.8. O functie funiform continud pe o multime X este uniform continua in

raport cu fiecare variabila.
Observatii:

O functie vectoriald continua pe un interval compact / < R" este marginita pe /.

O functie vectoriald continui pe un interval compact / < R” este uniform continui
pe I

Pentru o functie vectoriala continui pe un interval compact / < R” exista un punct

€ € I, astfel incat Hf(f;m = Su};)”f(xm

O functie reald de variabild vectoriald, continud pe un interval compact / < R”", isi
atinge marginile.
Exemple

1) Fie functia f(x,y) = x? + y2 definita pe discul x> + y2 < R?. Aceasta este
continud pe domeniul ei de definitie. Minimul functiei este atins in punctul (0,0) si are
valoarea 0, iar maximul functiei este atins in orice punct (x, y) situat pe cercul de ecuatie
x4 y2 = R? si are valoarea R.

2) Functia f (x, y) definita pe discul x2 + y2 < R? prin:

6

3xy
T2 12 (x.y)#(0,0)

f (X, y ) =4X + y
0, (x,y):(0,0)

nu este uniform continud pe domeniul de definitie, deoarece nu este continud in punctul

(0,0).
Observatie. Vom particulariza, in continuare, notiunea de continuitate uniforma pe R.
Definitia 3.1.9. Fie f: X > R, X cR. Se spune ca f este uniform continud pe X,

daci pentru (V) e>0, (EI) 8(8) >0, astfel incdt oricare ar fi punctele
< 5(8) sd avem ‘f(x) — f(x')‘ <g.

Criteriul Cauchy-Bolzano
Fie f: X > R, X R siaun punct de acumulare pentru multimea X.

x,xeX cu ‘x—x'
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Atunci exista lim f (x) daca si numai daca pentru (V) e>0, (El) 5(8) > 0, astfel incat
x—a

pentru (V) x',x"eX, care verifica ‘x" < 8(8),

£ ()= f(x")

"
X

< 8(8), sa avem

<Eg.

2. Derivate partiale de ordinul I

Definitia 3.2.1. Fie functia f: X > R, X R? si (a,b) un punct interior lui X.
Se spune ca:
f este derivabila partial in (a,b), in raport cu variabila x, daca:

(3) lim f(x,b)—f(a,b)

x—a X —d

< 400, iar limita se numeste derivata partiald a lui f in raport

cu x si se noteazi fx'(a,b) sau Zi(a,b);
X

f este derivabila partial in (a,b), in raport cu variabila y, daca:

) tim £0:2)= /(a0

y—b y—b

< 400, iar limita se numeste derivata partiala a lui f in raport

cu y si se noteazi f)ﬁ (a,b) sau Zl(a,b).
Y

Observatie. Daca o functie este derivabild partial in raport cu variabila x in fiecare
punct al multimii de definitie X, spunem cd functia este derivabild partial In raport cu x pe
multimea X.

Exemplu

2,2
Functia f : R* SR, f (x, y) =e* ™ este derivabila partial in raport cu x si cu y
2

2 2 2
pe R?si fi(x,y)=2x-¢""", fi(x,y)=2y """,
Definitia 3.2.2. Fie functia f: X >R, X cR" si (al,az,...,a

interior lui X. Functia f este derivabild partial in punctul (al,az,...,an) in raport cu

n) un punct

variabila X, daca:

@) lim flay,ay a1 x5 a5,00ma,)— flag,as,.0a,)

x—)Xk xk _ak

si este finita.

Limita se numeste derivata partiald a lui f in raport cu variabila X, si se noteaza

0
!
ka (al,az,...,an) sau a—(al,az,...,an )

Xk

O functie f (xl 3 X9 ey Xy ) are n derivate partiale.

Exemplu

Functia f : R® - R, f(x,y,z) = ln(l +x° -y2 -22) are derivatele partiale:
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2x-y2-22 2y-x2-z2
f' x’yQZ = 7f' x)y7Z = 2
x( ) 1+x2-y2-22 y( ) 1+x2-y2-22
2Z-y2-x2

fz'(xayaz): R (V) (X,y,Z)€R3.

1+x%-y% .z
Observatii
1) Daci functia reald f (xl X ,...,xn) este derivabild partial n raport cu variabila
X, in punctul a = (al yay s d, ), atunci f este continud partial in raport cu variabila x; in

punctul a.
2) Dacia functia reala f (xl,xz,...,xn) este derivabild partial in raport cu fiecare

variabild x;,X,,...,X, 1n punctul a = (al,a2,...,an ), atunci f este continud in raport cu

fiecare variabila in parte in punctul a.
Definitia 3.2.3. Fie functia vectoriald f: X —R"™, X < R", componentele sale

S15 25+ [, fiind functii reale derivabile partial in raport cu fiecare variabild x;,X;,..., X,
intr-un punct (al A5y, ) eX.
Derivata partiald a functiei f in raport cu X in punctul a este definitd prin:
lim f(al Ao s A5 X5 Afy 50054y )_ f(al a5y )

Xk—)ak xk—ak

$i se noteazd cu f, x'k (a )

Observatie
Daca se considera functia f raportata la o baza ¢, e,,..., €,,, atunci:

f(x)=¢-fi(x)+ey fo(x)+.ct e, fru(x), x=(x,%p,....x,) e R".

Derivata sa partiald f x'k (a) are componentele:

% A

(al,a2,...,an)

axk axk axk
Exemplu
Functia  vectoriala f(?) =7 # + ] % +k #
yo+z7+1 z"+x" +1 x“+y +1
definita pe R? are derivatele partiale de forma:

of v = 1 - —2xy — —2xz
a(’”):" 2. 2 1+J' , stk 5 5 2

y tz + (x +z +1) (x +y +1)
@(7):7- —2xy i 1 L —2yz

2 2 2 2°

ay (y2+z2+1) (x Ttz "’1) (x2+y2+1)
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o (n_v 2z s 2z - 1 |
)= (y2+zz+1)2+] (x2+22+1)2+k (x2+y2+1)

3. Derivate partiale de ordin superior. Diferentiabilitate

Fie functia f: X >R, X R?, derivabila partial in raport cu fiecare variabila in

- o . _of of A
parte, in punctele interioare ale lui X. Daca a—(x, y) si a—(x, y) sunt, la randul lor,
X

derivabile partial in raport cu fiecare dintre variabile, atunci derivatele lor partiale se numesc
derivate partiale de ordinul doi ale lui f si se noteaza prin:

o(of) of of 8f
Gx(ax) 82 = fees [ayj f

i g — a f f” (afj azf _rn
ax\oy) oxoy ¥ oy\lex) oyox T
Exemplu

Functia f (x, y) = ln(l +x2 4 yz) definita pe R? are derivatele partiale:

, B 2x ' 2y
fx(x’y)_l+x2+y2’ 4 1+x2+y2’
, 2 4x*
fXX(x’y)_1+x2+y2 (1+x2+y2)2,
, 2 4y?

f xay = - 5
yy( ) 1+x2+y2 (1+x2+y2)2
" _4 "
xy(xay): a4 = Jyx-

2
(1 +xt+y° )
A yx S€ numesc derivate partiale mixte de ordinul al doilea.

Criteriul lui Schwarz. Fie f: X >R, X R? si punctul (xo, yo)e X . Daca

i M . . . o .
exista , intr-o vecinatate V a lui (xo , yo) si sunt continue in (xo » Yo ), atunci
Ox0y  OyOx
o° f o° f
, Xq, .
aa(0)’0) 86x(0y0)

Definitia 3.24. f: X >R, X c R? si (a,b) un punct interior al lui X. Atunci
functia f este diferentiabild in punctul (a,b), dacd exista A, peR si existd o functie
®: X — R continui si nuld in (a,b), astfel incat:
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f(x,y)—f(a,b):k-(x—a)+p-(y—b)+(o(x,y)-\/(x—a)2+(y—b)2
pentru (V) (x,y)eX.

Observatie. Daca f este diferentiabild in punctul (a,b), atunci f admite derivate

0 0
partiale de ordinul intai in (a,b) siA= i(a,b), un= l(a,b).
ox oy
Definitia 3.2.5. Fie functia f: X > R, X R? si (a,b) un punct interior lui X,

astfel Incat functia f'admite derivate partiale continue in (a, b).
0 0
df(a,b) zg(a,b) -dx-i—al(a,b)-dy se numeste diferentiala de ordinul I a
X vy

functiei f'in punctul (a , b).

0 0
Definitia 3.2.6. Operatorul d:a—-dx-i——-dy care aplicat functiei f da

X oy

diferentiala functiei f in punctul (x, y) se numeste operatorul de diferentiere.

Criteriul lui Young. Fie f: X >R, X c R? si punctul (xo,yO)EX. Daca

existd derivatele partiale —,—— Intr-o vecindtate }J a punctului (xo, yo) si sunt
ox Oy
0° G
diferentiabile in (X, v, ), atunci A (X0, ¥0 )=~ (x9,¥0)-
Ox0y Oyox
Observatii:
Pentru o functie /: X > R, X c R" diferentiala de ordinul inti este:
0 0
df = 9 -dx; + f )+ +i dx,,
ox; 6x2 ox,,
1ar operatorul de diferentiere de ordinul intai este:
0 0 0
d=——- dx; +—dxy +...+ —-dx,.
ox, 0x, ox,,
Pentru o functie vectoriald f: X - R"™, X < R", diferentiala este:
0 0
df = 9 -dx; + f )+ +—f dx, .
ox; 8x2 ox,,

Exemplu

Functia f'R3 —> R, f(x v,z )=\/x2 +)/2+Z2 este derivabild partial pe
0
R3 \{(0,0,0)} si: l x .z x Vs, Z
\/x +y?+z° \/x +y?+z?
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LA _
Gz(x’y’z)_\/x2+y2+zz

z

de unde rezulta ca

df_x-dx+y-dy+z-dz
Jxt+yr 422

Este diferentiala functiei f pe R3 \{(0, 0,0)} .

Definitia 3.2.7. Diferentiala unei functii de mai multe variabile se numeste
diferentiala totala a functiei.
Teorema 3.2.8. Conditia necesard si suficientd pentru ca diferentiala unei functii

f:lc R? > R s fie identic nuld pe I este ca f sa fie constantd pe /.
Teorema 3.2.9. Fie expresia diferentiald E = P (x, y) ~dx + Q(x, y) -dy, unde

functiile P si Q sunt continue pe / C RZ.
Dacd E este diferentiala unei functii f:/ C R 5 R, pentru orice punct
(x, y) € [, atunci:

0 0
P(xy)=2- 0(x3)= 3 (¥) (xy)el.

Teorema 3.2.10. Conditia necesard si suficientd pentru ca diferentiala unei functii

f:IcR" - R sifie identic nuld pe 7 este ca f'sa fie constanta pe intervalul /.
Teorema 3.2.11. Fie expresia diferentiald

B(xjsesx, ) dy + B (xp,e0x, ) -y + oot Py (3,000, ) - d

n
cu functiile componente B, (xl,...,xn), k=1,2,...,n, continue pe I = R". Daca expresia

diferentiala este diferentiala unei functii f :/ < R” — R, pentru orice (xl,...,xn)e I,

si,..., Pn(xl,...,xn) =i.
X, ox,,

Definitia 3.2.12. Fie functia /: X > R, X R?, derivabila partial de doud ori in
X si cu derivatele partiale de ordinul doi (deci, si cele de ordinul intdi) continue. Diferentiala

atunci B (xl,...,xn) =

de ordinul doi se noteaza cu d* f (x, y) si este definitd prin:

2 2 2
dzf(x,y):Z—{-dx%z- o -dx-dy+a f dy?.

X OxOy 8)/—2
Operatorul
2 2 2 (2)
a2 avdpr Lyt = Lo Ly
ox Ox0y oy ox oy

se numeste operatorul de diferentiere de ordinul doi.
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Definitia 3.2.13. Fie functia /: X — R, X < R?, care are in X toate derivatele
partiale de ordinul n continue. Diferentiala de ordinul n a functiei f se noteazd cu
d"f (x, y) si este definita prin:

Ox Ox

d"f(x,y)=%-dx”+C}l%-dx”_l-dy+...+

+Ck—6f dx" 7% dy +.. +C”gf -dy”.
4

6 n— ka k
(n)
0 0
Operatorul d" = (a—-dx+a—'dyJ se numeste operatorul de diferentiere de
X v

ordinul n.
Derivatele si diferentialele functiilor compuse
1) Daca functiile #,v: X c R—> R au derivate continue pe X si dacd functia

f:Yc R?2 >R are derivate partiale  continue pe Y, atunci functia
F(x) = f(u(x),v(x)), (V) X € X , are derivata continua pe X data de:

dF(x):(?f du 8f dv
dx ou dx ov dx

2) Daci functiile u,v: X C R? >R au derivate partiale continue pe X si dacad

functia f:Y C R?> >R are derivate partiale continue pe Y, atunci functia
F (x, y) =f [u(x, y), v(x, y)] are derivate partiale continue pe X, date de:

OF _of ou of ov OF_Of ou o o

ox ou ox v ox dy ou 0Oy Ov Oy

3) Diferentiala functiei F este data de:

dF =L ar+ gy

ox 8y
Exemplu

Fie F(x,y): f(x2 +y?, 1+ xy) definiti pe R? .
Considerand u(x,y) =x% + y2, V(x,y) =1+ xy avem:
ox oOu ov oy 8u 8\1
Diferentiala functiei F' este
dF = (f 22X+ g. j-dx+(g-2y+g-xj-dy.
ou ov ou ov

Observatie
Derivatele partiale si diferentialele de ordin superior se calculeaza astfel:
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ﬂ_é(aFj_i(i.ﬁ_h%@j

O  Ox g ox\ou ox ov ox

2 2 2 2 2
:[6 fou, of .@J.a_u+i5_u+(ﬂ.@+ *f .a_u)m

oul ox Oudv ox) ox ou oxd | ov? Ox ovou ox | ox
LU
oV ox?
Pr_ofr) 2 _o(e)
o avlay) oxoy aylex )
2 2 2
sz:a—];-dx2+2-aF-dx-dy+a—];-dy2.
ox Ox0y oy

4. Formula lui Taylor pentru functii de doua variabile

Fie functia f: X > R, X R, derivabild de 7 +1 ori pe X, cu toate derivatele

mixte egale si fie (a,b) un punct interior lui X. Se considerda functia

F(t)zf[a+(x—a)-t,b+(y—b)-t], (x,y) e X, te[O,l].

Deoarece f are derivate pana la ordinul 7 + 1 pe X, rezultd ca si F este derivabild pana
la ordinul 7 + 1 pe intervalul [0,1], iar functiei F i se poate aplica formula lui Taylor stabilita
pentru functiile de o variabila. Rezulta ca:

1 1

F(1)= F(0)+~- F/(0)+~- F"(0)+...+ - F"(0)+ R, .
I! 2! n!

unde restul R, = (nj-l)! -F(n+l)(9), 96(0,1).

Avand 1n vedere ca F(l) = f(x,y), F(O) = f(a,b), F(t)= f(x(t), y(t)), unde
x(t) =a+(x—a)-t, y(t) =b+(y—b) -t si calculand derivatele de ordin superior ale

lui F 1n punctul 0, se obtine formula:

F(xy)= f(a,b)+ll!((x_a)i+( y_b)ai]. f(ab)+

ox Y

1 0 oY
+5 (x—a)a+(y—b)5 fa,b)+..+
+ni! (x—a)%+(y—b)% f(ab)+ R,

unde restul are expresia:
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n+1

R, =T (x—a)—=+(y-b)—| -f(a+6(x—a).b+6(y-b)).

5. Extremele libere ale functiilor de mai multe variabile

Definitia 3.3.1. Fie functia /: X > R, X cR" si punctul x, € X . Functia f are

un minim local in Xx;, dacd existd o vecinatate V a lui Xx,, astfel Incat

f(x)Zf(xO), (V)er.

Punctul X, este punct de maxim local pentru functia f, dacd f (x) <f (xo),
(V) xeV.

Teorema 3.3.2. Fie functia f: X >R, X cR" si (al,az,...,an) un punct
interior lui X. Daca:
functia f are un extremum in punctul (al yay .. d, ),

functia f are derivate partiale in punctul (al ydy s d, ),
atunci derivatele partiale ale lui f* se anuleaza in punctul (al N )

Observatia 3.3.3. Punctele in care functia f* poate avea extreme sunt date de solutiile
sistemului:
o
—(xl, xz,...,xn) =0
axl

of

%(xl, xz,...,xn) =0

o

g(xl, x2,...,xn) =0

n

Solutiile sistemului se numesc puncte critice sau puncte stationare.

Pentru x, = (xlo , xg yeers x,? ) punct critic pentru functia f, se noteaza

a2f 0.0 0).

(xl 3 X9 5eees X,

a.. =
y
Ox;0x ;
Atunci:
1) daca toti determinantii
a, a "
11 12
A1=a11, A2: geeey An =
ay dp

nl - nn

sunt pozitivi, functia f are un minim in punctul respectiv;
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2) daca toti determinantii AT =-A, A; =A,,..., AZ = (—l)n A, sunt pozitivi,
functia f are un maxim In punctul respectiv.

Se poate preciza daca un punct critic este de extrem, folosind semnul diferentialei de
ordinul doi.

Astfel:

daca dzf(xlo,xg,...,xg) > (), punctul (xlo, xg,...,x,?) este de minim.

daca dzf(xlo,xg,...,x,(l)) <0, punctul (xlo, xg,...,x,?) este de maxim.

Exemple

1) Fie functia f:IR2 — R, f(x,y)zx2 +y2 -2x.
%:2x—2; g:Zy,
ox oy

deci punctul (1,0) este punct critic pentru functia f.

Avand in vedere ci d° f (1,0) =2.dx* +2- dy2 >0, rezultd ca punctul (1,0) este
punct de minim.

2) Fie functia f : R? 5 R, f(x y) x° —y + 2Xx . Pentru aceasta avem:

g:2x+2; g
ox oy

deci punctul (— 1,0) este punct critic.

:—2)}’

Avand in vedere ca d° f (—1,0) =2-dx*-2- dy2 nu are semn constant, punctul nu
este de extrem.

6. Probleme rezolvate

Folosind criteriul Cauchy-Bolzano, sa se cerceteze existenta limitelor:

) 1 .
a) lim x” -sin—, ne N; b) limsign x;
x—0 X x—0

1 X
¢) limcos—;d) lim——.
x—0 X x—lx+1

Indicatie de rezolvare:
pentru € > 0 arbitrar, se cautd 8(8)> 0, astfel incat pentru V) , care

<d(e), sa se verifice ‘f(x') f( X<8

|n

"

respectd  conditia ‘x"<8(8) X

()= £ ") =

n|n

(x')n -Sinl,—(x")n -sini” <X+ < 2(5(8))” si impunand ca
X X

e
2(5(8))" <e=0< 5(8) < 'i/; si deci, conform teoremei Cauchy-Bolzano, limita exist;
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, 1 . 1
pentru X' =—<0s1x" =——,
n n

X"<d = ‘f(x') — f(x")|=2, deci limita nu
exista;
pentru x' = ﬁ, x" = ﬁ = ‘f(x') - f(x") =1, deci limita nu exista.
Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor:
2) f(x)= f:j sin 2, x e[0,00);

b) f(x)=Inx, xe[ee], £>0;¢) f(x)=Inx, xe(0,e];

d) f(x):sinxz, xelR;e) f(x)le+x, xe(O,oo);
X+

X
=——+x, —1,00).
t)f(x) vy X xe( OO)
Indicatie de rezolvare:
a) pentru x; =2nm, X, = 2mc+g :>‘x1—x2‘—>0,

dar ‘ £lx ) — £(x, X > 1, deci functia nu este uniform continua;

b) functia este continud pe interval compact, deci este uniform continud;

1
C) pentru x1=;, X2: :‘XI_XZ‘—)O

2n+1

\f(xl)—f(sz=ln(2+ﬂzln2,

deci functia nu este uniform continua;
d) nu este uniform continud;
e) pentru €>0  arbitrar i pentru X, X, € (0,00) , pentru care

‘xl —x2‘<88 <:>‘x1‘ <90,

xz‘ < 9,, se va obtine:

‘f(xl)—f(xz)‘ =

X1~ X |
(xl + 1)(x2 + 1)‘

si impunand conditia 20, < €, rezultd ca functia este uniform continu;

1 2 1
f) pentru x=—1+—, X, =—1+— = ‘xl—xz‘z——>0, dar
n n n
‘ £x)= f(x, )‘ — 0, deci functia nu este uniform continua.
Bl Sa se studieze continuitatea uniformd a functiilor f, 15, fi+ f2, fi- />

definite pe R prin
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fi(x)=x-sin®x*; f5(x)=x-cos® x>

Indicatie de rezolvare:

Pentru x; =, |(2n +1)g, Xy =nmT = ‘xl —xz‘ — 0, dar

‘fl(xl)_fl(xzx_)oo’

deci functia f) nu este uniform continua.
In mod asemanitor se arati ca nici functia f, nu este uniform continua.
Functia (f; + f, (x)= X si este uniform continud pe R .

arati ca functia f;-f, nu este uniform continui, considerand

/2n+1-— X, = ,/”“

x? - y2 5 . .
Se considera functia f (x, y)zz—. Sa se calculeze limitele iterate
X +Yy
hm@mf@yﬂﬁhm@ﬂf@yﬂ.
x—0 y—>0\x—0
Indicatie de rezolvare:
x> -y x2 _ y2
lim| lim —— |=lim1=1, lim| lim 5—— |= lim (—-1)=-1.
x—0{ y—>0 x +y x—0 y—=>0{ x>0 x +y y—0

X
Sa se calculeze lim (1 + Zj i

X—>0 X
y—k

Indicatie de rezolvare:
Se calculeaza limitele iterate si ambele sunt egale cu ek
I§| Fie functia f : R%? > R definita prin

x-y2 +sin(x3 +y5)
f(an’) = x° +y4
0, (x,y)z(0,0).

Sa se arate cd desi functia are limite iterate in punctul (0,0), ea nu are limita in acest

. (%2)=(0,0);

punct.
Indicatie de rezolvare:
) ) x-y2 + sin(x3 + y5) . sinx’ ,
lim| lim = lim =0si
x—0| y—0 X2 + y4 =0 x
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2, (.3 5
oxeyT+ -
lim| lim > 2s1n(x4 Y ) =0,
y—0{ x—0 x4y

deci limitele iterate exista.

Pentru a se ardta ca f nu are limitd in origine, se considera doud perechi de siruri
convergente la zero, de forma:

(%s2a)> X =2 si (000 ) 240 =243,

Pentru acestea avem:

n—»0

| N

) 1 )
lim f(xn,yn):— si lim f(x,lq,y,lq)z
2 n—00
deci cele doud limite sunt diferite.

Sa se arate ca functia [ : R? - R, definita prin:
sin(x’ +y3
o) eieo
0, (x,y) = (0,0)

S 2
este continud pe R”.
Indicatie de rezolvare:

Se demonstreazi cd pentru (V) e>0, (El) 5(8) >0, astfel fincat pentru
(V) (x,y) e R? pentru care ‘(x, y)- (0,0}‘ < 6(8), sa rezulte

‘f(x,y)—f(0,0)‘ <g.
(x,y)- (0,0)ﬂ =Jx* +y? <8(e) = ‘x‘ <8(e) si ‘y‘ < 3(e).

Rezulta
‘sin(x3+y3)‘ ‘sin(x3+y3)‘ x3+y3‘ ‘x3+y3‘
‘f(x’y)_f(o’o)‘_‘ 4y’ ‘_‘ X+ y ‘.x2+y2ﬁx2+y2‘_
‘(x+y) X+ 2 —xy 1 1
T et ot

Fic functia /:R?> > R ,
tia f
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Sa se studieze continuitatea in punctul (0,0).
Indicatie de rezolvare:

Se considera sirurile (xn ) ( Y )neN , astfel incat

neN ¥
limx, = lim y, =0,

n—»0 n—»a0

: 1
de forma Xx, :yﬁ, (V) n € N. Pentru acestea lim f(yi,yn)z—;t 0, deci f nu este
n—»oo (]

continua 1n origine.
|§| Fie functia f : R? - R, definita prin:

IV (x,y)# .
Flny)={x2+y? (x,)#(0,0);
0, (x,7)=(0,0).

Sa se arate ca f este continua in raport cu x si cu y in (0,0), dar nu este continua in

raport cu ansamblul variabilelor in acest punct.
Indicatie de rezolvare:

lim f(x,0)=0=f(0.0) si lim f(0,)=0= 7 (0.0).

deci f este continud in raport cu fiecare variabila in parte.
Pentru a demonstra cd f nu este continud in raport cu ansamblul variabilelor, se

1 k
considera sirurile x, =—— 0 si ¥, =— —> 0, pentru £ real fixat.
n n

Rezultd lim f (xn sV )= , limita care depinde de £, deci fnu este continud pe R?.
n—>0 1+ k?

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi pentru urmatoarele
functii:

2
a)z=¢" Y ;b) Zzln(x2 +y2); ) Zzln(x—h/x2 +y2 );
d) z:arctgz;e) z=x";1) z:w/x2 +y2 -sinf;
X Y

2,2
u=x"+y° =2z hyu=e" " -sin’z.

Indicatie de rezolvare:

%:ex—yz, a_Z:_z.y,ex—yz;
ox oy
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oz 2% oz 2y
Ox x2 +y2 > ay x2 +y2
0z _ y 0z _ X

9

ox x4+ 8y x4y
g) a—uzy-xy_l—2-zx-lnz,
ox

a—u:z-yz_1+xylnx, g—u:y2lny—2x-zx_l;
Z

oy
2 2
h) 8_u_2x e Y’ sin?z, L =2y.e" Y sinlz,
ox oy
o
0z

Pornind de la definitie, sa se calculeze:

a) j 8f(n nj dacafxy \/sm X +sin? V;

j 9 10 , dacd f(x y) esinvy,

2 2
=e* ™V .sin2z.

b)

c) (1 1), daca f(x,y)= x4 y?

2
d) ik f (L1), s
Ox0y 0yox

o L(-2.2), L(2.2). TL(22).m r(ey)=i5 v

ox oy Oxoy

0% f (= . o
f) oy (Z,Oj,daca £, y)=x-sin(x + y).

Indicatie de rezolvare:

f(x,o)—f(%) in x—sin "
g(ﬁ Oj: . 4 o sin sm4 \/5

ox\ 4’ x—7/4 o x—>7/4 o 2

(1,1),dacé f(x,y)zx-y-lnx, x#0;

N~
N~

= lim =—;
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Ox0y x\ Oy x—1 x—1
unde:
T eyyerd =P o)==t Lay=-L.
oy 2ayr T V2
1 1
2 [ 2 2
rezultélcéa S 1,1):lim x” +1 \/_z— ! ;
Oxoy x—1 x—1 242
2 2
2 f(l,l):a f(1,1):1;
Ox0y 0yox
2
%(—2,2):—3, @(—2,2):1, 0 f(—z,z):—l;
ox 3 0y 3 Oxoy 9
52f(£ OJ_Q(I_EJ
ooy 4 2 4)
Sa se arate ca derivatele partiale ale functiei:

cozln(x3 +y°+2° —3-x-y-z)
verifica ecuatia:
0w O0n 0w 3
—t—t—=—
ox Oy 0z Xx+y+z
Indicatie de rezolvare:
Avem identitatea

X4y 4z’ —3-x-y-Z:(x+y+z)(x2 +y? 427 —xy—xz—yz),

de unde
(ozln()c+y+z)+ln(x2 +y2 + 22 —xy—xz—yz)

1 N 2x—y—-z

. . 0w
va avea derivatele partiale: — = 5
O  x+y+z x 4y 4zt —xy-xz-yz

0w _ 1 N 2y—x—z
y x+y+z x2+y2+22—xy—xz—yz

ow 1 2z—x-y
P 2.2
Oz Xx+y+z x4y 4z —xy-xz-yz

care, inlocuite in ecuatia datd, o verifica.
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Sa se arate ca functia

f(x,y):{

nu este continud 1n origine, dar admite derivate partiale In origine.
Indicatie de rezolvare:
Functia f'nu este continud in origine, deoarece

lim f(x,y)=1= £(0,0)=0.

I, x#0,y#0
0, x=0sau y=0

y=mx
,0)— /(0,0 _ f(0,y)- (0,0
¥ (0,0)= tim L0 =SO00) o & g) _ yiny £(02)=S(00)_
ox x—0 X dy 10 y
Pornind de la definitie, sa se arate ca urmatoarele functii sunt diferentiabile

in punctele indicate:
a) f(x,y)= x4+ x- y+ y2 in punctul (l,l);

b) f(x, y) = (x — 2)2 + (y - 1)2 in punctul (2,1).

Indicatie de rezolvare:

%(x,y):}xz +y:>g(1,1):4 si
ox ox

T (y)=x+2-y=L(11)=3:
oy Oy

0 0
l (2,1) = l (2,1) =0 . Se cautd o functie ®: R? — R continua si nuld in punctul

ox oy
(2,1) , pentru care:

£ley)= £ =0 y)- (=2 +(r-1).

Rezulta co(x, y) = \/(x — 2)2 + (y — 1)2 , care este continud pe R? si 60(2,1) =0,
deci functia f'este diferentiabila in punctul (2,1).

Fie functia f : R? > R, definita prin:
x-]y] (
—_— x,y);t(0,0);
f(X,Y) = \/x2 +y2
Oa (x,y):(0,0).

Sa se arate cd f admite derivate partiale in origine, dar f nu este diferentiabila in acest
punct.
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Indicatie de rezolvare:

7 (0,0)= tim L= _ o & ) - 1y £(02)=/(0.0)

ox x—0 X 5)/ y—0 y

=0.

Daci f este diferentiabild in punctul (0,0), atunci existd o functie o:R? >R
continud si nuld in acest punct si care verifica:

1.9 £00)= L 00)-(x=0)+ L-(0:0)-(y - 0)+ o, y)- {x* 7.
X y

De aici rezulta

x-|y]
b M 070;
O)(x,y)= x2+y2 (xy)i( )

0, (x,y)z(0,0),
care nu este continud in origine. Deci, f nu este diferentiabila in origine.
Sa se arate ca functia f : R? - R, definita prin:
x .
, (x,»)#(0,0);
B 2, .2
S(x,p)=94x" +y
0, (x,»)=(0,0),
este continud si admite derivate partiale in origine, dar nu este diferentiabila in acest punct.
Sa se arate ca derivatele partiale de ordinul doi mixte ale functiei
2
2 X
) y o ln|1+— |, y#0
R >R, f(x,y)z [ y2
0,y=0
2 2
0
nu sunt continue in origine si totusi S (0,0) = —f (0,0).
Ox0y 0y0x
Indicatie de rezolvare:
4.x°.
azf( ) ( 5 22,(x,y) (0.0)
X, y)=9x"+ ) si
oxoy 4 7
0, (x,y)z(0,0)
4x°
o> f 5 y2 7 (%.7)#(0,0)
(x, y) = (x +y )
0y0x
0, (x,y):(0,0)
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de unde rezulta ca derivatele partiale mixte sunt egale.
Pentru a demonstra cd nu sunt continue, se considerd sirurile de numere reale,

convergente la zero ( ) ( yn) de forma x, = y,, (V) neN.

. 4.xt
Rezultd lim —r12 =120.
e (2 - x? )
Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai si al doilea pentru functiile:

a) f(x,y)=e" cosy:
b) f(x,y,z):x-y-z.

Indicatie de rezolvare:

df:g-dx+@-dy=ex-cosy-dx—ex-siny-dy si
ox oy
2 2
d%:%-dxhz 2r ~dx dy+af -dy? =
ox ox0y oy’
=e*cosy-dx’ —2e"siny-dx-dy —e*cos y-dy?;
df =y-z-dx+x-z-dy+x-y-dz
si
d?f=2-z-dedy+2-x-dydz+2-y-dxdz.
Sa se calculeze derivatele partiale si diferentiala de ordinul » pentru functia

f(x, y) _ eax—i—by .
Indicatie de rezolvare:
o' f (

ax an n—
o x,y)zak-e e, —f(x,y)zak-b k-f(x,y).

axkayn—k

Rezulti diferentiala de ordinul n: d” f = e@rhy. (a -dx+b- dy)n :

Sé se calculeze df (1 1) si d° f (1 1) pentru functiile:
a) f( ) 2 _x. y+2- y +3-x-5-y+7;

b) flx.y)=¢

& f{x.y)=Inx-y.

Indicatie de rezolvare:
o o 44
df=-"+ dx+a dy=df(11)=4-dx-2-dy
y
2
dzf—afdxz afdx dy+afdy ar+ L J;dy2:>
o’ Ox0oy Oyox oy
= d’f(1,1)=2dx* - 2dx - dy + 4dy’;
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df (1) =c-(dv+dy), d°f (1,1) = - (d’ +ddx-dy +dy’ )
df (L1)=dx+dy, d*f(1,1)= —dx* — dy*.
zZ

Si se calculeze df(3,4,5) , daca f(x,y, Z)= —_—
\/xz + y2

Indicatie de rezolvare:

of of of of Xz
df =—dx+-"-dy +——dz, unde — =—
y Ox +5y y+8z ’uneéx(x’yjz) (x2+y2)3/2’
8f( y-z _of 1
- x,y,z)z— 51—(x,y,z):—.
Oy (xz +y2)3/2 Oz (xz +y2)1/2
Rezultd df(3,4,5) = 0,04(3dx+ 4dy —5dz).
Si se calculeze %, stiind ca f zf(u,v), u Zu(x), vzv(x), pentru

functiile:
a) f(u,v)=u";b) flu,v)=vu® +v* ;0 f(u,v):arctgz.
v

Indicatie de rezolvare:
a) se foloseste regula de derivare a functiilor compuse, adica:

o 9 du o dv -

et —=v-u" u'+u’ - lnu-;

b) ¥__1 (u-u'+v-V')
dx u+v
c) iz 21 5 (v-u'—u v')
dx u+v
Sa se calculeze i, g pentru functiile:
ox Oy

f(u,v)zln(u2 +v),unde u(x,y) =ex+y2, v(x,y) =x+y;

flu,v)= arcte | unde u(x,y)=x-siny, v(x,y)=x-cosy.
%

Indicatie de rezolvare:

@:@.Gu o ov. of _of ou 8f ov

ox ou ox v ox oy  ou 8y 8\1 8y

of 2u 2 . of 1 2 of 8f

it . A -4 1); =—=0 s =1.

PR, (u +x) si YR (u Y+ ) ™ 6y

, de unde rezulta:
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. Sa se calculeze derivatele

X
Fie f=f(u,v), unde u=x-y si v="
y
partiale de ordinul doi ale functiei f.
Indicatie de rezolvare:

o _o ouw o ow_ o 1o
Oox Ou Ox Ov Ox y@u y 0ov

6f of ou 8f ov x@f x of
oy  ou 8y Gv 8y ou y2 ov

of _ 6(5f) i@.%gﬁ}i@.@ ! afj.5_+

8x2 ox\ox ) Ox ou y 0Ov) Ou ou y 0Ov) Ox
2 2 2
ov Gu y ov 8x ou? ouov > ?

_u Of L 0 v Of
v ou’ 6u6v u o’

Similar, se obtin rezultatele:

O L ST v

Ox0y ot u o 8u u ov

2 2 2 2
O O S O O 2
8y2 ou’ ouov  u o’ u ov

b3

Sa se calculeze % ,daca f (x) = (p(u(x), v(x)), pentru:
o(u,v)=u+uv, u( )=cosx, v(x)=sinx;
( )= (x)zxz, v(x)=x2—2;

(p(u,v)zuv, u(x)zsinx, v(x)zcosx.
Indicatie de rezolvare:

b & 00 du o dv
dx Ou dx Ov dx

=(1+v)-(—sinx)+u-cosx = cos2x —sinx;
df ( 2X) —x2+4,
) % = (sinx)cosx_1 -(cos2 x—sin®x- ln(sinx)) .

26, Sa se calculeze —, daca f(x)= olu(x), v(x), wlx)), pentru:
z i
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(p(u,v,w):uvw, u(x):x2 +1, v(x):lnx, w(x):tgx;

w

u2+v

Indicatie de rezolvare:
b & 00 du dp dv dp dw_
dx Ou dx oOv dx ow dx

:2x-lnx-tgx+(x+l)tgx+ In ¥ -(x2+1);

X COS2 X

o(u,v,w) = =, u(x)=Rcosx, v(x)=Rsinx, w(x)=h.

Sa se calculeze 2—£, % pentru f(x, y) = (p(u(x, y), v(x, y)), unde:

F= o), u(s )=+, v )= 4 4%
f:(p(u,v), u(x,y)=x2 —y?, v(x,y):ex'y_

Indicatie de rezolvare:

2) o _Op Ou Op Ov_00 , 09
Ox Ou Ox Ov Ox Ou ov
o g du 0 v o, do
oy Ou 0y Ov Oy Ou ov
b) g:2x.8_®+yv.a_(|:), g:—Zy.a_(P+xv.a_(p
ox ou ov 0y ou ov
Sa se arate ca:

a) f (x, y)= y-q)(x2 - y2), unde (@ este o functie derivabild, verificd ecuatia
Lof 1o _ !

x ox y dy y?

b) (x, y)= X-y+x- (p(yj, unde (@ este o functie derivabild, verifica ecuatia

X
0 0
x-l+y-l=x-y+f.
ox oy
Indicatie de rezolvare:

Se considera u(x, y) =x? - y2, de unde rezulta ca derivatele partiale ale functiei f

of do ou , of :
Yo o (2x), 2= o -(=2v).
axyduaxy(P(x)’ay o+ y-¢(-2y)

sunt:
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R 1
Inlocuite in ecuatia dati conduc la 2y-@" =2y @'+ e__. @, deci ecuatia este
verificata.
0° 0
Ce devine ecuatia : x2 -—{—yz -—{20,
ox oy

o o2
X

Indicatie de rezolvare:
Se considera

u(x,y) =Xy, v(x,y) = % de unde rezulta ca:

62_f:y2 .y_@_z.ﬁ. % , _82(p+2.l'8_q)
ox? ou? x? ouov  x* o’ x> Ov
0°f 5 8¢ ., ¢ 1 8%
P )
Oy ou oudv  x- ov
0% 0
si ecuatia devine — 2u - P + @ _
oudv  ov
@l Folosind formula Iui Taylor de ordinul doi, sd se calculeze valoarea
aproximativa pentru:
a) 4/1,03 -3/0,98 ; b) (0,95)*"; ¢) 1,02-2,01% - 3,03,
Indicatie de rezolvare:
a) se considerd functia f (x, y)= x!2. y1/3, care se dezvoltd dupa formula lui

Taylor in punctul (1,1) pentru 7 =0,03 si £k =-0,02; rezulta

J1,03-3/0,98 = £(1+ A1+ k)= F(11)+ %(@ (L1)- h + @(1,1)- kJ +

ox oy

2 2 2
ML) m? w298 ) mke + L (10) 2 |+ Ry = 1,081
21 ox2 Ox0y ayz

b) se considera functia f (x, y)= x”, care se dezvolta dupa formula lui Taylor in

punctul (1,2); rezulta 1 =—0,05, k=0,01si £(0,95;2,01)~0,902;

¢) se considerd functia f (x, y,Z)= X- y2 -23, care se dezvoltd dupa formula lui

Taylor in punctul (1,2,3) = h=0,02, £=0,01, /=0,03 si
£(1,02;2,01;3,03)~ 114,6159 .
Considerand ‘x , (Vs Z‘ suficient de mici, sa se aproximeze functia

f(x,y,z):(l+x)l/2 '(1+y)_1/2 '(1+Z)_1/2'

98



Sa se gaseasca punctele de extrem local pentru functiile:
l)f(my):x3+y3—3aVJg(Ly)eR2;

2) f(x,y):3-x-y2—x3—15-x—36-y+9, (x,y)eRz;

3) f(x,y):y4—8-y3+18-y2—8-y+x3—3-x2—3-x, (x,y)eRz;

Indicatie de rezolvare:
1) Se determina punctele critice, care sunt solutiile sistemului:

¥

o 3.x2-3.3=0
=

I _ v [3-3*-3-x=0

oy

= A(0,0), B(l,l) sunt punctele critice;

Of _gp OS g, O S
ox? oyt " oxdy  Oyox

5

de unde rezulta, pentru punctul critic
A0,0): d*£(0,0)=—6dxdy,
deci punctul nu este de extrem; pentru punctul critic
B(1,1): d*f(1,1)=6dx* + 6dy* — 6dxdy >0,

deci punctul este de minim;
2) Punctele critice sunt A(2,3) si B(— 2,—3) si nici unul dintre acestea nu este de

—6x 6y
6y 6x

extrem, deoarece A;=-6x, A, = ; rezulta A, <0, pentru ambele puncte

critice, deci ele nu sunt de extrem;
3) Punctele critice sunt:

M, (1+2,2), My (1442,2+43), My (1+42,2-43),
My (1-v2,2), Ms(1-v2,2+43), My (1-+2,2-43);

dintre acestea, M2 si M3 sunt puncte de minim, M 4 este punct de maxim, iar celelalte nu

sunt puncte de extrem.
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7. TEST DE AUTOEVALUARE

Sa se arate ca functiile urmatoare verifica ecuatiile indicate:

a) f (x, y) = (P(Xj ,unde @ este o functie derivabild, verifica ecuatia
X

ox oy

b) 1 (x, y,Z)= (p(x : y,x2 + y2 —z? ), unde @ este o functie derivabila, verifica
ecuatia

xzi—yzg+(x2 —y2)%:0.
X oy oz
Sa se calculeze df si d? f, daca:

f(x, y) = (P(iJ ,unde @ este de clasa C?;
y

f(x9 y)= (P(x +y,x— y), unde @ este de clasa C?;

f(x,y,Z)Z(p(x+y+Z,x2 +y2 + Zz), unde @ este de clasa C2.

E| Sa se scrie formula lui Taylor pentru functia f (x, y)= e i punctul

E| Sa se determine punctele de extrem local pentru functiile:
a) f(x,y,z):x2+y2+z2+2-x+4-y—6-z, (x,y,z)eR3;
b) f(x,y,z)=sinx+siny+sinz—sin(x+y+Z),
(x,»,2)€(0,7)x(0,7)x(0,7);
) f(x,y,z):l+£+l+i,x>0,y>0,z>0;
x y z 16
d) f(x,y,z)za-x2—b-x-y+x-z+y-z, (x,y,z)e]R3.
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LECTIA 2 - FUNCTII IMPLICITE. EXTREME CONDITIONATE

1. Functii implicite

Definitia 3.4.1. Fie ecuatia F(x,y)z 0, unde F:XcR>>R. 0 functie
y=f (x) definitd pe multimea 4 C R, astfel incat pentru orice x € 4, (x, f (x)) € X se
numeste solutie in raport cu y a ecuatiei F (x, y) =0 pe multimea A4, daca
F(x, f(x))=0pentru x e 4.

Definitia 3.4.2. Functiile y = f (x) definite cu ajutorul ecuatiilor F (x, y) =0 se
numesc functii implicite sau functii definite implicit.

Observatie. O ecuatie F' (x, y) = 0 poate sa aiba pe 4 mai multe solutii sau nici una.

Exemple

Ecuatia x? + y2 —1 =0 are in raport cu y o infinitate de solutii definite pe [— 1,+1]

V1-x%, a<x<B, a=-1, p<1
V1=, xe[-L+1]\[o,p]

deoarece fiecare verifica ecuatia x? + y2 -1=0.

prin functia:

/(%)=

Se observa ca solutiile nu sunt continue in punctul x =0 sau x =[3.

Ecuatia X+ y4 +1=0, (x,y) e R? nu are nici o solutie reala.
5 2
Ecuatia 2x -3y +5=0, (x,y) eR?%are o singura solu‘gie,f(x) = 3 + 3 ‘X pe R

Teorema 3.4.3. Fie functia F: X xY >R, X cR, YR si (xo,yo) un punct
interior lui X XY . Daca:

1) F(xo»)’o): 0,

2) F(x,y), F;(x,y), Fy'(x,y) sunt continue pe o vecinitate U XV < X xY a
lui (xO » Yo )’

3) F| (x0.70)# 0, Atunci:

1) existd o vecinatate Uy U alui X si o vecinatate Vy € V' alui y si existd o
unicd functie y=f (x): Uy =V, astfel incat f (xo ) =¥ si
F(x, f(x))=0 pentru x € Uy;

2) functia f (x) are derivata continud pe U, data de:

F!(x, y)
fllx)=—22
Fy(x,y)
3) daca F (x, y) are derivatele partiale de ordinul & continue pe U x V', atunci f (x)

are derivata de ordinul & continua pe U,.
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Definitia 3.4.4. Fie ecuatia F(xl 3 X5 5ees X, ,y) =0, unde F(xl 3 X5 5o Xy ,y) este
o functie reald de 7 + 1 variabile definitd pe o multime X C R
O functie y = f (xl 3 X9 e xn) definitd pe multimea 4 — R" este solutie in raport

cu y a acestei ecuatii, daca pentru (xl 3 X0 5eees Xy ) € A avem:

F(xl,xz,...,xn, (xl,xz,...,xn))EO.

Teorema 3.4.5. Fie F(xl,xz,...,xn,y) o functie reald definita pe X xY,
XcR", YcR, x, = (xlo,xzo,...,xno) un punct interior lui X si ), un punct interior
lui Y. Daca:

1) F(x107x209'"9xn07y0): 0,

2) functia F (xl,xz,...,xn, y) este continud Tmpreund cu derivatele partiale

4 ! 4 ! c v .
Fy, Fy oo Fy , F, peovecinitate U XV a punctului (xlo,xzo,...,xno,yo),
!

3) Fy(xlo,xzo,...,xno,yo);t 0,
atunci:

1) existd o vecindtate Uy c U alui xy = (xlo,xzo,...,xno ), o vecindtate Vy c V'
a lui y, si o wunicd functie y= f(xl,x2,...,xn): Uy —>V,, astfel incat
f(xlo,X20,...,xn0): Yo Sl F(XI,X2,...,.X”, (xl,X2,...,xn ))E 0 pentru X € Uo,

2) functia f (xl,xz,...,xn) are derivate partiale continue 1n raport cu

!
in (xl,xz,...,xn)
4
Fy(xl,xz,...,xn)

3) daca F (xl,x2,...,xn, y) are derivate partiale de ordinul k continue pe U XV,

X

., i=1,2,...,n pe U, date de fx,, =— ,i=12,..,n;

atunci functia implicitd f (xl 3 X0 5eees Xy ) are derivate partiale de ordinul k continue pe U .

2. Dependenta functionala
Definitia 3.5.1. Fie y, = fk(xl,xz,...,xn), k=12,....,m, m functii reale definite
pe o multime X < R". O functie reald F (xl 3 X5 5eees xn) definita pe X depinde de functiile
fis faseen oy P multimea X, daci exista o functic reala de m variabile D(y;, 5 ,..., V), )

definiti pe o multime Y cR™, astfel fincat pentru xeX si avem

F(xl,xz,...,xn ) = CD(fl (xl,xz yeens X ),...,fm (xl,xz yeeus X ))
Exemplu

Fie functiile f, g, h :R®> > R definite prin:
f(x,y,Z)=x+y+z; g(x,y,z)=x2 +y2 +22; h(x,y,z):xy+yz+zx.

Avem ()c+y+z)2 = x° +y2 +z° +2(xy+yz+zx):>g5f2 +2h, deci g
depinde de functiile f si A.
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Definitia 3.5.2. Functiile ykak(xl,xz,...,xn), k=12,....m, definite pe o

multime X < R" sunt in dependentii functionali pe o multime A — X , daci cel putin una
dintre ele depinde de celelalte pe multimea 4.

Teorema 3.5.3. Conditia necesard si suficientd pentru ca n functii de n variabile
independente y;, = f} (xl,x2,...,xn), k=1,2,...,n, definite pe o multime X < R”", cu

derivate partiale continue pe X, sd fie independente functional pe A C X este ca
determinantul functional:

L2 SR
5)61 axz 8xn
0 0 0
D(yl,yz,...,yn):% ay_z ayz
D(xlsxz ,-.-,Xn) & X2 Xn
Do Wu W
ox v, ox,

sa fie identic nul pe 4.
Definitia 3.5.4. Functiile fl(xl,...,xn),fz (xl,...,xn),...,fn(xl,...,xn) definite pe

o multime X < R” se spune ci sunt independente intr-un punct (xlo,xm,...,xno)e X
dacd nici una din functii nu depinde de celelalte Iintr-o vecindtate a lui
(xlo,xzo,...,xno)e X.

Functiile fl(xl,...,xn),fz(xl,...,xn),...,fn(xl,...,xn) sunt independente pe X

daca sunt independente in orice punct interior al multimii X.
3. Extreme conditionate

Fie y=f (xl 3 X5 5eeis Xy ) o functie reala definitid pe o multime X < R” si un sistem
de p < n ecuatii de forma:

.........

functiile reale F|, F,,..., F/ ,» fiind definite pe aceeasi multime X cR".

Definitia 3.6.1. Extremele functiei y = f (xl,x2,...,xn) cand  punctul

(xl,xz,...,xn) parcurge numai multimea A4 a solutiilor sistemului (5.6.1) se numesc
extremele functiei f conditionate de sistem.
Teorema 3.6.2. Fie functia CD(xl,xz,...,xn;7\.1,7\.2,...,7\.[,) de n+ p variabile

definita de:
D = (), X, )+ Ay -Fl(xl,...,xn)Jr...JrXP -Fp(xl,...,xn)
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si (al,az,...,an; ul,uz,...,up) un punct stationar liber al functiei @ . Punctul
(al,az ,...,an) este punct stationar al functiei y = f(xl,xz,...,xn) cu legaturile
F=0F, = O,...,Fp =0.

Observatie. Numerele Ay, A, ,..., A p se numesc multiplicatorii lui Lagrange.

Pentru a determina punctele de extrem ale unei functii y = f (xl,xz,...,xn) cu
legaturile F; =0, F, =0,..., I/ b= 0 se procedeaza astfel:

1) se formeaza functia ajutdtoare:
D = f(%X)0er X, )+ Ay - Fy (XX, ) H ot A, F, (X[see X, );

2) cury, Ay, Kp parametri;

3) se rezolva sistemul:
w_
ox,  0Ox, ox

F=0,F=0,F,=0

0,..., 0

cu n+ p ecuatii §i #+ p necunoscute;

4) daca (al,az 7 S VT U SN up) este o solutie a acestui sistem, punctul
(al yay e, ) este punct stationar conditionat al functiei y = f (xl I Y )

Punctele de extrem conditionat ale functiei f se gasesc printre punctele stationare
conditionate.

Pentru a stabili dacd punctele stationare conditionate sunt de extrem, se studiaza
diferenta f(xl,xz,...,xn)—f(al,az,...,an) pentru punctele care verificd sistemul

F=0,F=0,., Fp =0, de unde rezulti ci avem:

Fle,xg,enx, )= flay,ay,.na, )= ®(x),%5,..., x, )~ Dlay, ay,....a, ),
adica se studiaza diferenta:
E= CD(xl,x2 yeees Xy )— d)(al Ay sy, )
Aplicand formula lui Taylor functiei q)(xl yeres xn) in punctul (al Ay, d, ), avem
2
E :lza CD(al,...,an)
2 Ox;0x ;
Semnul diferentei £ este dat de semnul formei pétratice:

82<D(a ey )
2 [2:2%n
d CD(al,...,an)z E oxd, dx;dx ; .

dxlde +R, unde Xl —Cll - dxl, i:1,2,...,l’l .

104



4. Probleme rezolvate
Sa se calculeze f '(1), f "(1) pentru functia implicitd y = f (x), definita
: (.2 20 2, .2 _ NP . B

prin ecuatia \x~ + y° ) =3:{x" +y“)—-2 =0, satisfacand conditia f(l) =1.

Indicatie de rezolvare:

. , 2 2\ 2 2 " 2

Se considera functia F(x,y) = (x +y ) —3-(x +y ) definitd pe R”. Pentru

ea exista derivatele partiale de ordinul intai de forma:

oF _ 2 2 2 oF _ 2 2 2
a(x,y)—@c-(x +y) —6x, g(x,y)—6y-(x +y ) -6y.

Pentru un punct (xo,yo)eRz, pentru care F(xo,yo)zo si %0,

xé + yé # 1, se verificd ipotezele din teorema functiilor implicite si putem scrie:

oF
(x)=—Ox __X (1) = —
PGt = ()=t
oy
oo (X)) e x) y-xy 1 & "
f(X): o :a —; :—T:—? y+7 :>f(1):—2

Se considera functia y=f (x) definita implicit prin relatia
x> +1242-a-x-y=0, a>1.Sasearate ci f"(x)=0.

Indicatie de rezolvare:

FieF(x,y)=x2+y2+2-a-x-y,a>1,deﬁnitépeR2.
oF oF

Exista —(x,y)=2x+2ay, —(x,y)=2y+ 2ax.
ax( ¥) y ay( y)=2y

Fie un punct (xo,yo) eR?, astfel incat F(xo,yo) =0 i pentru care

Yo +axy # 0. Derivatele partiale de ordinul I ale lui F sunt continue pe Rz, deci si pe o
oF

vecinitate U XV a punctului (xo, yo) e R? si a—(xo, yo) # 0. Astfel sunt indeplinite
Y

conditiile din teorema functiilor implicite $i este asiguratd existenta functiei
f:Uy >V, UycU, VycV siaderivatei sale.
Deoarece y = f(x) trebuie sa verifice x> + y2 +2-a-x-y=0, a>1, rezulta ca

x2+ f 2 (x) +2a-x-f (x) = (. Derivand aceasta, vom obtine:

_x+a-f(x)

2-x+2f(x)- f'(x)+2a- f(x)+2a-x- f'(x)=0= f"(x) = axt /(%)
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Derivand ultima relatie obtinuta, rezulta:

2
-1
f”(x):a—3-[x2 +f2(x)+2a-x-f(x)]=0:>f”(x)zO.
[a+ f(x)]
Sa se determine punctele de extrem pentru functiile implicite y = f (x)
definite prin:
Dx?=2-x-y+5-y2=2-x+4-y+1=0;
2) x° +y3 —3.x? -y—=3=0;
3) y2 +2-y-x2 -4.x-3=0;
Indicatie de rezolvare:
oF
' ox 2x-2y-2
1 X)=-— =—
AL OF  —2x+10y+4

y
F(x,y):x2—2-x-y+5-y2—2-x+4-y+1 :

, unde s-a considerat

Se obtine sistemul:
2x-2y-2=0;
X =2xy+5y° —2x+4y+1=0,

care are solutiile A(I,O), B(l,—lj.
22

In acelasi timp,
y 0 2x—-2y-2 o x—y-1
f(x)za(zx—myy—Jza(x—syy—z}
_ (=G =57(0)=2) = (o= () -IN=576) iy <.
(x=5/(x)-2)

1
deci punctul 1 este de maxim, iar f ”(Ej =1>0, deci punctul 5 este de minim.

, 32 -6 3x% —6xy =0

RO v g ISP RO
37 =3x X +y =3x"y-3=0

sunt solutiile sistemului;

!

=

2y3+2x2y—2xy2+2x(x-y—x2—yz)-y

f"(x) 2
(=)
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2

= 1(0)=5. /'(-)=-3.

deci 0 este punct de minim, iar — 2 este punct de maxim;
3) fie
2xy—2

y+x2

F(x,y)zy2 +2yx? —4x-3= f'(x)=

de unde se obtine sistemul:

cu solutiile A(—l,—l), B(%,zj ;

()= 2. U 3 GO () + 5% )= (o () = 1)/ () + 2%)
(f(x)+ x? )2

: 1 .
si deoarece f "(5 <0, rezultd ca punctul x = 5 este de maxim. Punctul x = —1 nu este

de  extrem, deoarece  diferentiala de ordinul doi a lui F  este

d’F (—1,—1) = —4dx? - 2dy2 —8xdxdy nu pastreaza semn constant;
3 of of : -
Sa se calculeze 8—(1,0), 8—(1,0) pentru functia z = f(x,y) definita
X V

implicit prin xcos y + ycos z + zcos x — 1 =0, satisfacand conditia f(l,O) =0.
Indicatie de rezolvare:

Fie functia F(x,),z)=xc0sy + ycosz +zcosx — 1 definiti pe R’.
Rezulta aF(xyz) cosy —z-sinx aF(xyz) coSz —Xx-siny
ezulti: —(x,y,z) = —z- ,—(x,v,2) = —x- ,
ox oy

oF : : . 3
a—(x,y,z) =COSX — y -sinz si sunt continue pe R~
Z

Se considerd punctul (xo,yo,zo) € ]R3, pentru care F(xo,yo,zo) =0 si

oF
a—(xo, yO,ZO) # 0. Astfel, functia F si derivatele sale partiale de ordinul I sunt continue
74
intr-o vecinatate a lui (xo, yO,ZO) € R3, fiind indeplinite conditiile din teorema functiilor
OF oF
7(%%2) 7(.x,y,Z)
. e Ox of y
implicite §i putem scrie: a—(x,y) = —aF,—, a—(x,y) = —aF,— ,
. —(xrz) @ - (x0.2)
0z 0z

de unde rezulta:
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8f( y)—— COS y —zSinx 8f(x y) _ —xsiny+cosz

ox —ysinz+cosx Oy —ysinz+cosx’
deei L (1,0)=——, L(1,0)=——L .
ox cosl’ Oy cosl

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi si doi ale functiei
implicite z = f (x, y), definite prin:
2 2 2
X z
R SN S
2 bZ 2

Indicatie de rezolvare
2 2

a) fie F' (x, v, Z)= —2 + z—z + —2 —1, se scriu derivatele partiale de ordinul I ale

lui F, care sunt continue pe R? si se considera un punct (xo, yO,ZO) eR? , pentru care

oF
F (xo, yO,ZO) =0 si a—(xo, yO,ZO) # 0; astfel, functia F si derivatele sale partiale de
'z

ordinul I sunt continue §i pe o vecinatate a lui (xo, yO,ZO) e R? si sunt verificate conditiile
din teorema functiilor implicite, rezulta:

oF oF
Z_ o _ S x 2__y_ Sy
ox oF a*> z” Oy OF b* z’

[

o’x _ofaz)_of ¢ y)_ < xy
Ox0y " ox ay " ox b’ =z a’-br 3
b)

% x 0z _ z 622_)}2—1 622_x2—1 0’z X-y

ox oz 8y X ot 2 ’8y2_ z ’8x8y: z

Si se calculeze dz, d*z pentru functia implicita z = f (x, y) definita prin:
X +yt 4zt =a’

Indicatie de rezolvare:
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Fie F (x, y,z) =x% + y2 +z° —a? , derivatele sale partiale de ordinul I sunt
oF

—(x,y,z) =2X, a@—i(x,y,z) =2y si aa—j(x,y,z) =2z, care sunt continue pe

R? ; se considerd un punct (xo,yo,zo) e R? , pentru care F(xo,yo,zo) =0,
z # 0; functia F si derivatele sale partiale de ordinul I sunt continue si pe o vecinatate
a lui (xo, yO,ZO) e R’ , fiind astfel verificate conditiile din teorema functiilor

implicite; rezulta:

0z X Oz y
—-—\X =—, —\X, ="
ﬁx( y) z Gy( y) z
dZ:%dx+a—Zd =——(x-dx+y dy),
ox oy
oz _ﬁ(_zj _yi-a o _ﬁ(_lj _¥-a
ot ox\ z z o o\ z 2
0’z _2(_1)__2
oxoy oOx\ z 2
de unde se obtine:
2 2 2 2
2= "0 2 deedy+ 5 d?
z z z
Functiile u :(p(x, y), V=\|l(x, y) sunt definite implicit prin relatiile
5 ou Ou Ov Ov
u+v=x+y,x-u+y-v=1.Siasecalculeze —, —, —, —.
ox Oy Ox Oy

Indicatie de rezolvare:
Derivand in raport cu x cele doua relatii, obtinem:

0 ou Ov 0 ou ov
—(u+v):—+—=1, —(x-u+y-v)=u+x-—+y-—=0:>
Oox ox Ox Ox Oox ox

ou u+y Ov_ u+x

a_y—x’ ﬁx_x—y'

. s . ou v+y 0Ov v+x
Derivand cele doua relatii in raport cu y, obtinem: — = =

oy y—x’ oy x—y'

Fie functia compusa z = f (x, y), definiti de z =u"> +v° , in care functiile u (x, y)

si V(x, y) sunt definite implicit prin relatiile u + v=x , ur 1% = y. Sa se calculeze
oz 0Oz
ox’ oy
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Indicatie de rezolvare:

62_82'6u 82.6\/_3 » Ou , OV

— =t ——=3u"—+ 3y —
Ox Ou Ox Ov Ox ox ox
%:a_z.a_u_l_%.@::;uz.a_u_}_?)vz-@.
oy Ou Oy Ov 0Oy oy Oy

Diferentiind relatiile de definitie, obtinem:
du+2-v-dv=dx, 2-u-du+2-v-dv=dy =

1 u 1

d — dx_d d P —dx —d .
- 1—2u( ). dv v(1-2u) +2v(1—2u) g
Rezulta
ow_ 1 ow_ 1 v w oy 1
o 1-2u’ oy 1-2u’ ox v(1—2u)’ oy 2v(1—2u)
sideci: %:M, a_Z:;.(_}uZ_Fi.VJ_
ox  1-2u oy (1-2u) 2

Sa se calculeze dz ,daca z=u-v, x=€""", y=¢€""".

Indicatie de rezolvare:
dZ:d(u-v)zv-du+u-dv.

Diferentiind relatiile care definesc pe u (x, y) si v(x, y) , obtinem:

dx=(du+dv)-e"", dy=(du—dv)-e"" .

1{1 1
Rezulta du = —(—dx + —dyJ, dv= l(ldx - ldyJ , de unde:
2\ x y 2\ x y
1 |
dZ=—(u+v)dx+—(v—u)dy.
2x 2y
Fie functia z = f(x,y) definita implicit prin z-e“ =x-e*+ y-e’ . Sise
Ou Ou 5 X+z
calculeze —, —, dacd u = .
ox Oy y+z

Indicatie de rezolvare:
Diferentiind relatia de definitie a functiei implicite z = f (x, y), obtinem:

z+1)-e*-dz=(x+1)-e"-dx+(y+1)-e’-dy =
(z+1) (x+1) (y+1)

x+1 .ex—Z.dery_”.ey—Z.dy.
z+1 z+1

= dz=
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In acelasi timp avem

du:d(x+zj:(y+2ﬂdx+dﬂ-(x+ZXdy+dd

y+z (y+:2)
illoaoenze iz o)
ou 1 x+1
Rezultd: — = ———— —~ :
ezultd o (y+2)2[(y+z)+(y x)Z+1e }
. Ou 1 +1 .
Slazm[—(x+z)+(y—z)%-ey :l

Fie functiile f(x,y,z)=x+y+z, g(x,y,z):x—y+z si

h(x, y,z)=4 - (x- y+y- Z) definite pe R>. Si se cerceteze dependenta functionald a
acestor functii.
Indicatie de rezolvare:

g g d

ox oy Oz 1 1 1
Matricea functionald a lui Jacobi: a_g a_g a_g =1 —1 I | are

ox oy Oz

ox Oy Oz

rangul doi, deci cele trei functii sunt dependente functional. Doua dintre functii, f i g, sunt
independente functional, iar a treia, 4, este dependentd functional de acestea.
Sa se cerceteze dependenta functionald a functiilor:

a-x :b-—y definite pe R’ \{(0’0)};

a) )’1=WJ2 m

b) yy=x+y+z, y2:x2+y2+22—x-y—y-z—x-z

si
V3 = x> +y3 +2z° —3-Xx-y-z definite pe R3;
¢) Y= 1 Vy = 1 Vi = XEY#zZ
1= s V) — > V3T ?
(x=y)(x=2) "7 (r=2)r=x) 7 (z=x)(z-»)
Indicatie de rezolvare:
1 —
a) Matricea lui Jacobi este: 377 [ o a)zch si are rangul 1;
(x2 +y2) —-bxy bx
2 2
functiile sunt dependente functional: (&j + (%) =1;
a
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b) y3 =y1-Y2;
©) y1+y,+y;=0.

5.7.13) Sd se determine extremele functiei f (x, y)= x? + y2

conditionate de x + y =1.

Indicatie de rezolvare:
Se considera functia lui Lagrange:

L(x,y)=f(x,y)+ - g(x, ). unde g(x,y)=x+y—1.
L(x,y):x2 +y? —y—x+A-(x+y-1).

Se rezolva sistemul de forma:

a—L:Z-x—1+7u=0;
ox
a—L=2-y—1+7»=0;
Oy
x+y=1,
1

de unde se obtin solutiile: A =0, x=y = 5

Deoarece d L(; ;j 2-dx?+2- dy > 0, punctul (% %j este de minim.

Sa se determine extremele legate pentru functiile:
a) f(x,y ) X — 2y+2zx+y +2z2=9;

(
2., .2 X y z’
b) f(x,y,z) x? +y +2z°, —2+b—2+—2=1,a>b>c>0;
c
(

N

¢) f(xyz ) x+2y—=2z, x> +y* +z° =16;
d) f(xay,Z)=x+y+Z,x—y+2:2, x2+y2+22:4’

Indicatie de rezolvare:

a) Se considera L(x,y,2)= xX=2y+2z+ K(xz + y2 +z2 - 9) si se rezolvd

sistemul:
oL _, oL
S]’f 1+2-h-x=0 2
—=0 —24+2-A-y=0 y=l
Oy = = A =
242-A-z=0
oL _, __1
E_ x2+y2+22=9 2= A
x2+y2+z2:9 X+y"+z°=9
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1 1
— 7\,1 :—5, 7\42:5;

se obtin punctele A(l,—2,2), B(—1,2,—2) si se determind

d’L = 2hdx? + 2hdy? +20dz2,
de unde rezulta ca punctul A este de maxim, iar B de minim;
b) A = S A(a,(),()), B(—a,0,0) sunt puncte de maxim,

Ay = = C(0,0,C), D(0,0,—c) sunt puncte de minim;

A= —E = A(i § —%J este punct de maxim,;

8 373
Ay =§ = B —ﬂ,—ﬁ,ﬁ este punct de minim;
8 3733

d) Se considera
L(x,y,z)=x+y+z+k(x—y+z—2)+p(x2 +y2 422 _4)

si se rezolva sistemul:

oL _,
Ox
a_, I+ A +2u-x=0 w= 2t
4 1-A+2pu-y=0 21
oL A—1
—=0 SI+HA+20-2=0 @ =y=—i;
0z 50 2u
X—y+z-2=0 x;ytz_z‘ M
x2+y2+22—4=0 ¥ Ay +zi—4=0 \ 2u
rezulta 7\,12%, ulz—%jA(é,g,é) punct de maxim si A, =-1, u2=%:>

B(O, -2, 0) punct de minim.

5. Schimbari de variabile si de functii. Probleme rezolvate

Ce devin ecuatiile urmatoare daca se fac schimbarile de variabila indicate?

a) x> y"+x-y —y=0,x=¢';
b) (x+1)3-y"+3(x+1)2-y'+(x+1)-y:1n(x+1), In(x+1)=t¢;
¢) (l—xz)-y”—x-y'Jro)z-y:O, X =COSt;

d) (1+x2)2-y"+2x(1+x2)-y'+y:0, x=tgt;
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Indicatie de rezolvare:

a)

2
r:d_y:d_y-L:d_y.e—t’ynzi(d_y.e—tJ_e—t: d_y_d_y .e—Zt;
dv dr dx dr dr\ dt
dt

2 3 2
=y d_y_d_y et = d_§_3d_§+2d_y =2
defl d? de dr de de

inlocuind derivatele lui y Tn ecuatia data, se va obtine noua ecuatie:
d’y ,d’y .d
X 3=t 32y o0,
dr de? dt
b) In(x+1)=t=x+1=¢' =>x=e'-1;

':d_y—d_y.i—d_y.e_t

dv dr dx dr
dr
2 2
oy _dfdy ) 1 _dy o dy o
2 .e . a — _2 . ——.e ;
& de\ dr ax - dr dr
dt
inlocuind derivatele lui y In ecuatia data, se obtine noua ecuatie:
d’y .d
—;} 12y =re
dt de
d2
) X+’ -y=0;
dt
d2
d) —2+y=0;
dr?
Ce devin ecuatiile urmatoare daca se schimba functia dupa cum urmeaza:

a) x-y'—y(lnx-y—1)=0,y=§;

b) x2-y"+4x-y'+(2—x2)-y=4x,y=i2;
Indicatie de rezolvare: .

a) y—jﬁ %( j—Z,'jz_Z:x-Z'—zan=O;

b) z"—z=4x;
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In ecuatia y"(l +y? )— 2(1+y)- (y')2 - (1 + y2)= 0, unde y este o functie
de x, se face schimbarea y =tgz. Sd se giseasca ecuatia verificatd de z(x).

Rispuns: z" — 2(2')2 —cos’z=0.

Ce devin urmatoarele ecuatii daca se schimba rolul variabilelor?

a) y"+x-(y')3 =0;

by y" = (') +2x-(')".

Indicatie de rezolvare:
"

r_ " __ X " _0 -
a) y=—,y =— — X — Xx =0 este noua ecuatie;

X" (x')3

b) x"+x'—2x=0.

In ecuatiile care urmeaza sa se faca schimbadrile indicate la fiecare

t

a)x-y-y"—x-(y')2+y2=0, x=eu; u=u(t);
y=e,
3 X—YV=Uu,
2-y" 1-y") =0

b) 2- " +(x+y)(1-»') ’{x+y:v(u);

X =sint;
c)(l—xz)-y"—3-x-y'+(a2—1)-y=0, oz Z=Z(t);

~ cost’

Indicatie de rezolvare:
1 _
a) y':d—y:i(eu). d :eu t.u’;
dx dr (et)

"__ d u—t 1 —t _ _u-2t " "2 1.
% —E(e -u)-e —e [u +(u") —u},

efectuand inlocuirile, obtinem ecuatia: u" —u' + e' =0;
b) v'+v=0;
) 2"+a’-z=0;
Luand u si v ca noi variabile independente, sa se transforme urmatoarele

ecuatii:

0z 1574

)y ——x-—=0,u=x, v=x>+y*;

)y o Y Y

b) x-%er-a—Z—z:O, u=x, y=2,
ox oy X
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) (x+y)%—(x—y)g—;:0, u=In\x*+y?, v:arctgi.

ox

Indicatie de rezolvare:

0z 0z Ou 0Oz Ov 0z _ 82 8u+8z oV

)_:__ - .- =

ox Ou Ox Ov ox Oy ou oy Ov 8y
0z 0Oz 5. oz 0Oz ) oz 0Oz

rezulticd —=—+2-x—, — =2 y— => — =0 este ecuatia transformata;
ox Ou v’ Oy ov  Ou
0z
b) u-—-z=0;
ou
c)

oz X oz y 0z 0z _ Yy oz X oz
-~ _ — —
ox x?+y? ou x*+y* v 5y X*+y* ou x*+y* ov

0z Oz
= ———=0.
ou Ov

Luand pe u si v ca noi variabile independente, sa se transforme urmatoarele
ecuatii:
0%z o’z o’z
a) — —4 +3—=0,u=3-x+y, v=x+y;
Ox oxoy oy

0%z 0%z 5 0%z 0z u=smx+x-—y;
b)—2+2cosx —sin x—2—smx—:O; _
Ox OxOy Oy oy V=X—-SsIXx+y;
2 2
c) x28 j—yza ij, i:u,x-yzv;
Oox oy y
2 2
d)x-yaz +yza§+ %+2 y%—o u=x, v—Z
ox0y oy ox oy b
2 2 2
e)62_462 +4aZ:0,u=2-x+y,v:y.

x* oxdy  oy?
Indicatie de rezolvare:
a)
0z _ oz au ou 0z 8v 82 N 0z
o ou ox Ov ox | du ov

82 82 6u 82 8\1 82 @

8y ou 8y 8\/ oy " ou 8\2
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0’z 0(.0z z\ou 0O(.0z 0z Ov
— == 3—— | —+—|3—+— |- —=
ox ou\ ou oOv) Ox oOv\ ou oOv) Ox
0%z 0’z 9%z
= . . +
ou’ oudv  ov?
o’z 0%z o’z 0%z 0%z 0%z 0’z 9’z
5 =" 2. +—3 =3. 5 +4- +—-
oy~ Ou ouov oy Ox0y ou oudv v
. ) ) ) 0%z
Inlocuind, se obtine ecuatia =0;
ouov
2
b) 0 Z:O;
oudv
2
¢ 20 2%y,
oudv oOu
2
ay v. 2 %,
ouov Ou
0%z
e) —2:0

ov
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6. TEST DE AUTOEVALUARE
Sa se determine extremele functiei z = f (x, y), definita implicit prin:
a) x> +y2+z2-2-x+4-y—-6-2-11=0;
b) x>+ +z> —x-z—y-z+2-x+2-y+2-2-2=0.
Sa se arate ca functiile:

NW=x+y+z, y2:x3+y3+z3+6-x-y-z
si
yy=x-y(x+y)+y-z(y+z)+z-x(z+x)

sunt dependente functional pe R>. Care este relatia de dependenta ?

E| Sa se determine extremele functiei f (x, y) cu legaturile indicate:

I 1 1 1 1
_— -

(c7) :

¢) f(x,y)z(x—l)2+y2,x2—y2=1,
d)f(x,y):x v, x+y=1;
e)f(x,y)=x+2-y,x2+y2:

E| Sa se determine valoarea maxima si valoarea minima pentru:
a) f(x,y)=x2 +y2 -3-x—-2-y+1, x° +y2 <1;
b) f(x,y)=5-x2 +3-x-y+y2, x° +y2 <1.

Sa se transforme in coordonate polare, ficand inlocuirile: X =7-c0s9,
y =r-sin0, urmitoarele expresii:
a) £ = x% - y@_z;
ox oy
2 2
b) E = o + o ;
ox oy
0%z o*
¢c) £ = —ZZ + —j ;
ox~ Oy
82 2 82
d)E=x2—2Z+2 xX-y z +y2—22
ox Ox0y oy



7. TEMA DE CONTROL

Sa se scrie formula lui Taylor pentru:
a) f(x,y):—x2 +2-x-y+3-y2 —6-x—2-y—4 inpunctul (—2,1);
b) f(x,y,z):x2 +y? 42242 x-y—y-z—4-x-3-y—z+4

in punctul (1,1,1).

Sa se determine extremele functiei:

a) f(x,y,z):x3+y2+22+12-x-y+2-z, (x,y,z)eR3;
b) f(x,y,z)zx-yz-23-(7—x—2-y—3-z),x-y-z;tO;

2,.2

x|y +z7+1
c) f(x,y,z):(x+z2).e (v ) (x,3,z)eR’.
E| Sd se arate ca dacd functia z=f (x, y) este definitd implicit prin

(y + Z)- sinz—y- (x + Z) = (), atunci este satisfacutd ecuatia:
. Oz oz
Z-smz-——y2 —=0.
ox oy

E| Fie functiile

f(x,y,z)z(x+y+z)2, g(x,y,z)=2-x+y—2-z
si
h(x,y,z)=3-x* +2-x-y—12-x-z-18-z-y

definite pe R>. S se arate ci:
functiile f; g si 4 nu sunt independente in origine;

existi o vecindtate a punctului MO(—I,O,I) pe care f depinde de g

si h.
Presupunand pe u si v ca noi variabile independente §i pe w ca o noua functie,
sa se transforme 1n noile variabile urmatoarele ecuatii:
u=x>+ yz;
0z 0z 5 I 1
y-——x-—:(y—x)-z,daca v=—+—;
ox oy Xy
w=1nz—(x+y);
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u=x;
0
2—Z+yz%:zz,dacé vzl——,
ox oy y X
I 1
w=———;
z X
Uu=y-z—Xx,
(x-y+z)%+(l—y2)%=x+y-z dacd \v=Xx-z—Y;
ox oy ’ ’
W=Xx-y—2z;
X
u=—;
y
oz 1 0%z 1 5
—+—-y-——>=—,daca |v=ux;
gy 2 ayz X
w=x-z-Yy;
Uu=x+y;
0%z 0%z 0%z 5
+2 + =0,dacda yv=x-y;
5)(2 8x8y 5)}2
w=x-y—z

ox

2 2 2
, . (Ou ou ou) | .
|§| Ce devine expresia |— | +|— | +|— in coordonate sferice
oy 0z

X=r-sing-cosO, y=r-sin@-sin0, z=r-cose?
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