UNITATEA DE INVATARE Nr. 3 -

INTEGRALE IMPROPRII. INTEGRALE CU PARAMETRII

Obiective urmarite:

Insusirea notiunilor fundamentale si a algoritmilor specifici de rezolvare a problemelor
din domeniul integralelor improprii si al integralelor cu parametri,

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele fundamentale
si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea deprinderilor si aptitudinilor de analizd logica, formulare

corectd i argumentare fundamentata in solutionarea problemelor de naturd matematica
si de specialitate, precum si formarea si dezvoltarea unui rationament riguros si a
abilitatilor de calcul rapid si corect necesare pentru diferite aplicatii.

Formarea si dezvoltarea capacitatilor de abstractizare, generalizare §i sinteza;

Aplicarea analizei matematice in alte domenii ale stiintei si practicii.

Rezumat:

In aceastd unitate de invitare sunt prezentate, pe parcursul a doua lectii, principalele notiuni
teoretice referitoare la integralele improprii de tipul I si II si la integralele cu parametri pe
inteval compact, respectiv la integrale improprii cu parametri, precum si algoritmii cei mai
des intalniti pentru rezolvarea problemelor specifice referitoare la tematica acestei unitati de
invatare.

Dupa parcurgerea celor doud lectii din cuprinsul unitatii de invatare studentii vor
dobandi cunostintele teoretice si isi vor forma deprinderile practice cu ajutorul carora vor
putea recunoaste, intelege si rezolva probleme specifice referitoare la :

- notiunea de convergentd a unei integrale improprii si tipurile de integrale

improprii;

criterii de convergenta pentru integrale improprii (din functii pozitive, din functii
oarecare);

legatura integralelor improprii cu serile numerice;

integrale cu parametri pe interval compact si integrale improprii cu parametri;
notiunile de convergentd simpld si uniformd pentru integrale improprii cu
parametri;

criterii de convergenta simpla si uniforma pentru integrale improprii cu parametri;
propietatiile de continuitate, derivabilitate, integrabilitate si existenta a primitivelor
pentru o functie definita printr-o integrald cu parametru;

integralele euleriene de prima si a doua speta: definitii, proprietati, formule de
calcul, relatii de legaturd, aplicatii.

Organizarea materialului este urmatoarea:

la inceputul fiecdrei lectii sunt prezentate pe scurt principalele rezultate teoretice,
formule si algoritmi de rezolvare pentru problemele specifice temei studiate;
urmeaza un numdr semnificativ de probleme rezolvate, care acoperd intreaga
gama a notiunilor teoretice si algoritmilor de rezolvare prezentati anterior;

in finalul fiecarei lectii este propus un test de autoevaluare si la sfarsitul unitatii de
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invétare una sau doud teme de control, problemele propuse fiind variate, ordonate
dupa gradul lor de dificultate si acoperind intreaga tematica studiatd in unitatea de
invatare respectiva.
Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireascd prezentatd in cuprinsul unitatii de
invétare, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi cea specifica

disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute cu creionul pe tot parcursul
textului. Se recomanda Intocmirea unui caiet de probleme. Pentru fiecare tip de exercitiu se
recomanda identificarea algoritmului si descompunerea acestuia 1n etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completd a problemelor
propuse in testele de autoevaluare si in temele de control propuse.

Cuvinte cheie:

- integrale improprii de speta I si II, integrale improprii convergente, divergente, absolut
convergente, semiconvergente;

- integrale cu parametri pe interval compact, integrale improprii cu parametri, integrale
euleriene de speta I si I

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice, algoritmilor practici de
rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de rezolvare si dobandirii

competentelor anuntate este de aproximativ 2-3 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm
constant, pe toatd durata semestrului. Se adaugd un timp mediu aproximativ egal pentru
rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temelor de control.
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LECTIA 1 - INTEGRALE IMPROPRII

1. Definitii si proprietati ale integralelor improprii
b
Este cunoscutd notiunea de integrald definita I f (x)dx, unde f: [a,b] —> R este
a
o functie marginita pe [a,b] :
Exista probleme care conduc la extinderea notiunii de integrala definita.
Fie, astfel, f : [0, +oo) — ( 0,1] . f (x) =e¢ . Aria portiunii din plan cuprinsi intre
u
dreptele x =0, x=u, y =0 si graficul functiei / este datd de relatia je_x de=1-¢".

0
Rezultd, in mod natural, aria cuprinsa intre dreptele x =0, y =0 si graficul functiei f, de

u

forma: lim |e ™ dx = lim (l - e_u) =1.

U—>0 U—>00
0

Daca f:[1,+oo)—)(0,1], f(x):

1
—, atunci aria cuprinsd intre dreptele
X

u

. . . 1 a .
x=0, x=u, y=0 si graficul functiei f/ vafi | —dx =Inu. In acest caz, nu se mai poate
X

1

da un sens natural notiunii de arie a portiunii plane cuprinsa intre dreptele x =0, y =0 si

u

: 1 :
graficul lui £, deoarece lim | —dx = lim Inu =+o0.
U—>0 f X U—>0

Astfel de probleme conduc la studiul existentei unor limite de forma
u

pm @i fim [ rwyae. i [ r(eyae

Definitia 6.1.1. Fie f :[a,-l—OO)—)R integrabild pe orice interval compact

u
[a,u] c [a,+00) si fie F(u) =J.f(x)dx Functia f este integrabili pe [a,+00), daci

a

U—>0 U=

+o0
exista lim F(u) si este finitd. Notatie. lim F(u) = j f(x)dx

Observatia 6.1.2. Daca functia f este integrabild pe [a,+00), spunem ca integrala

+0
J' f (x) dx este convergenti. In caz contrar, integrala este divergenti.

a
Observatia 6.1.3. In mod aseminitor se definesc integralele
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a

[ £(x)dx= tim [ £(x)ax

si +J?Of(x)dx= lim jf )dx+ lim jf

Uu—>—0o0 M—)OO

Definitia 6.1.4. Fie f .[a,b)—)R 1ntegrab11a pe orice interval compact

u

[a,u] C [a,b) si fie F(u) = ‘[f(x)dx Functia f este integrabili pe [a,b), daca existd

a

lim F (u) si este finitd. Notatie. hmF I f
u/"b

Observatia 6.1.5. Dacd [ este 1ntegrab11a pe [a,b), spunem ca integrala
b-0

J f (x) dx este convergenti. In caz contrar, ea este divergenti.

a

A

Observatia  6.1.6. In mod aseménétor se  definesc  integralele

b
jof( _11mjf dr si Iof _11mjf
" Observatie. Integralele " "
0 a 0 b-0 b
[r)dx, [ r(x)dx, [ r(x)de, [ r(x)de [ £(x)de
a —0 —o0 a a+0

se numesc integrale improprii.
Exemplu:

L entru xe[O 1)'
Fie £:[01] >R, f(x)=4d1-x " o

0, pentru x =1.

J.f(x)dxzii}r}jm =lim2(1-V1-u)=2.

Rezulta ca functia f este integrabila pe [0,1), dar nu este integrabila pe [0,1],
deoarece f este nemarginitd in x =1.

Definitia 6.1.7. Fie f : [a,b) — R (b finit sau infinit), integrabild pe orice interval

u

J' f (x)dx Functia f este integrabili pe [a,b), daca

a

compact [a,u] C [a,b) si fie F(u)

exista lim F (u) si este finita.
u/"b
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b

Notatie. Ly}l}?F(u):JAf(x)dx.

Teorema 6.1.8. Fie f : [a,b) — R (b finit sau infinit), integrabila pe orice interval

b b
compact [a,u] C[a,b). Dacid a <c<b, atunci integralele jf(x)dx si .[f(x)dx au
a C

aceeasi natura.
Teorema 6.1.9. Fie f, g:[a,b)—)R (b finit sau infinit), integrabile pe orice
b b
interval compact [a,u]c[a,b). Dacid integralele jf(x)dx si J.g(x)dx sunt
a

a

b
convergente, atunci si integrala I(OL - f (x) +B- g(x))dx, o, BeR este convergenta.

a
Criteriul lui Cauchy-Bolzano

Fie F :[a,b) —> R (b finit sau infinit). 1% F (u ) existd si este finitd dacd si

u
numai dacid pentru (V) €>0, (El) bo(s) e(a,b), astfel incat pentru orice u', u" cu
by(e) <u' <u"<b saavem ‘F(u') —F(u")

Criteriul lui Cauchy

<E€.

Fie f :[a,b) — R (b finit sau infinit), integrabild pe orice interval compact
b
[a,u]c[a,b). Integrala J. f (x)dx este convergenti dacd si numai dacd pentru

a
(V) €>0, (El) by (8) € (a,b) , astfel incat pentru orice u', u" cu b, (8) <u'<u"<b sa

avem J.f(x)dx <g.

Definitia 6.1.10. Fie f :[a,b)—)R (b finit sau infinit), integrabild pe orice
b
interval compact [a,u] C [a,b). Integrala J. f (x)dx se numeste absolut convergentd,

a
b

daca ﬂ f (x)‘dx este convergenta.
a
Teorema 6.1.11. Fie f : [a,b) —> R (b finit sau infinit), integrabila pe orice interval
b

compact [a,u] C [a,b). Daca integrala j f (x)dx este absolut convergenta, atunci ea este

a
convergenta.
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Definitia 6.1.12. O integrala improprie se numeste semiconvergentd, daca ea este
convergentd, dar nu este absolut convergenta.

+00
Definitia 6.1.13. i) Fie f/:R — R continua. Integrala improprie I f (x)dx se
—0

numeste convergentd in sensul valorii principale Cauchy, daca si numai daca exista
+a +00 def +a

€
kﬁ_ﬂﬂweRﬁJﬂﬂmzkg_ﬂ@m

ii) Fie f: [a,c) U (C,b] —> R, unde a<c<b continui. Integrala improprie
b

I f (x)dx se numeste convergentd in sensul valorii principale Cauchy, daca si numai daca

a

emm%éjﬂﬂw+jﬂ@wek$mm

[ (o) ‘K%If Dace | £

2. Integrale improprii din functii pozitive

Teorema 6.2.1 (Criteriul de comparatie I). Fie f,g: [a,b) — R (b finit sau infinit),
integrabile pe orice interval compact [a,u] (- [a,b).
Daca se verifica:
i) OSf(x) < g(x), (‘v’) xe[a,b) si
b b
ii) J. g(x)dx este convergentd, atunci j f (x)dx este convergenta.
a a
Corolar 6.2.2. Fie f,g: [a,b) — R (b finit sau infinit), integrabile pe orice interval
compact [a,u] C [a,b).
Daca se verifica:

i) OSf(x)Sg(x), (‘v’) xe[a,b) si

b
ii) J. f ( x)dx este divergentd, atunci J. g(x)dx este divergenta.
a a
Teorema 6.2.3 (Criteriul de comparatie II). Fie [,g: [a,b) — R (b finit sau
infinit), integrabile pe orice interval compact [a,u] C [a,b).
Daca se verifica:

i) f(x)>0, g(x)>0, (‘v’) xe[a,b);

127



ii) limM=A>0, A+,
x/'b g(X)
b b
atunci integralele I f (x)dx si I g(x)dx au aceeasi natura.

a a
Observatia 6.2.4. Un rol important in utilizarea criteriilor de comparatie I si II 1l au

b 00
integralele [, = L sil,= ﬁ, a>0.
2 (b=x) g

Natura integralei /;:

b u I-a
Pentma¢1,Ilsz:hmjL:—hmM -
A(b=x)” Ty (b 1o
1-a
_ M, pentru a <1;
= I-a
+00, pentru o > 1.
b dx u .

=+00.

= lim :—limln(b—x)a

b—x u/bdb—x u/'b
a

Pentru v =1, [, :I
a
Rezulta ca /; este convergenta pentru o <1 si divergentd pentru o > 1.

Natura integralei /,: Pentru o0 # 1,

00 u
12=j%= limj.%: L fim o'
X X
a a

I-a

, pentru a >1;

U—>00 l—ou—>o a
00, pentru o <1.

Pentru o =1, /, =J'g: lim %: lim (Inu —Ina)=co.
X U—>®0 X U—>©

Rezulta ca integrala /, este convergenta pentru o >1 si divergenta pentru o0 <1.

Teorema 6.2.5. Fie f : [a,+oo) —> R, , a>0, integrabila pe orice interval compact

[a,u] C [a,+00). Daca lim x“ f(x) = A, atunci:
X—>0

» 8

i) daci a>15si 0< A<, integrala | f (x)dx este convergenta;

28 o ¢

ii) dacd 00 <1si 0< A <00, integrala | f (x)dx este divergenta.

a

Exemplu:
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o0
Inx Inx
Fie I = j ————dx. Se considerd functia f (x) =———— si se calculeazd
V14 x° Vi+x®

. x*-Inx 3 .
lim x f(x) = lim =0 pentru un o 25— €>1, deci integrala este

X—>0 x—>oo
L

convergenta.

Teorema 6.2.6. Fie f :[a,b)—)R 4, Integrabilda pe orice interval compact

[a,u] C [a,b). Daci li}r})(b — x)a f(x) = A, atunci:
b

i) daca a<1si 0< A<, integrala | f (x)dx este convergentd;

a
b
ii) dacd a0>1si 0 < A <00, integrala | f (x)dx este divergenta.

a

Exemplu :

X

Fie [ = I \/7 Functia f ) — este nemarginitd in x =1.
I-x

1—x
L t o 1<1 deci
, pentru =— R ecl1
T 2

)lcl;r{(l—x) -f( )—l1m1 x

integrala este convergenta.

3. Integrale improprii din functii oarecare
Criteriul lui Dirichlet
Fie f,g: [a,+oo) — R. Daca:
i) functia feste continud si admite o primitivd F marginita pe [a, +oo);
ii) functia g are derivata continud pe [a, -|—oo);
iii) functia g este monoton descrescitoare pe [a , +oo);

iv) lim g(x) =0,
X—>00

atunci J. f (x) : g(x)dx este convergenta.

a

Exemple:
o0
sin x
1) Integrala j dx, a>0 este convergenti, deoarece verificd cerintele
) x*
Criteriului lui Dirichlet, pentru f (x)=sinx si g(x) _ L
Y s18 o
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o0
2) Integralele lui Fresnel j sin x*dx, ICOS x*dx sunt convergente.

0 0
e 1 o
Demonstratie. I sin x%dx = Isin x*dx + I sin x%dx.
0 0 1

1

Integrala J sinx“dx este pe un interval compact. Pentru studiul convergentei
0

o0

integralei improprii J. sinxzdx, se face schimbarea de variabila x> =t si avem
1

0

r “ !y > sint
. . . . sin sin . . Sin
ISlnxzdxz lim |sinx*dx = lim I I t, iar integrala J.—dt
U—>00 U—>00 \/;
1 1 1
verificd cerintele Criteriului lui Dirichlet, deci este convergenta
o0
Similar se demonstreaza convergenta integralei ICOS x2dx.
0
4. Integrale improprii si serii numerice
Fie [a,b) — R (b finit sau infinit), integrabild pe orice interval compact
[a,u] C [a,b) sifie a=by <b <...<b, <...<b unsir cu proprietatea cd lim b, =b
n—©
0 bn+l
Se defineste seria numerica Z j f (x)dx
n=0 b,
b

Teorema 6.4.1. Daca integrala J. f (x)dx este convergenta, atunci §i seria numerica

a
n+l

Z j f dx este convergenta si are loc egalitatea: j dx Z j f
n=0 b,

n=0 b,
Observatii:

1) Pentru f: [a,b) — R, , atunci este adevarata si reciproca teoremei 6.4.1

2) Daca f :[a,b) — R nu pistreaza semn constant pe [a b), atunci reciproca
teoremei 6.4.1 nu se verifica intotdeauna.

Exemplu:
o k+1 k 1
+ . <
Seria Z J. sinxdx = —ZCOSX‘z =0, deci este convergenta.
k=0 2kn
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0 u

In acelasi timp, integrala Isinxdxz lim |sinxdx = lim (l—cosu) , care nu

U—>0 U—>0
0

exista.
Criteriul integral al lui Cauchy

Fie functia f : [1, +OO) — R, , descrescatoare. Seria numerica Z f (n) este
n=1
convergenta, daca si numai daca J. f (x)dx este convergenta.
1
Exemplu
Seria Z— are aceeasi natura cu integrala I dx .
n=1"7 1
5. Probleme rezolvate
Sa se studieze convergenta si, in caz afirmativ, sd se calculeze urmatoarele

integrale improprii:
OO

a) e ™dx, L>0; b)jxe dxc)j
J 1+ x2
0

a) arctgx dx:
-01+x 1+x

ooSln(lj
g) J.smxdx h) J.x cosx’dx; 5] I dx;

i) q?—:;dx, o>0;Kk) Ie_‘“-cos(ﬁx)dx, a>0;

1
) .e -sinxdx, a>0; m) I

0

7dx;

1+x
1/2

“)fﬂ"’fxmx

Indicatie de rezolvare:

u

. —)x . I oy 1 .. <
a) [=1lm |e ™" dx=1lim——-e 0= o deci integrala este convergenti;

U—>0 U—>0
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u
TCZ

1. T, . T T 1 2
b) > c) > d) e e) [=1Ilim 2dx—hm—-ln(1+x )

u—)oool+x u—>o0 2

u

=00, deci

0

integrala este divergentd; f) divergentd; g) divergentd; h) divergenta;

usin(lj uery i
= lim |—5%dr =~ lim (—J-sin(—)dx:
X X

U—>00 X u—>00
1 1

! ( 1 )
= lim cos| —
U—>0 X

Inx

u

=1-cosl;

1

u

u x—a '
) I=lim | ——dr=lim x 7% Inxdx = lim (—)-lnxdx=

u—0s x u—e uod (—at)

N N ——
— lim | X — _J'x_ LIPS TSN R N L SR L G S
uow| —oL| 4 -0 X u—o| o\ y® a’ \u®
1.1
a o
o
k) ;
oc2+[32
u u
) I=lim |e - sinxdrx=lim |e™*(—cosx) dx =
u—)ooo Uu—>00
u
= lim -COSX +I( ) -cosxdx |=
U—>0 0

=lim| —e “-cosx
Uu—>0

u

u —

. —a-Ie ax-cosxdx] =
0

= lim (l—e_‘”‘-cosu—a-e_"“-sinu—a2 -I);

U—>0
3 5 1
rezultd astfel cd [ = 5
l+a
2 !
. ¢ X . 1 ¢ (x ) dx . 1 2|
m) /= lim —4dx=11m—-J'—4=11m—-arctgx =0;
u—od 1+ x u—0 2 1+ x u—0 2 —u
u z
n) [= hmJ. = 11m arcsmx‘ = 11m( arcsinu):E; 0) I:L.
u\—1 ,/1 x u \—1 uN\—1 2 In2
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Sa se studieze convergenta integralelor:
100

a)Ti;b)T dr ;c)j dr ;d)j dx :
01+X4 lx\/1+x2 0%/1_x4 0 %/;+23/;+§/;

/2
I In(sinx)dx;
0

b 1
dx Inx
) ,a<b;f) | —=dx;g)
o emany < L

©  g-1

a4 - X
h) Jx" Le™dx:i) [=—dx, a>0.
I+x
0 1
Indicatie de rezolvare:
1
a) se considera  f: [O, +OO) ->R; f (x) = 7> se  calculeazd
1+x
xOL
lim x* f(x) = lim 7 =1 pentru o0 =4>1, deci conform teoremei 6.2.5 integrala
X—>00 x>+ x
este convergenta;
b) convergenta;
1
¢) se considerd functia f: [0,1) —->R, f (x) = si se calculeazi
I-x

! ! tru o 1<1 deci
= entru =— , daecl
3/ p 3

lirr{(l—x)a -f(x):lin}u—x)“- - -
x/ x/ %/(l—x )-(1+x )

integrala este convergenta, conform teoremei 6.2.6;

d) se considerd functia f:(O,lOO]—)]R, f(x)

1 :
—%/;—'_2%/;-'_% S1 S€

i 1 1 . 3
calculeaza h{ln x - f (x) =1 pentru a0 = g <1, deci integrala este convergenta;
0
€) convergentd,

f) convergents;

T .
@) se considera functia f: (0,5} — R, f(x) = ln(sm x) si se calculeazd

lim x* - f(x)=lim x* - In(sinx) = lim( al j -(sinx)” - In(sinx) =

N0 x\0 x\O\ sinx
= lim (sin x)a ‘In(sinx) = lim M =0,
N0 N0 (sinx)_a

pentru o < 1, deci integrala este convergenta;
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o0 1 o0
h) jxa_l -e_"dxzj‘xa_1 -e:_’cd3c+_[)c"_1 et dx=1+1,;
0 0 1
pentru integrala /[;, aceasta este impropriec pentru a <1, se considera functia

I (0,1] —> R, f(x) = x4l e si se calculeaza li{r(l)xa f(x) =

— hm xa+oc—l .
x\0

integrala [, este convergentd pentru a >0; pentru integrala /, se considerd functia

f:[l,oo) — R, f(x) =x*1.e™ § se calculeaza lim x* f(x) =0 pentru

X—>0

e ¥ <+o0, pentru a+o—1>0; deci 1 >0 >1-a, de unde obtinem ci

a+ o —1>0, deci pentru o >1 si obtinem astfel convergenta integralei / =1, + I,;

a-1

i) se considerd functia f:[1,+oo) —>R, f(x) :ic
+

, a>0 si se calculeaza

a-1 a+a-1
. X . X
lim x* - ——= lim
X—0 I+x x>0 1+x
Obtinem astfel convergenta integralei pentru @ <1 si divergenta ei pentru a > 1.

<400 pentru a+a—1<1, deci pentru 1<aa<2—-a.

X

o0
. 1
Sé se calculeze integrala Imm {xz ,—2} dx.
0
Indicatie de rezolvare:

xz, pentru x € (0,1];

Fie functia f(x) = min{xz,%}, xXe R: f(x) =
X

—, pentru x € (1,+oo).
X

0 1 o
Rezultd Jmin xz,% dxzszdx+j%dx=l+1=i.
X X 3 3
0 0 1
i | T dx
E| Sa se calculeze integrala J.

2[5 3 [x] +[]
Indicatie de rezolvare:

1 x
2[x]+3[x] +[x] (¥) xR

Pentru n<x<n+1, avem [x]zn,iar

Fie functia [ ( x) =

n+1 n+l1

dx 1
{f(x)dx= { 2n+3n*+n’ :n(n+1)(n+2)'
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0 n n k+1

[ 7 (x)dx=tim [ £ (x)dv=tim " [ f(x)dr

n—»0 n—»0
1 1 k=1

I
= i ==
foloz k(k+1)(k+2) 4

dx
Sa se calculeze integrala / = j

(x+1)\/‘x —1‘

Indicatie de rezolvare:

1 o0
]=Il+]2,unde]1=I dr i1 _I dr

ST IR W

Se demonstreaza convergenta ambelor integrale, de unde rezultd si convergenta
integralei /.

: . .y 1 : 1 .
Pentru integrala /| se face schimbarea de variabild x =—, deci dx = —— dy si
Y

obtinem 1, 212, deci [ =2-1,.

o0

I x+1 Vx? - '[
:j(x+1) 2 (x-1) ”2dx:T(x+1)-3/2 [(xr+1)-2]" d(x+1).

1/2

I (x+1) x—1) dx =

1 2
Se considera m=-3/2, n=1, p=-1/2¢ 7.
m+1 m+1 x+1)-2
=—1/2¢7Z,dar p+ € 7 si se face substitutia Q=t2.
n n x+1
5 1+¢
Rezultd x = . si, In urma efectudrii calculelor, obtinem /, =1, deci / =2.
t
|§| Sa se calculeze:

+0 +o0
a) J. sinxdx; b) J. arctg xdx.
— —
Indicatie de rezolvare:
+00
a) Functia Sin( . ) este o functie impara, deci I sinxdx =0;
—o0

b) 0.
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6. Test de autoevaluare

Sa se arate ca:

n/2 /2 ) Y
i) I,,= j sin®” xdx = I Cosznxdx:'[ du — :(2n 1”)E’
0 0 (1+M2) (27/1) 2

0
/2 /2 0 d
ii) 7,,,,= j sin®"* xdx = I cos2”+1xdx:j 4 =
2 n+3/2
0 0 0(1+u )
B (2n)!! 1
(2n-1)1 (2n+1)’
n—o n—o
o (2n)! 1 T N
iv) lim . =— (formula lui Wallis).
n—>o0 (2n—1)!! 2n+1 2
Indicatie de rezolvare:
/2 /2 /2
i I, = J.sin2”xdx: J. cosznig—xjdxz J.cosznxdx;
0 0
n/2 n/2 n/2
I, = J sin®" xdx = I sinzn_lx-sinxdx:—j sin®"~' x-(cosx) dx =...etc.
0 0 0
. 2n—-1 2n—1)!!
In final se obtine /,, =n—-]2n_2 =...=g-lo si cum [ =E, rezultd ca
2n (2n)! 2
; (2n-1)0
O (2n)r 2

ii) se demonstreaza similar cu punctul 1);

i) d 0<l, <l <—2X" It
eoarece il <1p, <—F——,rezulta
! " 20 +1

n—»0 n—»0
(204D n_ (2m)4 (20D &
(2n+2)1 27 (2n+1)11" (2n)!

iv) din inegalitatile
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2n+1 TE< | (ZH)!! 2SE,
m+2 2 2n+1 (2n—1)!! 2

iar prin trecere la limita obtinem formula lui Wallis.
Sa se determine aria regiunii plane care se afla in primul cadran, este

marginita de axa ox si:
a) axa oy si curba de ecuatie y(x2 + 4) =8;
b) dreapta x =3 si curba de ecuatie yx2 =1+4y.

Indicatie de rezolvare:

a) A= [|f(x)dr=...=2m;
0
b) A:%-lnS

o0

5 xdx C < :
Sa se calculeze I 1 > , 00# kT si apoi sa se deducd valorile
x —2x“cos2a+1

integralelor'
de
i) J ; ii) I ; iii) j —_—
xt+1 —x*+1 A+
Indlca,tle de rezolvare. Se descompune fracpa de sub integrald in fractii simple:
X Ax+ B Cx+D _
y 7 =— +— . Se obtine:
x —2x"cos2a+1 x"—2xcosa+1 x“+2xcoso +1
J‘ x° dr 1 [ J‘ xdx J‘ xdx }
x* —2x%cos2a +1 4coso | x? —2xcoso+1 < x?+2xcosa+1]

2. . . s
Dar x> —2xcoso+1= (x —CoSs OL) +sin’a si cu schimbarea de variabila
: o 2. .
X =cosa +#sina si similar pentru x? +2xcosa+1= (x + cos oc) +sin’a , obtinem:

wj +lln(x2 —2xcoso +1).
sina

I xdx =ctga - (arctg
x> —2xcoso+1

J‘ xdx MJ+lln(x2+2xcosoc+l).

=—ctgo | arctg—
sima

x> +2xcoso+1

x* —2x%cos20.+1 2sina

Valorile celor trei integrale se obtin dand valori convenabile parametrului « .

, K x2dx T
Deci I
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LECTIA 8 - INTEGRALE CU PARAMETRI

1. Integrale cu parametri pe intervale compacte

Fie functia f : [a,b] X [c,d] — R integrabila in raport cu x pe [a,b] pentru orice
parametru ¢ € [C,d ]
b
Integrala J(t) = jf(x,t)dx este functie de parametrul 7 € [C,d] si se numeste

a
integrald cu parametru.

Teorema 7.1.1. Daca functia f : [a,b] X [c,d ] — R este continud pe domeniul de
b
definitie, atunci integrala J I f x,t dx este o functie continud pe [c d ]

a

Teorema 7.1.2. Daca functia f : [a,b] X [c,d ] — R este continud pe domeniul de
definitie si functiile u,v: [c,d ] — [a,b] sunt continue pe domeniul lor de definitie, atunci
v(1)
integrala J J. f x,t )dx este o functie continud pe [C d ]
u(t)
3 ) of .
Teorema 7.1.3. Dacd functiile f, at[a,b]x [c,d] —> R sunt continue pe

b
domeniul de definitie, atunci integrala J (t) = J f (x,t) dx este o functie derivabild in raport

b
cu parametrul te[c,d] si se verifica: d—J: d jf dx j%

Teorema 7.1.4. Daci functiile f, %:[a,b]x[c,d]—)R sunt continue pe
t

domeniul de definitie si functiile u,v:[c,d ] —)[a,b] sunt derivabile pe [C,d ], atunci
v(?)
integrala J (t) = I f (x,t)dx este o functie derivabild in raport cu parametrul ¢ € [C,d ] si

u(t)

v(t)
e verificz:./ (1) = | %(x,t)dxﬂ/(t)- F((e)0) = (1) £ ((1).1).
u(1)
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Teorema 7.1.5. Fie functia f : [a,b] X [C,d] — R continud pe domeniul de

b| d d| b
definitie. Atunci I[ f(x,l‘)dt]dx— jl:_[f(x,t)dx]dt.

apLc cpLa

2. Integrale improprii cu parametri

Fie functia f: [a,b) X [c,d ] —> R (b finit sau infinit), astfel incat integrala
b
J(t) = jf(x,t)dx este convergentd pentru (V) te [c,d].

a

b
Definitia 7.2.1. Integrala J(t)sz(x,t)dx, unde f:[a,b)x[c,d] >R,
converge uniform in raport cu te[c,d], daca pentru (V) e>0, (3) bo(s)e(a,b),

astfel incat pentru (V) ue (bo(s),b) , sd avem <eg, (V) te [c,d] .

Tf(x,t)dx—](t)

Criteriul lui Cauchy de convergenta uniforma.
b
Integrala J(l‘) = If(x,t)dx, unde f: [a,b) X [C,d] —> R converge uniform in
a
raport cu f € [c,d], daca si numai dacd pentru (V) e>0, (3) bo (8) € (a,b), astfel incat

pentru (V) x',x"e (bo(s),b) , sd avem <Eg, (V) te [C,d].

)jf(x,t)dx

Observatie. Fie a =by <b <...<b, <...<Db un sir crescator cu lim b, =b. Cu
k—o0

ajutorul sirului considerat putem construi seria de functii:
bk+1

bl b2 0
[ 7e)aces [ £(xn)ders =D u (1), wde w(r)= | f(xr)dr.
by by k=0 by
b
Teorema 7.2.2. Daci integrala J(t) =If(x,t)dx, unde f:[a,b)x [c,d] - R

a

o0
este uniform convergentd in raport cu f € [c,d ], atunci seria de functii Zuk (t), unde
k=0
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Uy (t)z J. f (x t)dx este uniform convergentd pe [C d] si are loc egalitatea
by
bk+1
I xt dx Z I xt
k=0 by

Teorema 7.2.3. Fie functia f:[a,b)X[C,d]—ﬂR continud. Daca integrala
b

J(t) = Jf(x,t)dx este uniform convergentd in raport cu f € [c,d], atunci functia J(t)
a

este continua pe intervalul [C, d ] .

Teorema 7.2.4. Fie functia f : [a,b) X [c,d] — R continui. Daci:
i) 5_ existd si este continud pe [a,b) X [c,d] ;
t
b

ii) integrala J (l‘ ) = I f (x,t )dx este convergenti;

a
b

0
iii) integrala J.al(x,t ) dx este uniform convergenti in raport cu t € [C, d ] ,
t

a

atunci functia J este derivabild pe [c d ] si are loc egalitatea: J iar

Q'—.@

J': [C, d ] — R este o functie continud pe domeniul siu de definitie.
Teorema 7.2.5. Fie f : [a,b) X [C,d] — R cu proprietatile:

i) [ este continua;
b

ii) integrala I f (x,t)dx este uniform convergenti in raport cu parametrul

a

te [C,d]. Atunci:

b| d
a) integralaj J. f (x,t)dt dx este convergenti;
b|d o d| b
b) J If(x,t)dt dxzj jf(x,t)dx de.

Teorema 7.2.6. Fie functia f : [a,b) X [C, d ) — R cu proprietitile:

i) f este continua;
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b
ii) integrala I f (x,t)dx este uniform convergentd in raport cu parametrul

a
te[c,v], (V) ve[c,d);
d
iii) integrala I f (x,t )dt este uniform convergentd in raport cu parametrul

c

X€ [a,u], (‘v’) ue [u,b);

d{ b
iv) integrala jl: ‘f(x,t)

C

b|d
dx] d¢ sau I[ﬂf(x,l) dl‘]dx este convergenta.

a

o T

a c

cpLa

dx]dt.

b|d
Atunci Jl: ‘f(x,l‘)

alc

Teorema 7.2.7 (Criteriul lui Weierstrass). Fie f : [a,b) X [C,d ] — R. Daca:

i) jf(x,t)dx exista pentru (V) u e[a,b) si (V) te [C,d];

ii) existi o functie g :[a,b) —> R, astfel 1incat ‘f(x,t) < g(x),
(V) xe[a,b), (V) te[c,d];
b
iii) integrala j g(x)dx este convergenta,

a
b

atunci integrala I f (x,t) dx este uniform convergenta in raport cu f € [c, d ] .
a
Teorema 7.2.8 (Criteriul lui Abel). Fie functiile f,g: [a,b) X [c,d] —> R cu
proprietatile:
i) f este continua;
ii) g( -,t) : [a,b) — R este monotona pentru orice f € [c,d];
iii) existda M > 0, astfel incat

]l‘f(x,t)dx <M, (V) ue[a,b), (V) te[c,d];

iv) exista li}n g(x,t) =0 si este uniforma in raport cu ¢ € [C,d].
x/b

b
Atunci integrala J. f (x,t)- g(x,t)dx este uniform convergentd in raport cu

a

parametrul ¢ € [c, d ]
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Teorema 7.2.9 (Criteriul lui Leibniz)
Fie functiile f, g: [a,b) X [c,d] — R cu proprietatile:
i) [ este continua;
ii) g( -,t) : [a,b) — R este monoton pentru orice ¢ € [C,d];
b
iii) integrala I f (x,t)dx este uniform convergentd in raport cu parametrul
a
telc,d];
iv) existai M > 0, astfel incat ‘g(x,l‘)‘ <M, (V) X€E [a,b), (V) te [C,d].
b
Atunci integrala j f (x,t ) . g(x,t )dx este uniform convergentd in raport cu
a
parametrul ¢ € [c,d ]
Observatie. Criteriile lui Abel si Leibniz se pot extinde prin inlocuirea intervalului

[C,d ] cu o multime arbitrard 4 < IR .7.3 Integrale Euleriene

3. Integrala lui Euler de speta a doua
o0
Aceasta este definitd pentru p > 0, prin F(p) = pr_l e " dx.
0

Pentru a studia convergenta integralei F( p) , se considera descompunerea de forma

1 00
F(p):jxp_l-e_xdx+jxp_l-e_xdx.
0 1

a+p-1

1 - . -1 - . _
Pentru J.xp le *dx, se considera lim x* -x”7 -e”* =lim x e " <+,

2 N\0 2 \0
0

1
pentru 1> o >1— p, deci pentru p > 0. Rezultd convergenta integralei pr e dx.
0
0 n
. p—] —X . . . X X
Pentru integrala | x”  -e ~ dx, se va tine seama de inegalitatea € >—', sau
n.
1

_x n! N n!
¢ * <—,deunderezulta ca x" " -€ —

x x"P

Pentru n > p, folosind primul criteriu de comparatie avem:

n+l-p xn+l—p

o0 o0 0 o0
p-1 —x n! , n! 1
x0T e Tdy < | —7—dx sicum | —=—dx=n!|———dx
1 X 3 X 1

142



o0
este convergenta pentru 7 > p , rezultd si convergenta integralei jxp e dx.

1
Am obtinut astfel convergenta integralei F( p).

Integrand prin parti,
pr_l —-X :l I . _xdx:
0 p 0
R T
=—-x"-e —-Ix e tdx=—-T(p+1),
p O Py p

obtinem proprietatea F( p+ 1) =p-T p)

Aceasta conduce la

F(p+n):(p+n—l)-(p+n—2)-...-(p+1)-p-r(p).
Pentru p =1, avem F(1)=Ie_xdx=1,de unde rezultd ci F(n—i—l):
0

4. Integrala lui Euler de prima speta

Aceasta este definita prin B(p,q) = [ xP! -(1 — X)q_l dx, p, ¢>0.

O ey —

. - -1 .
Pentru p>1, g >1, functia f (x) = xP! -(1 - x)q este continud pe compactul
[0,1], deci integrala are sens.

Pentru p <1 sau g <1, se studiaza convergenta integralei B ( )2 q).

1 q-1
I-x
Dacd p <1, integrala J. %dx este convergentd pentru 1— p <1, deci
, X
pentru p > 0.
1 -1
. X .
Dacd g <1, integrala I - dx este convergentd pentru 1 — g <1, deci pentru

o (1-x)
g > 0. Am obtinut astfel convergenta integralei B ( p,q) :
Proprietati si relatii de legatura:
1) B(p,q) :B(q,p), (‘v’) p, q>0.

2) Intre cele doui integrale ale lui Euler se verificdi relatia

B(p,q)zw, (‘v’) p,q>0.

T(p+q)
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3) I(p)-T(1-p)= Sin“pn, (V) pe(0,1).

Exemple:
p>0. Ficand schimbarea de variabili x? =y,

1) Fie integrala Iz.[e
1

1
1, 1 S 1 (1
rezulti dx =—- y? dy, de unde rezulta: / =—- I P dyz—-r(—j.
P P P
1T
2) Pentru p=— avem F( jz‘[x 2.e " dx. Facand schimbarea de variabila
0

X =1", obtinem F( ) 2. j - dr.

0

Rezultd I dr = l (l)
2 2

L CLERRAS

11
In acelasi timp, B| —,— |=
22 F(l) 2
2 1 1
1 _ - dx
Astfel LF(—)) =Ix 172 (1— ) 1/2dx=J.—. Pentru  calculul
0 0 x(l—x
1
int lei I dx se face schimbarea de wvariabila x sinzt deci
integra EEhet— _ ’
0 1/x(l — x)
dx =2sinz-costdt.
1 /2
2sint-costdt 1
=T si deci F(Ej:\/;

Rezultécéj =J.
0\/X(1—X) 0 Jsin?¢-cos1

Am obtinut J.
) 2

dx=— numité integrala Euler-Poisson.
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5. Probleme rezolvate

Sa se calculeze integralele:
/2

a) J(a)= I ln(ocz—sinzx)dx, o>1;
0
n/2

b) J(o.B)= j 1n(0c2 -sin? x + B% - cos? x)dx.
0

Indicatie de rezolvare:

a) fie functia

f: [O,g} x(L+o) >R, f(x,a)= 1n(0c2 —sin® x) continui
20

si  exista —(x,oc):— continudi pentru o >1; rezultdi ca existd
0 2 2
o o~ —sm-x

dx
J'(OL)Z Jgi(x,a)dx=2a- J‘ﬁ si se face schimbarea de variabild

o 0oc—sinx

tgx =1, x =arctgt, dx =——; obtinem
I+1¢

o0 2 @
J'(oc):ZOL J‘ dr 2 o —1 T

arctg——| = —
o+t ( 1) \/az—l o 0 Va2 -1
si rezultd ca J -In (OL +Vo? 1) + C, unde C este constanta de integrare;

/2

C=J( —T- 1n(0c+ 1) jln o’ —sin x)dx - ln(a+\/a2—1):

0

n/2
= J' lnocz-(l—sm ad dx —m - ln oc+\/(x2—1):
0

/2 /2
=2- I Inodx + J.l (1 sin x} —ﬂ:-ln(og+\/a2—1):

0

=n-lno—m- 1n(0c+\/oc - )
n/2 1 -2
deoarece J‘ln(lsm x] rezultd din ln(l——2j ln[lsmzx)ﬁlnl;

(04 (04
0

obtinem C=m-lnou—7m-In{o + o — )sideci
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J(oc):n-ln(oc+\/oc2—1)+n-lna—n-ln(a+\/a2—1):7c-1noc;

b) fie functia f(x,OL,B) = ln(OL2 -sin x +p* - cos? x) continua pe domeniul sdu

de definitie.

. 2 2
i(xaﬁ)_ 200-sin” x ig(xocﬁ)— 2B-cos” x
PRS0 A RSN B R BN PR Skt AN B BN B
a o~ -sin“ x+ B -cos” x B a” -sin”“ x+ B~ -cos” x
sunt continue. Rezultd ca exista
n/2 /2 .
oJ of dr 20 -sin® x &
a——jﬁ—(’waﬁ) —I T 7 a2
o g oo , O -sin x+p"-cos”x
T
pentru calculul careia se face schimbarea de variabila tgx =7 . Obtinem astfel — = .
oo o+
- . _oJ T
Similar obtinem cad — = .
o+p

Astfel avem J (OL,B) =T ln(oc + B) + (p(B) . Derivand ultima relatie obtinutd in

raport cu variabila [}, rezulta Z_‘é:atﬁdl_(P’(B):aL-l-B’ deci (p'(B)zo, iar

(p(B) = (. Pentru determinarea constantei C se considera J (1,1) =n-In2+C=0, de

unde C=—-m-In2.
Rezulta astfel J(OL,B) =Tc-ln(oc + B) —n-In2.

Din calculul integralei
/2
dx
Flab)= [ 5——5———5— a0, b=0,
, @ -cos X+b"-sin“x
/2 dx

sd se deduci valoarea integralei G(a ,b) = 5
0 (a2 .cos® x + b - sin’ x)

Indicatie de rezolvare:

: . 1 .

Fie functia f (x,a,b) = > > 5 » care este continua in raport cu
a”-cos"x+b"-sin“ x
ansamblul variabilelor.

of —2a-cos® x of —2b-sin® x ,
5_ = 7 SL = 2 continue.
a (a2 (a2 .cos> x +b? -sin’ x)

.cos” x +b? -sin? x)
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n/2

o _ —2a-cos” x
Rezultd existenta pentru integralele

2dx si
oa 0 (az-coszx+b2-sin2x)
oF s —2b-sin’x
—= 2dx.
ob 0 (az-c0s2x+b2-sin2x)
Se observacaL 5—F(a b)+L-6—F(a,b) —G(a,b),deci
2a Oa 2b 0b
1 OF 1 OF
Gla,bp)=—-—(a,b)——-—/(a,b
( ) a 8a( ) 2b 8[)( )
] n/2 dx ) .
Se calculeazd F (a,b)z j 7 5 55 > facand schimbarea de
, @ -cos xX+b”-sin” x
T
iabild tgx =1 si obti F(a,b)= :
variabila tg si obtinem ( ) Y
5 T 1 1
Rezultd G(a,b)z—- +—.
dab \ 42  p?

Bl

Sa se studieze convergenta uniforma a urmadtoarelor integrale improprii cu
parametri:

a) F Ie sm tx dx telR;

0
° COS f
b) F(t j x)dr R:
o1+ x°
t sin
c) F(oc)zj. (o0 )dx a>0;
X
0
Indicatie de rezolvare:

a) |f(x0)=|e " sin(ex)| <e™, (V) xe[0,40), (V) reR;

se considerd functia g : [O, +OO) ->R,, g(x) =e

X . . o . .
; din convergenta integralei improprii
o0

J.e_xdx si din ‘ f (x,t)‘ﬁ g(x), (V) X, 1, rezultd convergenta uniforma a integralei
0

J.e_x-sin(tx)dx;
0

b) uniform convergenti;
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0

¢) fie integrala ](OL,B)ZI P Sm(ax)dx o, >0 i fie functia

0
g sin(owx) o o o

f (x,(x,B)z . continud In raport cu ansamblul variabilelor, iar integrala
0 .
Ie_ﬁx-@dx, o, B>0 este convergenti; %ZC_BX-COS(OLX) este continua si
0

0 _
integrala J. aidx = Ie Pr. COS(OLx)dx este uniform convergenta in raport cu parametrul
o

0

e P

-COS(OLX)‘ <e P , iar integrala Ie—ﬁx dx este convergentd pentru
0

o >0, deoarece

orice B >0.

B

. Integrind in raport cu o,
o’ + B2

[ _
Astfel, exista s— = J.e Bx-cos(ocx)dx =
(0

obtinem /(aL,B)= arctg% +C,unde C =0, deci I(a,p)= arctg%.

In acelasi timp, integrala [ (OL,B) este uniform convergentd in raport cu >0 si

sin
lim 7 (a,B) = J. (o0 )dx F(a),deci F(o)= lim arctggzﬁ;
B—0 R B—0 B 2
E| Sa se calculeze urmatoarele integrale Euler:
a) [ 2 -e_"x2 dx, a>0;b) J.xm-e_xn dx, m, neN;
0
1 1
o | x?-In" xdx, neN; d) j\/x—xzdx;
0
1
e) 1 x
'o
N, dx
g) a’—x*dx, a>0:; h)j ——neN, m>0;

o N1—x"

dx, a, b>0, p>—1.

b 1

I)I a+b
X-I—p

Indicatie de rezolvare:
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2 . 1 .
a) se face substitutia ax” =1, de unde rezultd ca dx = ﬁdt , iar integrala

2\a At
T 1 1
devine [ = e V24 = —-F n+—|;
n+1/2 n+1/2 2
2a
0
1
b) se face substitutia x" =f, deci dx=—-¢" df; integrala devine
n
) m+l1
1 P 1 m+1
I=— J.ett" dt——-F( )
n n n
0
L. — . —t . . n n!
¢) se face substitutia x =€, deci dx =—e " df si obtinem [Z(—l) —

1 1
d) j x—xzdxzjxl/z-(l—x)l/zdx:B(; ;j
0 0

B T T2,
sin 4
4
a
) o
h) se face substitutia x”' =¢ si obtinem
1 1
~ 1 1
=L tm -(l—t)ndl‘Zl-B(i,l—lj;
m m m n
0
x(1+p) B(a,b)

si se gaseste [ = .
X+p pb(p+1)a

1)  se face substitutia £ =
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6. Test de autoevaluare

Sa se calculeze urmatoarele integrale cu parametri:
1 b a
X —X
a) I(a.b)= dv, a, b>0;
Inx

b) I(a)= I%(jx))dx, >0

0 [(G,B):J‘arctg((xx)-arctg(ﬁx)dx’ o B>0.

2
0 X
Sa se deduca egalitatile:
0
2tdx s
a) =— t>0;

2 27
0(x2+t2) 2t

t |
w0 arctg — —arctg —

b) X Xdx=""lnz, t>0:
J X 2
0
- t
o [l v Lin(i42).
J X 2
0
E| Sa se calculeze urmatoarele integrale Euler:
; dx
a) J' ,a,b>0;
O
0
d) J. X" dx m, n>0.
01+x
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7. TEMA DE CONTROL

Fie f:[—l,l]—)R, f(x)zarcsinx si

arcsin x

g:(—l,l) —> R, g(x) :ﬁ.

a) Sai se dezvolte in serie de puteri ale lui x functia f* si sd se precizeze multimea pe
care are loc dezvoltarea.

1 .
< . . . arcsin x .
b) Si se studieze natura integralei [ = —2dx si apoi sa se calculeze valoarea sa.

¢) Utilizdnd rezultatele obtinute, si se deducd sumele seriilor numerice

I L
2751 -

t
L 4 0 0
e—1 1
i g(1)= dr =
! t ; ;n(n+1)-...-(n+k)

E| a) Fie functia f: R? > R, definita prin
%, pentru (x,y)=(0,0);
f ( X, y) =<Xx"+y
0, pentru (x,y)=(0,0).
Sa se studieze continuitatea, existenta derivatelor partiale si diferentiabilitatea functiei
fin (0,0) .
/2 n
b) Sia se calculeze [, = j {f(siné,cos%j} dt, pentru n=2k,

0
n=2k+1.

¢) Sa se arate ca gsirul de functii g,:R—>R definite prin
1
g, (x) =—-f (xz,n) este uniform convergent pe R catre o functie continud g : R —> R
2n
si sd se calculeze g(x) =lim g, (x) :
n—>o
E| Se considera functia F': [—1,1] X [—1,1] — R continui in raport cu ansamblul

variabilelor, = cu  proprietatea  cid  existd o, B, ke R*,  astfel  1incat
OL-F(M,V) + B-F(v,u) =k, (V) u,ve [—1,1] .
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/2
a) Sase calculeze [ = I F(Sinx,cosx)dx.
0

u® +2uv+2

b) Sa se determine o, B, k € R’ pentru cazul particular F(u,v) =
S+4uv

unde u,v:[O,g} —[-L1], u(x)=sinx, v(x)=cosx.

Utilizand rezultatele obtinute anterior, sa se calculeze valoarea integralei
/2

g J' sin® x + sin 2x + 2
5+ 2sin2x
o0
(i) Sa se calculeze I 3 )
x” +1
0
o0
(ii) Si se determine A € R astfel incit integrala J.Z— sa fie
X —x+A
0
convergenta;
1
(iii) Fie 1, :jxk ‘In" xdx, unde k, neN, (I, =1).
0
a) Sasearateca [, =TTl Ay, n 21,
b) Sa se arate, folosind integrarea termen cu termen a seriilor de functii ca
1 0 1
k-1
[xrax=3"(-1)" =
k
0 k=1
o n
< < < . . . n-1 X )
I§| a) Sa se gaseascd multimea din R pe care converge seria Z(—l) -— sl
n
n=1

sd se cerceteze convergenta uniforma pe [0,1] .

00 n
b) Sa se calculeze S (x)=Z(—1)n_l X pentru x in multimea de
n

n=1
convergenta.

w ([ n—1 ) 0 _ n—1
¢) Folosind Z% = Tc—, sa se calculeze ZLz
n=1 12 nzln(n+1)
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d) Sa se demonstreze convergenta si sd se calculeze integrala
1

I = jlnx . 1n(1 + x)dx folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiei ln(l + x) in jurul

0
lui zero.
o0 s o0 ¢
S ix COSIx
Fie integralele y(l‘)z.[—zdx si Z(l‘)ZJ.—zdx, unde
x(1+x ) 0(1+x )

te [0, +OO) . Sa se verifice aplicabilitatea teoremei de derivabilitate in raport cu parametrul z.

5
Si se calculeze integrala [ (OL) = J.e Y dx.
0
T
@ Din calculul integralei (t) = je_x -COS(tx)dx, sd se obtind valoarea
0
o0
. . —x2
integralei [ = J.e -COS(Tl:x)dx.
0
B K Cos(ax) T
Stiind ¢ J.—zdx =—-¢ "', sd se calculeze
I+x
0
o0
J’X Sll’l
0 1 + x
Sa dseasca latie int 'tlll.[dx
a se gaseascd o relatie 1intre integralele [/ =|-—7——
V1+x

dx
I, = J. ————, stabilind mai intai conditia pe care trebuie sd o indeplineascd n € R, astfel
VI—x"

ca I si I, si fie convergente.
1

Si se calculeze [ = J.ln(r(x))dx, unde I' (x) este functia lui Euler.
0
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