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UNITATEA DE ÎNVĂłARE Nr. 4 –  INTEGRALE CURBILINII, 
INTEGRALE MULTIPLE, INTEGRALE DE SUPRAFAłĂ, FORMULE 

INTEGRALE 

Obiective urmărite: 

1. Însuşirea noŃiunilor fundamentale şi a algoritmilor specifici de rezolvare a problemelor 
din domeniul calculului integral;  

2. Formarea şi dezvoltarea bazei matematice a studenŃilor pentru disciplinele fundamentale 
şi de specialitate din anii superiori; 

3. Formarea şi dezvoltarea deprinderilor şi aptitudinilor de analiză logică, formulare 
corectă şi argumentare fundamentată în soluŃionarea problemelor  de natură matematică 
şi de specialitate, precum şi formarea şi dezvoltarea unui raŃionament riguros şi a 
abilităŃilor de calcul rapid şi corect necesare pentru diferite aplicaŃii. 

4. Formarea şi dezvoltarea capacităŃilor de abstractizare, generalizare şi sinteză; 
5. Aplicarea analizei matematice in alte domenii ale stiintei si practicii. 

 

Rezumat: 

În această unitate de învăŃare sunt prezentate, pe parcursul a cinci lecŃii, principalele noŃiuni 
teoretice referitoare la integrala curbilinie de tipul I şi II, integrala dublă, integrala triplă, 
integrala de suprafaŃă de tipul I şi II, formulele integrale Green, Stockes, Gauss-Ostrogradski, 
precum şi algoritmii cei mai des întâlniŃi pentru rezolvarea problemelor specifice referitoare la 
tematica acestei unităŃi de învăŃare. 
 După parcurgerea celor cinci lecŃii din cuprinsul unităŃii de învăŃare studenŃii vor 
dobândi cunoştinŃele teoretice şi îşi vor forma deprinderile practice cu ajutorul cărora vor 
putea recunoaşte, înŃelege şi rezolva probleme specifice referitoare la tematica anunŃată 
anterior. 
Organizarea materialului este următoarea:  

� la începutul fiecărei lecŃii sunt prezentate pe scurt principalele rezultate teoretice, 
formule şi algoritmi de rezolvare pentru problemele specifice temei studiate;  

� urmează un număr semnificativ de probleme rezolvate, care acoperă întreaga gamă a 
noŃiunilor teoretice şi algoritmilor de rezolvare prezentaŃi anterior;  

� în finalul fiecărei lecŃii este propus un test de autoevaluare şi la sfârşitul unităŃii de 
învăŃare una sau două teme de control, problemele propuse fiind variate, ordonate 
după gradul lor de dificultate şi acoperind întreaga tematică studiată în unitatea de 
învăŃare respectivă. 
Materialul trebuie parcurs în ordinea sa firească prezentată în cuprinsul unităŃii de 

învăŃare, inclusiv în porŃiunea referitoare la aplicaŃii. Metoda de studiu va fi cea specifică 
disciplinelor matematice, cu utilizarea expresă a adnotărilor făcute cu creionul pe tot parcursul 
textului. Se recomandă întocmirea unui caiet de probleme. Pentru fiecare tip de exerciŃiu se 
recomandă identificarea algoritmului şi descompunerea acestuia în etape succesive. Se 
recomandă studierea soluŃiilor problemelor rezolvate şi rezolvarea completă a problemelor 
propuse în testele de autoevaluare şi în temele de control propuse. 
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Cuvinte cheie: 

- Drum, drum rectificabil, curbă, curbă rectificabilă, integrală curbilinie de primul tip, 
integrală curbilinie de al doilea tip, independenŃa de drum a integralei curbilinii de tipul doi; 
- Diviziune, sistem de puncte intermediare asociat unei diviziuni, sumă Riemann, sumă 
Darboux inferioară şi sumă Darboux superioară, mulŃime neglijabilă, funcŃie continuă aproape 
peste tot (continuă a.p.t.), domeniu simplu în raport cu o axă de coordonate, schimbarea de 
variabilă la integrala multiplă; 
- Pânză parametrizată, suprafaŃă parametrizată, formă diferenŃială, integrală de suprafaŃă de 
primul tip, suprafaŃă orientată, integrală de suprafaŃă de al doilea tip;  
- formă diferenŃială, diferenŃială exterioară, domeniu cu bord regulat, domeniu orientat, 
formulele Green, Stockes, Gauss-Ostrogradski, camp vectorial, rotor, divergenŃă, circulaŃie, 
flux. 

 

Timp de studiu: 

Timpul mediu necesar parcurgerii şi însuşirii noŃiunilor teoretice, algoritmilor practici de 
rezolvare a problemelor, formării deprinderilor practice de rezolvare şi dobândirii 
competenŃelor anunŃate este de aproximativ 2-3 ore de studiu pentru fiecare lecŃie, într-un ritm 
constant, pe toată durata semestrului. Se adaugă un timp mediu aproximativ egal pentru 
rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temelor de control. 

 

 

 

LECłIA 9 - INTEGRALA CURBILINIE 

 

1. NoŃiuni  teoretice 

DefiniŃia 5.1 

 (i) Fie [ ],I a b=  interval compact. O funcŃie continuă 3:d I → ℝ  se numeşte drum. 

 (ii) Se numeşte imaginea drumului mulŃimea  

( ) ( ) [ ]{ } ( ) ( ) ( )( ) [ ]{ }, , , , , ,I d d t t a b f t g t h t t a b= ∈ = ∈ . 

 (iii) Dacă ( ) ( )d a d b= , atunci drumul se numeşte închis. 

 (iv) Fie ( ) ( ) ( ) ( )( )3: ,  , ,d I d t f t g t h t→ =ℝ . 

 Drumul d se numeşte rectificabil dacă şi numai dacă funcŃiile , ,f g h  sunt cu variaŃie 

mărginită pe [ ],a b . 
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 Lungimea drumului d, dacă , ,f g h  au derivată integrabilă pe [ ],a b , este dată de 

relaŃia ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 d
b

a
d f t g t h t t′ ′ ′= + +∫ℓ . 

 (v) Două drumuri [ ] [ ]3 3: ,  şi : ,d a b → δ α β →ℝ ℝ  se numesc echivalente dacă 

există o funcŃie [ ] [ ]: , ,a bω → α β , astfel încât ( )aω = α ; ( )bω =β  

[ ] ( ) ( )( )şi , ,  t a b d t t∀ ∈ = δ ω� . 

 RelaŃia astfel definită este o relaŃie de echivalenŃă. 
 (vi) Se numeşte curbă o clasă de drumuri echivalente. Se numeşte curbă închisă o 
curbă ce conŃine un drum închis, se numeşte curbă rectificabilă o curbă ce conŃine un drum 
rectificabil, se numeşte lungimea curbei lungimea comună a drumurilor care alcătuiesc curba 
şi se numeşte imaginea curbei imaginea drumurilor care aparŃin curbei. 

DefiniŃia 5.2. Fie C o curbă rectificabilă în spaŃiu: 

[ ]
( )
( )
( )

[ ]3: , ,   ,

x f t

C a b C y g t t a b

z h t

=


→ = = ∈
 =

ℝ  

şi fie 3:F D ⊂ →ℝ ℝ . (D un domeniu ce conŃine imaginea curbei C) 

Fie ( )tℓ  lungimea curbei C. Dacă integrala Stieltjes. 

( ) ( ) ( )( ) ( ), , d
b

a
F f t g t h t t∫ ℓ  

există, atunci ea se notează ( ), , d
C

F x y z∫ ℓ  şi se numeşte integrala curbilinie de primul tip a 

funcŃiei F de-a lungul curbei C. 

ObservaŃia 5.3 

 (i) Dacă funcŃiile , ,f g h  sunt de clasa [ ]( )1 ,a bC  şi dacă F este continuă pe D, 

atunci: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , d , , d
b

a
C

F x y z F f t g t h t f t g t h t t′ ′ ′= + +∫ ∫ℓ . 

(ii) Considerând un fir material de grosime neglijabilă care este imaginea unei curbe C 

şi dacă ( ), ,x y zµ = µ  este densitatea în punctul ( ), ,x y z , atunci masa M şi coordonatele 

centrului de greutate G G G, ,x y z  sunt date de formulele: 

( ) ( )G
1

, , d ,   , , d
C C

M x y z x x x y z
M

= µ = µ∫ ∫ℓ ℓ , 

( ) ( )G
1 1

, , d ,   , , dG

C C

y y x y z z z x y z
M M

= µ = µ∫ ∫ℓ ℓ , 
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evident dacă integralele de mai sus există. 

DefiniŃia 5.4 

 (i) Fie ( ) ( ) ( )( ) [ ]{ }, , , ,C f t g t h t t a b= ∈  o curbă în spaŃiu; D un domeniu în 

spaŃiul euclidian 3
ℝ  care conŃine imaginea curbei C; 3, , :P Q R D →ℝ . 

 Dacă integralele Stieltjes 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

, , d ;

, , d ;

, , d ,

b

a

b

a

b

a

P f t g t h t f t

Q f t g t h t g t

R f t g t h t h t

∫

∫

∫

 

există atunci suma lor se notează 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , d
C

P x y z x Q x y z y R x y z z+ +∫  

şi se numeşte integrala curbilinie de tipul al doilea. 
 Dacă funcŃiile , ,P Q R  sunt continue şi curba C rectificabilă, atunci integrala 

curbilinie de tipul al doilea există. 
 (ii) Din punct de vedere mecanic integrala 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , d
C

P x y z x Q x y z y R x y z z+ +∫  

reprezintă lucrul mecanic al forŃei vectoriale 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
�� �

 

al cărei punct de aplicaŃie descrie curba C. 

ProprietăŃile 5.5 

 (i) Dacă 3; ; :P Q R D ⊂ →ℝ ℝ  sunt funcŃii continue pe D şi dacă funcŃiile 

[ ], , : ,f g h a b →ℝ  sunt funcŃii de clasă [ ]( )1 ,a bC , atunci integrala curbilinie de tipul al 

doilea există şi  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

, , d , , d , , d

, , , , , , d .

C

b

a

P x y z x Q x y z y R x y z z

P f t g t h t f t Q f t g t h t g t R f t g t h t h t t

+ + =

 ′ ′ ′= + ⋅ + ⋅ 

∫

∫
 

(ii) Fie C o curbă în spaŃiu, D un domeniu care include imaginea lui C şi  

1 1 1 2 2 2 1 2, , , , , : ,  P Q R P Q R D → λ λ ∈ℝ ℝ . 

Atunci, dacă există integralele 
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( ) ( ) ( ), , d , , d , , d ,  1,2,i i i

C

P x y z x Q x y z y R x y z z i+ + =∫  

are loc egalitatea 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2

1

, , d , , d , , d

, , d , , d , , d .

i i i i i i
i i iC

i i i i
i C

P x y z x Q x y z y R x y z z

P x y z x Q x y z y R x y z z

= = =

=

λ + λ + λ =

= λ + +

∑ ∑ ∑∫

∑ ∫
 

(ii) Fie 1 2,C C  două curbe juxtapozabile şi 1 2C C C= ∪ . 

Fie , , :P Q R D →ℝ , unde D este un domeniu ce conŃine imaginea curbei C. Atunci, 

dacă integralele există, are loc egalitatea: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

2

1

, , d , , d , , d

, , d , , d , , d .

i

C C C

i C

P x y z x Q x y z y R x y z z

P x y z x Q x y z y R x y z z

=

=

+ + =

= + +

∫

∑ ∫

∪

 

DefiniŃia 5.6 

 (i) Fie 3, , :P Q R D ⊂ →ℝ ℝ  funcŃii continue. Dacă există :F D →ℝ , 

diferenŃiabilă pe D astfel încât  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , , , d , , d , , d ,  , ,F x y z P x y z x Q x y z y R x y z z x y z D= + + ∀ ∈ , 

atunci spunem că expresia 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , dP x y z x Q x y z y R x y z z+ +  

este o diferenŃială totală pe D. 
 (ii) Spunem că integrala curbilinie nu depinde de drum dacă pentru orice curbe 

1 2 şi C C  având acelaşi punct iniŃial şi acelaşi punct final 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1

2

2 2 2

1 1 1

, ,

not

, ,

, , d , , d , , d

, , d , , d , , d

, , d , , d , , d ,

C

C

x y z

x y z

P x y z x Q x y z y R x y z z

P x y z x Q x y z y R x y z z

P x y z x Q x y z y R x y z z

+ + =

= + + =

+ +

∫

∫

∫

 

unde ( ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  şi , ,x y z x y z  sunt extremităŃile iniŃială şi finală ale curbei ,  1,2iC i = . 
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ProprietăŃile 5.7 

 (i) Fie 3, , :P Q R D ⊂ →ℝ ℝ  funcŃii continue. 

 CondiŃia necesară şi suficientă pentru ca integrala  

( ) ( ) ( ), , d , , d , , d
C

P x y z x Q x y z y R x y z z+ +∫  

să nu depindă de drum este ca expresia 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , dP x y z x Q x y z y R x y z z+ +  

să fie o diferenŃială totală pe D. 
 În aceste condiŃii o funcŃie F cu proprietatea  

( ) ( ) ( )d , , d , , d , , dF P x y z x Q x y z y R x y z z= + +  

este dată de relaŃia 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

0 0 0

, ,

, ,

, , , , d , , d , , d

x y z

x y z

F x y z P x y z x Q x y z y R x y z z= + +∫ , 

unde ( )0 0 0, ,x y z  este un punct fixat în D, iar ( ), ,x y z  este un punct oarecare 

în D. 
 (ii)  Integrala unei diferenŃiale exacte pe o curbă închisă este nulă. 
 (iii) Fie , , :P Q R D →ℝ  funcŃii continue ce admit derivate parŃiale după orice 

direcŃie. Atunci 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , dP x y z x Q x y z y R x y z z+ +  

este o diferenŃială exactă dacă şi numai dacă pentru orice ( ), ,x y z D∈  au loc egalităŃile 

;    şi  
P Q Q R R P

y x z y x z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 

 
2. Probleme rezolvate 

 
  1   Să se arate că următoarele drumuri au aceeaşi imagine. Sunt drumuri echivalente 
cu aceeaşi orientare? 

[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( )

2

2

: 0,2 ,   cos , sin ;

: 0,2 ,   cos , sin .

f f t a t b t

g g t a t b t

π → =

π → = −

ℝ

ℝ
 

Rezolvare. Dacă notăm cu cos  şi  sinx a t y b t= = , prin eliminarea lui t, rezultă 

imaginea drumului  f  ca fiind elipsa  

2 2

2
1 0

x y

a b
+ − = . 
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Analog, dacă notăm cu cos ,  sinx a t y b t= = − , rezultă că Im g  este aceeaşi elipsă. 

Prima parametrizare parcurge elipsa în sens trigonometric direct, iar a doua, în sens invers. 
Rezultă că f şi g nu sunt echivalente cu aceeaşi orientare. 

 
 2   Să  se  arate  că  următoarele  drumuri  sunt  echivalente  cu  aceeaşi orientare: 

[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( )

3

3

: 0,2 ,   cos , sin , ;

: 0,2 ,   cos2 , sin 2 , .

f f t a t a t b

g g t a t a t b

π → =

π → =

ℝ

ℝ
 

Rezolvare. Dacă notăm cu 

cos ,  sin ,    sau  cos2 ,  sin 2 ,  x a t y a t z b x a t y a t z b= = = = = = , 

obŃinem că imaginea în 3
ℝ a lui  f  şi g este cercul cu centrul pe axa Oz, de rază a situat în 

planul z b= . Observăm că aplicaŃia 

[ ] [ ] ( ): 0,2 0, ,  
2

t
tϕ π → π ϕ =  

este bijectivă, continuă, strict crescătoare, iar 

( ) ( )( ) [ ],  0,2f t g t t= ϕ ∈ π� . 

Rezultă că  f  şi g sunt echivalente cu aceeaşi orientare. 
 

 
  3   Să se calculeze lungimea cicloidei 

[ ]
sin ;

:  0,2
1 cos ,

x t t
t

y t

= −
γ ∈ π

= −
. 

Rezolvare. 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0

2 2

0 0

d d

        2 2cos d 2 sin d 8.
2

s x t y t t

t
t t t

π

γ

π π

′ ′λ = = + =      

= − = =

∫ ∫

∫ ∫

ℓ

 

 
 4   Să se calculeze lungimea cardioidei 

( )
( )

[ ]
2cos cos2 ;

:  0,2 ,  0
2sin sin 2 ,

x R t t
t R

y R t t

= −
γ ∈ π >

= −
. 

Rezolvare. 

( ) ( ) ( )
2 2 22 2

0
2sin 2cos2 2cos 2cos2 d 16R t t R t t t R

π
γ = − + + − =∫ℓ . 
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 5   Să se calculeze integrala curbilinie de primul tip dxy s
γ
∫ , unde 

[ ]
2cos ;

:  0,
cos ,

x t
t

y t

 =
γ ∈ π

=
. 

Rezolvare. 

3 2

0
d cos sin 4cos 1d 0xy s t t t t

π

γ

= + =∫ ∫ . 

 6   Să se calculeze 

( )2 2 dx y s
γ

−∫ , 

unde γ  are ca imagine mulŃimea 

( ){ }2 2 2, , , 0x y z x y a x y zΓ = + = + + = . 

Rezolvare. γ  are parametrizarea 

( )
[ ]

cos ;

: sin ;  0,2

sin cos ,

x a t

y a t t

z a t t

 =


γ = ∈ π
 = − +

 

( )

( ) ( )

2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

0

d

cos sin sin cos cos sin d 0.

x y s

a t a t a t a t a t t t

γ

π

− =

= − + + − =

∫

∫
 

 
 7   Să se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip: 

d dxy x y
γ

+∫ , 

unde 

[ ]
9cos ;

:  0,2
9sin ,

x t
t

y t

=
γ ∈ π

=
. 

Rezolvare. 

( )
232 2

00
0

sin
d d 81cos sin 9sin 9cos d 729 9sin 0.

3

t
xy x y t t t t t t

π
π π

γ

+ = − + = − + =  ∫ ∫  
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 8   Să se calculeze: 

( ) ( ) ( )2 2 22 d 2 d dI y xz x y x z y x y z
γ

= + + + + +∫ , 

unde 

[ ]
cos ;

: sin ;  0,2

,

x a t

y b t t

z ct

=


γ = ∈ π
 =

. 

Rezolvare. 

( )( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

0

2 2 2 2

2

sin 2 cos sin

  2 sin cos cos cos sin d

  2 .

I b t act t a t

b t a t ct b t a t b t c t

a c

π
= + − +


+ + ⋅ + + ⋅ =


= π

∫
 

 
 9   Să se calculeze: 

( ) ( )
( )

( )2, 1

1,1
1 d 1 dI x x x y y y

−

−
= + − +∫ , 

verificându-se că nu depinde de drumul care uneşte punctele ( ) ( )1,1  şi 2, 1− − . 

 Rezolvare. Fie ( ) ( ) ( ) ( ), 1  şi  , 1P x y x x Q x y y y= + = − + . 

 Avem 
P Q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
. Rezultă că integrala nu depinde de drumul care uneşte punctele 

( ) ( )1,1  şi 2, 1− − . Fie γ  drumul care uneşte cele două puncte: 

[ ]
3 1;

:  0,1
2 1,

x t
t

y t

= −
γ ∈

= − +
. 

Atunci: 

( ) ( )( )
1

0

31
9 3 1 2 2 1 2 2 d

6
I t t t t t= − + − + − + =  ∫ . 

 

 10   Să se determine funcŃia 2:U →ℝ ℝ , dacă 

( ) ( )2 2 2 2d 2 2 d 2 dU x xy y x x xy y y= + − + − − . 
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Rezolvare. Fie ( ) 2
0 0,x y ∈ℝ  

( ) ( ) ( )

( )

0 0

0 0
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0

3 2 2 3
2 2

0 0

2 2

, 2 2 d 2 d

             2
3 2 2 3

             4 ,
3

x y

x y

x x y y
x y

x y
x x y y

U x y t ty y t x xt t t

t t t t
y y t x t x

x y
x xy y C

= + − + − − =

= + − + − − =

−
= + + +

∫ ∫

 

unde C este o constantă reală. 
 
  11   Să se calculeze lucrul mecanic efectuat de forŃa  

( ) ( ), , 2 , 2 , 2F x y z x y z x y z x y z= + + + + + +  

când punctul ei de aplicaŃie descrie arcul  

� ( ) [ ]{ }, , cos , sin , ,  0,AB x y z x a t y a t z bt t= = = = ∈ π . 

 Rezolvare. Lucrul mecanic L  este 

( )
�

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

AB

0

2 d 2 d 2 d

    2 cos sin sin cos 2 sin cos

    cos sin 2 d 2 .

x y z x x y z y x z z z

a t a t bt a t a t a t bt a t

a t a t bt b t b b a

π

= + + + + + + + + =

= + + ⋅ − + + + +

+ + + ⋅ = π π −

∫

∫

L

 

 
 
Să se calculeze următoarele integrale curbilinii: 

 12   
( ) [ ]

2ln 1 ;
e d ,  dacă  0,1

2arctg 1,

x

C

x t
y C t

y t t

−
 = +

= ∈
= − +

∫ ℓ . 

 Rezolvare. 

( ) ( )

( )

2 2 21 ln 1

2 20

21

20

2 2
e d 2arctg 1 e 1 d

1 1

1 ln 2
               2arctg 1 1d .

4 4 21

tx

C

t
y t t t

t t

t t t
t

− +−    = − + ⋅ + − =   
+ +   

π π = − + ⋅ ⋅ = + − 
+  

∫ ∫

∫

ℓ
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 13    
( )
( )

[ ]
sin ;

d ,   dacă   0,2 ,  0
1 cos ,

C

x R t t
y C t R

y R t

= −
= ∈ π >

= −
∫ ℓ . 

 Rezolvare. 

( ) ( )

( )

( )

2 22 2 2

0

2 2

0

22 23/ 22 2 3

0 0

d 1 cos 1 cos sin d

         1 cos 2 2cos d

32
          2 1 cos d 4 sin d .

2 3

C

y R t R t R t t

R t t t

t R
R t t R t

π

π

π π

= − − + =

= − − =

= − = =

∫ ∫

∫

∫ ∫

ℓ

 

 

 14    ( )
cos ;

d ,  dacă   0, ,  , 0
sin , 2

C

x a t
x y C t a b

y b t

= π + = ∈ >  =  ∫ ℓ . 

 Rezolvare. 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 22
0

2 2 2 2 2 2 2 22 2
0 0

1 12 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

2 2

d cos sin sin cos d

cos sin d sin cos d

d d

arccos ln .
2 2

C

x y a t b t a b t

a t a b t b t b t a b a t t

a a b u b u b b a u a u

a b ab b b b a
b a

a ab a

π

π π

+ = + + =

= − + + + − =

= − + + − + =

 + + − = + +
 −  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ℓ

 

 

 15  [ ]
2

;
d ,  dacă  : 1,1

1 ,C

x t
xy C t

y t

 =
∈ −

= −
∫ ℓ . 

Rezolvare. 

20 2
21

21 0 12
20 1 0

d 1 1 d
1

           1 1 d d d 1.
1

C

t
xy t t t

t

t
t t t t t t t

t

−

−

= − − ⋅ + +
−

+ − + = − + =
−

∫ ∫

∫ ∫ ∫

ℓ
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 16    ( )
cos ;

d ,  dacă  : sin ;  0, ,  , 0
2

,C

x a t

x y z C y a t t a b

z bt

=
π  + + = ∈ >    =

∫ ℓ . 

 Rezolvare. 

( ) ( )

( )

2 2 2 2 22
0

2
2 2 2 22

0

d cos sin sin cos d

cos sin d 2 .
8

C

x y z a t a t bt a t a t b t

b
a b a t a t bt t a b a

π

π

+ + = + + ⋅ + + =

 π
= + + + = + +  

 

∫ ∫

∫

ℓ

 

 17    ( ) [ ]2 2

e cos ;

ln d ,  dacă  : e sin ;  0,1

e ,

t

t

tC

x t

x y z C y t t

z

 =


+ = ∈


=

∫ ℓ . 

( )
31 12 2 2 3

0 0

2e 1
ln d e e 3 d 3 e d 3

9
t t t

C

x y z t t t t
+

+ = ⋅ = =∫ ∫ ∫ℓ  

( ) ( )2 22 2 2d e cos sin e sin cos e d e 3 dt t t tt t t t t t= − + + + =ℓ . 

 
 18  Să  se  calculeze  masa  firului  material care este imaginea drumului 

[ ]2

;

: 0,1
,

2

x t

C tt
y

=


∈
=

  şi are densitatea liniară ( ), 1x y xρ = + . 

Rezolvare. 

( ) ( )

( )

1 2

0

1 12 2

0 0

1 d 1 1 d

1 7 2 2
    1 d 1 d ln 1 2 .

2 6

C

M x t t t

t t t t t

= + = + ⋅ + =

−
= + + + = + +

∫ ∫

∫ ∫

ℓ

 

 
 19  Să se calculeze masa firului material care este imaginea drumului 

[ ]

5

4

3

4 ;

: 15 ; 1,1

2 ,

x t

C y t t

z t

 =


= ∈ −


=

  şi are densitatea liniară ( ), ,
2

z
x y zρ = . 

Rezolvare. 
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( ) ( ) ( )

( )

1 2 2 23 4 3 2

1

1 13 8 6 4 3 8 6 4

1 0

1 15 4 2 5 2

0 0

d 20 4 15 6 d
2

     400 240 36 d 2 400 240 36 d

     4 100 60 9 d 4 10 3 d 5 2 7.

C

z
M t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t

−

−

= = ⋅ + ⋅ + =

= ⋅ + + = + + =

= + + = + = + =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ℓ

 

20    2 2 cos ;
d d ,   dacă  :  0,

sin . 2
C

x t
y x x y C t

y t

= π − ∈  =  ∫ . 

 Rezolvare. 

( )( )

( )

2 2 2 22
0

3 32
0

d d sin sin cos cos d

4
                       sin cos d .

3

C

y x x y t t t t t

t t t

π

π

− = − − =

= − + = −

∫ ∫

∫

 

 21    
( ) [ ]

2ln 1 ;
e d e d ,   dacă  : 1,1

2arctg ,

x x

C

x t
y x x y C t

y t t

 = +
+ ∈ −

= −
∫ . 

 Rezolvare. 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 2 2
21

1 2 2 2

-1

2
e d e d 2arctg 1 ln 1 1 1 d

1

                            2arctg 1 ln 1 2ln 1 d

92 30 12ln 2
                            .

9

x x

C

y x x y t t t t t
t

t t t t t t

−

  + = − ⋅ + + + − =  +  

 = − + + + − + =
 
− π −

=

∫ ∫

∫  

 22    ( ) ( ) [ ]2 2 2 2 ;
d d ,   dacă  : 0,1

1 ,C

x t
x y x x y y C t

y t

 =
+ − − ∈

= −
∫ . 

Rezolvare. 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

1 1

0 0

d d

1 1 1 1 4
1 1 d d .

32 2 1 2 2 1

C

x y x x y y

t t t t t t
t t t t

+ − − =

   
= + − ⋅ + − + ⋅ = − =  − −   

∫

∫ ∫
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 23  Să se calculeze integrala 

2 2

d d

9 4 4
C

y x x y

x y y

−

+ +∫ , 

unde C este curba simplă, închisă şi orientată pozitiv care are drept imagine în plan elipsa 
2 2

1
4 9

x y
+ =  şi ambele extremităŃi în punctul ( )2,0 . 

 Rezolvare. O parametrizare a curbei C poate fi 

[ ]
2cos ;

:      0,2
3sin ,

x
C

y

= θ
θ∈ π

= θ
. 

( ) ( )

2 2

2

2 20

2 2

0 0

d d

9 4 4

3sin 2sin 2cos 3cos
d

36 12sin36cos 36sin 12sin

6 1
d d .

36 12sin 6 2sin 2 2

C

y x x y

x y y

π

π π

−
=

+ +

θ ⋅ − θ θ θ 
= − θ = + θθ + θ + θ 

− − π
= θ = θ = −

+ θ + θ

∫

∫

∫ ∫

 

24  Să se calculeze integrala 

2 2 2d d d
C

y x z y x z+ +∫ , 

dacă C este curba lui Viviani obŃinută prin intersecŃia suprafeŃelor 

2 2 2 2 2 2  şi  0x y z a x y ax+ + = + − = , 0,  0a z> > . 

 Rezolvare. O parametrizare a curbei C se obŃine folosind coordonatele cilindrice 
cos ,  sin ,  x y z z= ρ θ = ρ θ = . Parametrizarea cilindrului impune 

2 cos 0 cosa aρ − ρ θ = ⇒ρ = θ . 
 Curba fiind pe sferă vom obŃine 

2 4 2 2 2 2 2cos cos sina a z aθ+ θ θ+ = , 

de unde rezultă sinz a= θ . 
 În aceste condiŃii: 

3 3
2 2 2 3 5 22

2

sin 2 3
d d d cos sin cos2 d

4 4
C

a
y x z y x z a

π

π
−

 − θ π
+ + = θ + θ θ + θ = −  

 
∫ ∫ . 

Să se calculeze următoarele integrale verificând independenŃa lor de drum: 

 25   
( )

( )2,0 2

0,2
e d 2 e dx xy x y y+∫ . 
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Rezolvare. 

( )
( )

2, e ;

, 2 e .

x

x

P x y y

Q x y y

=

=
 

Deoarece 
P Q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
, rezultă că d dP x Q y+  este o diferenŃială exactă. Considerăm 

drumul cu parametrizarea 

[ ]
;

0,2
2 ,

x t
t

y t

=
∈

= −
 

şi integrala devine 

( ) ( ) ( )2 22 2

0 0
2 e 2 2 e d 2 e d 4t t tt t t t t t− − − = − = −∫ ∫ . 

 26Să se determine o funcŃie 3:F →ℝ ℝ  astfel încât dF = ω  dacă  

( ) ( )2 d 2 d 2 dy y z x x y z y xy zω= + + + + . 

 Rezolvare. Fie  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 2 ,  , , 2 ,  , , 2P x y z y y z Q x y z x y z R x y z xy= + = + =  

2 2 ,   2 ,   2
P Q Q R R P

y z x y
y x z y x z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

3, , :P Q R →ℝ ℝ  de clasă ( )1 3
ℝC . 

 Rezultă că expresia d d dP x Q y R z+ +  este diferenŃială totală exactă: 

( ) ( )2 22 , , 2 ,

2 2 ;   2 2 2 2 0

F
y yz F x y z xy xyz g y z

x
F g g

xy xz xy xz xy xz
y y y

∂
= + ⇒ = + +

∂
∂ ∂ ∂

= + + = + + ⇒ =
∂ ∂ ∂

 

( ) ( )2, , 2F x y z xy xyz h z⇒ = + +  

( ) ( )2 ;   2 2 0
F

xy xy xy h z h z
z

∂
′ ′= = + ⇒ =

∂
. 

 Deci, funcŃia 3:F →ℝ ℝ  căutată va fi ( ) 2, , 2F x y z xy xyz= + +C . 
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3.  TEST DE AUTOEVALUARE 

 

 1. Să se arate că drumul [ ] 2: 0,1γ →ℝ  este rectificabil 

( )
( ]

( )

2 2sin , ,  0,1 ;

0,0 ,  0.

t t t
tt

t

 π  ∈ 
γ =  

 =

 

Răspuns. ( ) ( )2 2
x t y t′ ′+        este mărginită. 

 2. Să se afle lungimea elipsei de semiaxe , ,  a b a b> . 

 Răspuns. 
2 2 2 2

4 6
2 2 2 2 2 2

e 1 3 1 3 5
2 1 e e

2 2 4 2 4 6
a

 ⋅ ⋅ ⋅
π − − − − 

⋅ ⋅ ⋅ 
… , unde 

2
2

2
e 1

b

a

 
= −  
 

. 

 Să se calculeze integralele curbilinii de primul tip: 

 3.  
3

3

cos ;
d ,  unde  : 0,

4sin ,

x a t
y s t

y a tγ

 = π  γ ∈   =
∫ . 

 Răspuns. 
23 2

40

a
. 

 4.  [ ]2

3

2 ;

d ,    unde   : ; 0,1

2
,

3

x t

y s y t t

z t
γ

=
γ = ∈

 =

∫ . 

 Răspuns. 
3 2 3

6 3 2 3ln
3

+
− + . 

 5. Să se calculeze masa firului material cu densitatea 

( ) ( )2 2, , lnx y z x y zρ = +  

şi care are forma arcului de curbă: 

� [ ]
e cos ;

: e sin ; 0,1

e ,

t

t

t

x t

AB y t t

z

 =


= ∈


=

. 



 171 

Răspuns. Masa

�

( )
31 2

, , d
3 3

AB

a
x y z s

+
= ρ =∫ . 

 Să se calculeze integralele curbilinii de al doilea tip: 

 6.  
2 2 2 2

d d
x y x y

x y
x y x y

γ

+ −
+

+ +∫  

[ ]
cos ;

: 0,2
sin ,

x a t
t

y a t

=
γ ∈ π

=
. 

 Răspuns. 2− π . 

 Să se arate că următoarele integrale sunt independente de drum şi să se 
calculeze: 

 7.  
( )

( )1,1 2

0,0
2 d dxy x x y+∫ . 

 Răspuns. 1. 
 

 8.  
( )

( )6,8

2 21,0

d dx x y y

x y

+

+
∫  pe un drum care nu trece prin punctul ( )0,0 . 

 Răspuns. 9. 
 

9. Să se calculeze  

( )

( )2,3,2

1,1,1
d d dyz x xz y xy z+ +∫ , 

verificând că integrala este independentă de drum. 
 Răspuns. Dacă notăm cu  

( ) ( ) ( ), , ,  , , ,  , ,P x y z yz Q x y z xz Q x y z xy= = = = , 

atunci 

,  ,  
P Q Q R R P

y x z y x z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 

 Să se calculeze integrala curbilinie: 

 10.  [ ]3

2

;

2
d ,   dacă  2 ; 0,1

3
1

,
2

C

x t

xyz C y t t

z t

=

= = ∈


 =


∫ ℓ . 

Răspuns. 
16 2

143
. 
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4.  TEMĂ DE CONTROL 

 
 

 1. Să se calculeze d
C

x y∫  dacă  

( ) [ ]
e ;

0,ln 2
ln 1 e ,

t

t

x
C t

y

 =
= ∈

= +

. 

Răspuns. 
2

1 ln
3

+ . 

  

2. Să se calculeze integrala ( ) 3arcsin d d
C

y x x y+∫  dacă 

[ ]
2

;
: 1,1

1 ,

x t
C t

y t

= −
∈ −

= −
. 

 Răspuns. 
3

2
8

π
− . 

 
 3. Să se calculeze integrala  

[ ]
e ;

d d d ,   dacă  : e ;  0,1

2 ,

t

t

C

x

x x xy y xyz z C y t

z t

−

 =


+ + = ∈


=

∫ . 

Răspuns. 
2e 2 e

2 2e

−
+ . 

 
 4. Să se calculeze integrala  

( )2 2 2 2

cos

d d d ,   dacă  sin

                                   0, , , 0.
2

C

x a t

z a x x xz y x y z C y a t

z bt

t a b

=


− + + + = =
 =

π ∈ >  

∫
 

Răspuns. ( )
2

1
2

a b
π − . 
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 5. Să se calculeze integrala 

2 2 2 2 2 2d d d
C

y z x z x y x y z+ + + + +∫ , 

unde C este curba simplă care are drept imagine segmentul din spaŃiu AB cu 

( ) ( )A 1, 1, 1  şi  B 2,2,2− − −  şi capătul în punctul A. 

 Răspuns. 
15 2

2
. 

 
 6. Să se calculeze integrala  

d d d
C

y x z y x z+ +∫ , 

unde C este curba simplă închisă care are drept imagine triunghiul din spaŃiu 1 2 3 1A A A A  cu 

vârfurile ( ) ( ) ( )1 2 3A 1,0,0 ;  A 0,1,0 ;  A 0,0,1 . 

 Răspuns. 
3

2
− . 

 
 7. Să se calculeze integrala 

( )3,0

1
, 2

3

d d
1 1

y x
x y

xy xy − 
 

+
+ +∫  

pe o curbă a cărei imagine nu intersectează hiperbola 1xy = − . 

 Răspuns. ln3 . 
 

 8. Stabilind că expresia ( ) ( )2 2, , 3 d 2 dx y z y x x xy yω = − +  este o diferenŃială 

totală să se găsească o funcŃie 3:F →ℝ ℝ , astfel încât dF = ω . 

 Răspuns. ( ) 3 2,F x y x xy= − + + C . 

 
 9. Stabilind în prealabil că expresia 

2 2 2 2 2

1 1
d d d ,  0,  0

z xy y z xy
x x y z x z

xz zx y x y z

   + −
ω = + + − + > >   

+ +   
 

este o diferenŃială totală să se găsească o funcŃie 3:F →ℝ ℝ , astfel încât dF = ω . 

 Răspuns. ( ), , ln arctg
y xy

F x y z xz
z z

= − + + C . 

 

 



 174 

LECłIA 10 - INTEGRALA DUBLĂ 

1. NoŃiuni  teoretice 

 

 Fie D o mulŃime compactă din 2
ℝ  astfel încât [ ] [ ], ,D a b c d⊂ × . Frontiera 

domeniului D este o curbă închisă alcătuită dintr-o reuniune finită de imagini de curbe netede. 
Să considerăm diviziunile: 

( )
( )

0 1

0 1

,n

m

a x x x b

c y y y d

δ = = < < < =

δ = = < < < =

…

…
 

ale intervalului [ ],a b , respectiv [ ],c d . Paralelele la axa Oy prin punctele diviziunii δ  şi 

paralelele la axa Ox prin punctele diviziunii δ  împart dreptunghiul [ ] [ ], ,  în  a b c d n m× ×  

dreptunghiuri de forma 

[ ]1 1, , ,  1 ,  1ij i i i jI x x y y i n j m− − = × ≤ ≤ ≤ ≤  . 

Să notăm cu Λ  mulŃimea dreptunghiurilor conŃinute în D sau care au puncte comune 
cu D. 
 DefiniŃia 6.1. Vom numi diviziune a domeniului D mulŃimea dreptunghiurilor 

1 2, , ,  din pδ δ δ Λ…  şi vom nota  ( )1 2   , , , p∆ = δ δ δ… , ordinea de numerotare a 

dreptunghiurilor fiind arbitrară. Norma diviziunii ∆  este egală cu 

{ } { }1 1max , 1 ,  1 max ,i i j jx x y y i n j m− −∆ = − − ≤ ≤ ≤ ≤ = δ δ . 

Să considerăm diviziunile  şi ′δ δ  ale intervalului [ ],a b  şi, respectiv, [ ],c d  mai fine 

decât δ ; adică ,  ′ ′δ ⊃ δ δ ⊃ δ . Acestor diviziuni le corespunde o diviziune ′∆  a domeniului 

D care este mai fină decât  şi ′∆ ∆ ≤ ∆ , deoarece ,  ′ ′δ ≤ δ δ ≤ δ . 

 Fie 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie mărginită. Notăm cu  

( ) ( ){ }inf , , ,  1 ,k km f x y x y k p= ∈δ ≤ ≤  

( ) ( ){ }sup , , ,  1k kM f x y x y k p= ∈δ ≤ ≤  

şi definim ( )
1

aria ,  
p

k k
k

s f m∆
=

= ⋅ δ∑ suma Darboux inferioară, respectiv 

( )
1

aria
p

k k
k

S f M∆
=

= ⋅ δ∑ , suma Darboux superioară asociată funcŃiei 

f  şi diviziunii ∆ . 

 Sumele Darboux ( ) ( ) şi s f S f∆ ∆  aproximează prin lipsă, respectiv prin adaos 

volumul corpului mărginit de suprafaŃa ( ) ( ), , ,z f x y x y D= ∈ , planul xOy şi cilindrul cu 
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generatoarele paralele cu axa Oz şi a cărui curbă directoare în planul xOy este frontiera lui D. 
Pentru  f  pozitivă suprafaŃa este situată deasupra planului xOy şi are ca proiecŃie pe acest plan 
pe D.  

 Fie ( ), ,  1k k k k pξ η ∈δ ≤ ≤ , un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii ∆  

a domeniului D. Numărul real  

( ) ( )
1

, , , aria
p

k k k k k
k

f f∆
=

σ ξ η = ξ η ⋅ δ∑  

se numeşte suma Riemann asociată funcŃiei f, diviziunii ∆  şi sistemului de puncte 

intermediare ( ), ,  1k k k k pξ η ∈δ ≤ ≤ . 

PropoziŃia 6.2 
 1. Dacă ′∆  este o diviziune mai fina decât ∆ , atunci 

( ) ( ) ( ) ( )s f s f S f S f′ ′∆ ∆ ∆ ∆≤ ≤ ≤ . 

2. Pentru orice diviziuni  şi ′∆ ∆  ale lui D avem: 

( ) ( )s f S f′∆ ∆≤ . 

3. Pentru orice sumă Riemann ( ), ,k kf∆σ ξ η , avem 

( ) ( ) ( ), ,k ks f f S f∆ ∆ ∆≤ σ ξ η ≤ . 

DefiniŃia 6.3. Spunem că funcŃia f este integrabilă Riemann pe D dacă există I ∈ℝ  
cu proprietatea că oricare ar fi 0ε >  există 0εδ > , astfel încât pentru orice diviziune ∆  a 

lui cu ∈∆ < δ  şi pentru orice alegere a punctelor intermediare ( ), ,  1k k k k pξ η ∈δ ≤ ≤ , 

rezultă că 

( ), ,k kf I∆σ ξ η − < ε . 

Numărul I cu această proprietate se notează: 

( ), d d
D

I f x y x y= ∫∫  

şi se numeşte integrala dublă a lui  f  pe D. Domeniul D se numeşte domeniul de integrare, iar 
d dx y  se numeşte elementul de arie. 

 Teorema 6.4 (Criteriul lui Darboux) 

 FuncŃia mărginită 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  este integrabilă Riemann pe D dacă şi numai 

dacă oricare ar fi 0 există 0∈ε > δ > , astfel încât pentru orice diviziune ∆  a lui D cu 

∈∆ < δ  să avem: 

( ) ( )S f s f∆ ∆− < ε . 

Din definiŃia integralei duble rezultă următoarele proprietăŃi (presupunem că 
integralele există): 
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a) aria domeniului D este dată de relaŃia:  aria d d
D

D x y= ∫∫ ; 

b) liniaritatea integralei duble este dată de formulele: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2, , d d , d d , d d ,

, d d , d d ,  ;

D D D

D D

f x y f x y x y f x y x y f x y x y

f x y x y f x y x y

+ = +  

α = α α∈

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ℝ

 

c) dacă D este împărŃit în două subdomenii 1 2 şi D D  printr-o curbă, atunci  

( ) ( ) ( )
1 2

, d d , d d , d d
D D D

f x y x y f x y x y f x y x y= +∫∫ ∫∫ ∫∫ ; 

d) dacă  f  este pozitivă pe D, adică ( ) ( ) ( ), 0,  ,f x y x y D≥ ∀ ∈ , atunci 

( ), d d 0
D

f x z x z ≥∫∫ ; 

 e) dacă  f  este integrabilă pe D, atunci f  este integrabilă pe D şi are loc inegalitatea: 

( ) ( ), d d , d d
D D

f x y x y f x y x y≤∫∫ ∫∫ . 

Teorema 6.5 Orice funcŃie continuă 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  este integrabilă Riemann pe D. 

 MulŃimea funcŃiilor integrabile pe D este mai bogată decât mulŃimea funcŃiilor 
continue, după cum va rezulta din următoarea teoremă. 

 DefiniŃia 6.6. O mulŃime 2A⊂ ℝ  se numeşte mulŃime neglijabilă dacă pentru orice 

0ε >  există un şir de dreptunghiuri deschise ( ) 2
1n n

I
≥

⊂ ℝ , astfel încât: 

( )
1 1

aria ,   n n
n n

I I A
∞∞

= =

< ε ⊃∑ ∪ . 

PropoziŃia 6.7 

 a) Orice mulŃime cel mult numărabilă ( ){ },n nA x y n ∗= ∈ℕ  este neglijabilă. 

 b)   Dacă  şi A B B⊂  este neglijabilă, atunci A este neglijabilă. 
 c) Orice reuniune numărabilă de mulŃimi neglijabile este o mulŃime neglijabilă. 

 Fie 2:f D ⊂ →ℝ ℝ . Notăm: 

( ) ( ){ }: , ,  este punct de discontinuitate pentru  fA x y D x y f= ∈ . 

 DefiniŃia 6.8. FuncŃia 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  se numeşte continuă aproape peste tot 

(prescurtat a.p.t.) dacă fA  este o mulŃime neglijabilă. 

  
Teorema 6.9 (Criteriul de integrabilitate al lui Lebesgue) 
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 O funcŃie 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  este integrabilă Riemann dacă şi numai dacă este 

mărginită şi continuă aproape peste tot. 

 Teorema 6.10. Fie [ ] [ ] 2: , ,f D a b c d= × ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie mărginită şi 

integrabilă pe D, astfel încât pentru orice [ ],x a b∈  există integrala 

( ) ( ), d :
d

c
f x y y F x=∫ . 

Atunci funcŃia [ ]: ,F a b →ℝ  este integrabilă pe [ ],a b  şi are loc formula  

( ) ( ), d d , d d
b d

a c
D

f x y x y f x y y x =  
 ∫∫ ∫ ∫ . 

În mod analog, avem şi formula 

( ) ( ), d d , d d
d b

c a
D

f x y x y f x y x y =  
 ∫∫ ∫ ∫ . 

De obicei, se notează: 

( ) ( )

( ) ( )

, d d d , d ,

, d d d , d .

b d b d

a c a c

d b d b

c a c a

f x y y x x f x y y

f x y x y y f x y x

   =   
   

   =   
   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

În acest fel, 

( ) ( ) ( ), d d d , d d , d
b d d b

a c c a
D

f x y x y x f x y y y f x y x   = =   
   ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

DefiniŃia 6.11. 2D ⊂ ℝ  se numeşte domeniul simplu în raport cu axa Oy dacă  

( ) ( ) ( ){ }2
1 2, ,  D x y a x b x y x= ∈ ≤ ≤ ϕ ≤ ≤ ϕℝ , 

unde funcŃiile [ ]1 2 1 2, : , ,  a bϕ ϕ → ϕ ≤ ϕℝ , sunt continue. 

 2D ⊂ ℝ  se numeşte domeniul simplu în raport cu axa Ox dacă 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2, ,  D x y c y d y x y= ∈ ≤ ≤ ψ ≤ ≤ ψℝ , 

unde funcŃiile [ ]1 2 1 2, : , ,  c dψ ψ → ψ ≤ψℝ , sunt continue. 

 Teorema 6.12. Fie 2D ⊂ ℝ  un domeniu simplu în raport cu axa Oy şi :f D →ℝ  o 

funcŃie mărginită şi integrabilă, astfel încât pentru orice [ ],x a b∈  există integrala 

( ) ( )
( )

( )2

1

, d
x

x
F x f x y y

ϕ

ϕ
= ∫ . 

 Atunci funcŃia [ ]: ,F a b →ℝ  este integrabilă şi are loc formula 

( ) ( )
( )

( )2

1

, d d , d d
b x

a x
D

f x y x y f x y y x
ϕ

ϕ

 
=  

 ∫∫ ∫ ∫ . 
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Analog se scrie formula de calcul în cazul domeniilor simple în raport cu axa Ox. Într-
adevăr, dacă 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2, ,  D x y c y d y x y= ∈ ≤ ≤ ψ ≤ ≤ ψℝ  

este un domeniu simplu în raport cu axa Ox, atunci are loc formula 

( ) ( )
( )

( )2

1

, d d , d d
d x

c x
D

f x y x y f x y x y
ψ

ψ

 
=  

 ∫∫ ∫ ∫ . 

Pentru calculul integralelor duble pe domenii mai complicate, împărŃim aceste 
domenii cu ajutorul unor segmente paralele cu axele de coordonate, în subdomenii care sunt 
simple în raport cu axa Ox sau Oy, apoi folosim formulele anterioare şi proprietatea de 
aditivitate a integralei duble. 

Fie 2D′ ⊂ ℝ  un domeniu compact, raportat la sistemul de referinŃă cartezian Ou v , 
având frontiera ′Γ , care este urma unei curbe închise netede. Să considerăm transformarea 
regulată 

( )
( )

( ) ( )
( )

1 2
1 1

, ; ,
: , C ; 0   pe  

,, ,

x u v D
T D D

D u vy u v

= ϕ ϕ ψ
ϕ ψ∈ ≠ ⊂

= ψ
ℝ , 

unde 1D  este o mulŃime deschisă ce conŃine compactul 2D′ ⊂ ℝ . Atunci când 

( ) ( ),  parcurge pe ,  ,u v D x y′  prin transformarea regulată T parcurge compactul 2D ⊂ ℝ  

raportat la sistemul de referinŃă cartezian xOy. În acest caz spunem că domeniul 2D ⊂ ℝ  este 

imaginea domeniului 2D′ ⊂ ℝ  prin transformarea regulată T şi se scrie ( )D T D′= , iar 

frontiera Γ  a domeniului este imaginea frontierei ′Γ  prin transformarea regulată T, adică 

( )T ′Γ = Γ . Dacă ( )2
1, C Dϕ ψ∈ , are loc formula schimbării de variabilă în integrala 

dublă. 
 Teorema 6.13 (Formula schimbării de variabilă în integrala dublă) 

 Fie 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie continuă pe D. Atunci 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

,
, d d , , , d d

,
D D

D
f x y x y f u v u v u v

D u v
′

ϕ ψ
= ϕ ψ∫∫ ∫∫ . 

Să considerăm trecerea de la coordonatele carteziene ( ),x y  la coordonatele polare 

( ),ρ θ  prin transformarea regulată. 

[ ] [ ]
cos

: ;   0, ,  0,2
sin

x
T R

y

= ρ θ
ρ∈ θ∈ π

= ρ θ
, unde 

( )
( )

,
0

,

D x y

D
= ρ ≠

ρ θ
. 

În acest caz, formula de schimbare de variabilă în integrala dublă devine 

( ) ( ) ( ), d d cos , sin d d ,  
D D

f x y x y f D T D
′

′= ρ θ ρ θ ρ ρ θ =∫∫ ∫∫ . 

De asemenea, se foloseşte transformarea regulată care permite trecerea de la 

coordonatele carteziene ( ),x y  la coordonatele polare generalizate ( ),ρ θ : 
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[ ] [ ]
cos ;

:    0,1 ,  0,2
sin ,

x a
T

y b

= ρ θ
ρ∈ θ∈ π

= ρ θ
, unde 

( )
( )

,
0

,

D x y
ab

D
= ρ ≠

ρ θ
.  

În acest caz, formula de schimbare de variabilă în integrala dublă devine 

( ) ( ) ( ), d d cos , sin d d ,  
D D

f x y x y ab f a b D T D
′

′= ρ θ ρ θ ρ ρ θ =∫∫ ∫∫ . 

Principalele aplicaŃii ale integralelor duble sunt: 

a) Fie 2D ⊂ →ℝ ℝ  un domeniu compact a cărui frontieră este urma unei curbe 
închise netede (sau netedă pe porŃiuni). Aria domeniului D este dată de formula 

aria d d
D

D x y= ∫∫ . 

b) Fie funcŃia 2:f D ⊂ →ℝ ℝ  continuă şi pozitivă. Notăm cu fΓ  subgraficul lui  f : 

( ) ( ) ( ){ }3, , , , 0 ,f x y z x y D z f x yΓ = ∈ ∈ ≤ ≤ℝ . 

Volumul lui fΓ  este: ( )volum , d df

D

f x y x yΓ = ∫∫  

c) Să considerăm o placă materială plană neomogenă, de grosime neglijabilă, care are 

forma dată de domeniul compact 2D ⊂ ℝ . Dacă 2: D +ρ ⊂ →ℝ ℝ  este densitatea plăcii 

materiale şi ρ  este presupusă continuă, atunci masa M a plăcii este 

( ), d d
D

M x y x y= ρ∫∫ . 

Coordonatele ( )G G,x y  ale centrului de greutate al plăcii sunt de formulele: 

( ) ( )G G
1 1

, d d ;   , d d
D D

x x x y x y y y x y x y
M M

= ρ = ρ∫∫ ∫∫ . 

Dacă const.ρ =  (placa este omogenă), atunci 

G G
1 1

d d ;   d d
aria aria

D D

x x x y y y x y
D D

= =∫∫ ∫∫ . 

d) Fie o placă materială plană neomogenă de grosime neglijabilă, care are forma dată 

de domeniul compact 2D ⊂ ℝ  şi 2: D +ρ ⊂ →ℝ ℝ  densitatea plăcii materiale. Momentul 

de inerŃie faŃă de originea axelor de coordonate este dat de formula 

( ) ( )2 2 , d dO

D

I x y x y x y= + ρ∫∫ . 

Momentele de inerŃie O O şi  x yI I  ale plăcii faŃă de axele de coordonate Ox şi Oy au 

expresiile: ( ) ( )2 2
O O, d d ; , d dx y

D D

I y x y x y I x x y x y= ρ = ρ∫∫ ∫∫ . Are loc şi O O Ox yI I I= + . 
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2.  Probleme rezolvate 

  1   Să  se  arate  că  funcŃia  [ ] [ ] ( ) 2 3: 0,1 2,3 ,   ,f f x y x y× → = +ℝ   este 

integrabilă. 
 Rezolvare. FuncŃia f este continuă pe domeniul de definiŃie, deci integrabilă. 
 

  2   FuncŃia [ ] [ ]: 1,1 1,1 ,f − × − →ℝ  

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
,  dacă , 0,0

,

1,              dacă , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y

 ≠ += 
 =

  

este integrabilă? 

 Rezolvare. Observăm că funcŃia f este mărginită, deoarece ( ), 1f x y ≤ , 

( ) [ ], 1,1x y∀ ∈ − . Pe de altă parte, f are un singur punct de discontinuitate, 

( )0,0 . Conform criteriului lui Lebesgue  f  este integrabilă. 

 3   Să se calculeze aria domeniului plan din 2
ℝ : ( ){ }2 2, 4D x y x y x= ≤ ≤ −  

Rezolvare.  

( ) ( )
2

2

2 4 2 2 2

2 2

16 2
aria d d 4 d

3

x

x
D y x x x x

−

− −

 
= = − − = 

 
∫ ∫ ∫ . 

  4   Să se calculeze integrala dublă:
2

1 1

0

e d dy

x

I y x
 
 =
 
 
∫ ∫ . 

 Rezolvare. Se observă că: 

( ){ } ( ){ }, 0 1, 1 , 0 1,0x y x x y x y y x y≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Atunci:  
2 2

1 1

0 0 0

1 1
e d d e d 1

2 e

y
y yI x y y y− −

    = = = −     
∫ ∫ ∫ . 

  5   d d
D

I xy x y= ∫∫ ,  unde  D  este  domeniul  mărginit  de  axa  Ox  şi semicercul 

superior ( )2 22 1x y− + = . 

 Rezolvare. ( ) ( ){ }2
, 1 3,0 1 2D x y x y x= ≤ ≤ ≤ ≤ − − , 

( ) ( )

( )
22 1 21 23 3 32

2

1 0 1 10

1 4
d d d 4 3 d

2 2 3

y xx

y

y
I xy y x x x x x x x

= − −− −

=

 
 

= = = − − = 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ . 

Cu ajutorul unor schimbări de variabilă adecvate, să se calculeze integralele duble: 
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 6   
( )2 2

e d d
x y

D

x y
− +

∫∫ , unde 

( ){ }2 2 2, , 0, 0, 0D x y x y a x y a= + ≤ ≥ ≥ > . 

Rezolvare. Vom trece la coordonate polare: 

[ ]cos ,  sin ,  0, ,  0,
2

x y a
π = ρ θ = ρ θ ρ∈ θ∈  

. Rezultă:  

( )2
2

2 2
2

0
0 0 0

1 ee
e d d e d

2 2 2 4

a aa a −π −ρ
−ρ −ρ

π −  π π
 ⋅ρ θ ρ = ⋅ρ ρ = ⋅ =
  − 
∫ ∫ ∫ . 

 

 7    
( )2 2

0 0

e d d
x y

x y
∞ ∞

− + 
 
 
 
∫ ∫ ; să se deducă valoarea integralei 

2

0

e dx x
∞

−∫ . 

Rezolvare. Folosind problema precedentă avem: 

( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2 2

2

0 0
0, 0

e d d lim e d d

1 e
  lim .

4 4

x y x y

a
x y a
x y

a

a

I x y x y
∞ ∞

− + − +

→∞
+ ≤

≥ ≥

−

→∞

 
 = = =
 
 

π − π
= =

∫ ∫ ∫∫
 

Pe de altă parte,  

2 2 2

2

0 0 0

e d e d e dx y xI x y x
∞ ∞ ∞

− − −
 
 = ⋅ =
 
 

∫ ∫ ∫ . Rezultă că 
2

0

e d
2

x x I
∞

− π
= =∫ . 

 8   Să se calculeze integrala dublă improprie 

2 2

2 2

e d d

x y

a b

D

I x y

 
− +  
 = ∫∫ , unde D este 

exteriorul elipsei 
2 2

2 2
1 0

x y

a b
+ − = . 

 Rezolvare. Facem schimbarea de variabile 

cos ,  sin ,  x a y b J ab= ρ θ = ρ θ = ρ , unde [ ] [ )0,2 ,  iar 1,θ∈ π ρ∈ ∞ . 

 Rezultă: 
2

2

0 1

d e d
e

ab
I ab

π ∞
−ρ π

= θ ρ ρ =∫ ∫ . 

9   Să  se  afle  volumul  corpului  mărginit  de  planul  xOy,  cilindrul 2 2 1x y+ =  şi 

planul 3x y z+ + = . 
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Rezolvare. 

( )Vol 3 d d
D

x y x y= − −∫∫ , unde D este proiecŃia pe planul xOy a intersecŃiei dintre 

planul 3z x y= − −  şi cilindrul 2 2 1x y+ = , adică ( ){ }2 2, 1D x y x y= + ≤ . Atunci: 

( )
11 1 22

0
0 0 0

Vol d 3 cos sin d 6 d 6 3
2

π ρ
= ρ ρ − ρ θ − ρ θ θ = π ρ ρ = π = π∫ ∫ ∫ . 

10   Să se determine coordonatele centrului de greutate pentru un sector circular 

omogen cu raza  şi 
4

R
π

α = . 

Rezolvare. Să notăm cu D domeniul din enunŃ. Avem 

( )

2
4

1
0

0

3
24

2
0

0

3
24

3
0

0

d d d d ,
8

2
d d cos d d ,

6

2 2
d d sin d d .

6

R

D

R

D

R

D

R
I x y

R
I x x y

R
I y x y

π

π

π

π
= = ρ ρ θ =

= = θ θ ρ ρ =

−
= = θ θ ρ ρ =

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

 

Rezultă coordonatele centrului de greutate: 

( )32
G G

1 1

4 2 24 2
; .

3 3

RII R
x y

I I

−
= = = =  

11   Să se calculeze momentul de inerŃie faŃă de axa Oy al plăcii plane materiale 

delimitată de 2 1 ,  0y x x= − = , având densitatea ( ),x y xyρ = . 

 Rezolvare. 

( )1 1 1 3
2 3

0

0 0 0

1 1
d d d d d

2 40

x

y

D

x x
I xyx x y x x y y x

−
−

= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

 12   Să se calculeze momentul de inerŃie faŃă de originea axelor al plăcii plane 

materiale omogene de densitate constantă 0ρ , delimitată de 2 2 2x y R+ = . 

 Rezolvare. Fie ( ){ }2 2 2,D x y x y R= + ≤ . 

( )
2 4 4

2 2 2
0

0 0 0

d d d d 2
4 2

RR

D

R
I x y x y

π
ρ π

= + = θ ρ ρ ρ = π ⋅ =∫∫ ∫ ∫ . 

  13   Să se arate că mulŃimea: 

( ){ }2 2 2 2 2, 2 ,  8 ,  0E x y y px x y p p= ∈ ≥ + ≤ >ℝ , 
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este măsurabilă Jordan şi să se calculeze aria sa. 
 Rezolvare. Cum E∂  este o curbă cu tangentă continuă pe porŃiuni deducem că este 
neglijabilă Jordan E⇒  este măsurabilă Jordan. Există mai multe modalităŃi de a calcula aria 
mulŃimii E. 

(i) Folosind aditivitatea de domeniu şi teorema Fubini: 

( )

2 22 82 2 2

OAC 0 0 2 0

2 2 23/ 2
2 2

20

2

aria 2 d d 2 d d d d

1
         2 2 arcsin 8

3/ 2 2 2 2

4
         .

3 4

px p xp p

p

p p

p

E x y y x y x

x x
p x p x

p

p

−  
  = = + =        

    = ⋅ + + − =        

π
= +

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

 

y

( )A 2 ,2p p

( )C 2 2 ,0p

( )B 2 , 2p p−

E

xO

2 2 28x y p+ =

2 2y px=
 

Fig. 6.1 

(ii) Folosind faptul că domeniul E este simplu în raport cu axa Oy: 

2 2

2

82 2 2 2
2 2

2 2

2

4
aria d d 8 d

2 3 4

p xp p

p py

p

y p
E x y p x y

p

−

− −

 
    π = = − + − = +       
 

∫ ∫ ∫ . 

 
14   Să se calculeze integrala 

[ ] [ ]0, ,

d d
,  1

cos
a b

x y
I a b

y x
π ×

= < <
−∫∫ , 

şi apoi să se deducă valoarea integralei cu parametrii 
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0

cos
ln d

cos

b x
J x

a x

π
−

=
−∫ . 

Rezolvare. FuncŃia integrant este continuă pe domeniul de integrare. Mai mult, 
deoarece domeniul este simplu în raport cu ambele axe, putem folosi teorema lui Fubini în 
două moduri diferite: 

2

2 2
0

d 1
d d ln

cos 1 1

b b

a a

x b b
I y y

y x y a a

π  π + − = = = π
 − − + − 
∫ ∫ ∫ . 

Pe de altă parte, 

0 0

d cos
d ln d

cos cos

b

a

y b x
I x x J

y x a x

π π  − = = =
 − − 
∫ ∫ ∫ . 

Am determinat astfel valoarea integralei J ca fiind: 
2

2
0

cos 1
ln d ln

cos 1

b x b b
J x

a x a a

π
− + −

= = π
− + −

∫ . 

 
 15   Să se calculeze integrala 

[ ]0, 0,2

d d
,  0 1

1 cos
a

x y
I a

y x
π × 

= < <
+ ⋅∫∫ , 

şi apoi să se deducă valoarea integralei cu parametru 

( )2

0

ln 1 cos
d

cos

a x
J x

x

π

+ ⋅
= ∫ . 

Rezolvare. FuncŃia integrant este continuă pe domeniul de integrare. Mai mult, 
deoarece domeniul este simplu în raport cu ambele axe, putem folosi teorema lui Fubini în 
două moduri diferite: 

2

2
0 0 0

d 2 1
d arctg d

1 cos 11

a a
x y

I y y
y x yy

π 
− = = + ⋅ +− 

 
∫ ∫ ∫ . 

Folosind schimbarea de variabliă ( )cos 2y u= ⋅  obŃinem: 

( )
2

21
arccos

8 2
I a

π
= − ⋅ . 

Pe de altă parte, 

( )2 2

0 0 0

ln 1 cosd
d d

1 cos cos

a
a xy

I x x J
y x x

π π
  + ⋅
 = = =
 + ⋅ 
∫ ∫ ∫ . 

Am determinat astfel valoarea integralei J ca fiind 
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( ) ( )
2 2

2

0

ln 1 cos 1
d arccos

cos 8 2

a x
J x a

x

π

+ ⋅ π
= = − ⋅∫ . 

Observăm că în integralal J funcŃia integrant poate fi prelungită prin continuitate. Într-
adevăr: 

( )
2

ln 1 cos
lim

cosx

a x
a

xπ→

+ ⋅
= . 

 16   Să se calculeze integrala 

( ){ }2 2 2d d ,  unde  , , 2
D

y x y D x y y x x y= ≤ + ≤∫∫ . 

 Rezolvare. 
2 22 2 0 1 şi  2y y y y y y+ = ⇔ + − = ⇔ = = − . 

Dar 0 1y y≥ ⇒ =  soluŃie acceptabilă 2 1y x x= ⇒ = ± . 

A B

x

y

O

 
Fig. 6.2 

Deci ( ) ( )A 1,1  şi  B 1,1−  

( )

2
2

2

2

2

2

1
1 2

2 2
1 2

1
2 2 4 2

1 2
1

d d d d d d

1 7
                 d d 2 d .

2 15

x
x

x
D x

x

x

y x y y y x y y x

y y x x x x

− −

− − −
− − −

−

− −
−

    = + +         

 
+ = + − = − 

 
 

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 Folosind aditivitatea de domeniu se putea calcula astfel: 

2
2

2
2

2 2
1 2

1 2
2

7
d d d d d d

15

x
x

x
D x

y x y y y x y y x
−

−

− − −
−

    = − = −         
∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

  17   Să se calculeze integrala 2 2d d
D

x y x y+∫∫ , unde: 
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( ){ }2 2, 2 , 0, 0D x y ax x y ax y a= ≤ + ≤ ≥ > . 

Rezolvare. 
Utilizând transformarea în coordonate polare  

[ )
[ ]

cos ,  0, ;

sin ,  , ,

x

y

 = ρ θ ρ∈ ∞


= ρ θ θ∈ −π π
 

domeniul D devine 

( ) [ ], 0, ,  cos ,2 cos
2

a a
 π  ∆ = ρ θ θ∈ ρ∈ θ θ    

. 

Jacobianul transformării fiind egal cu ρ  rezultă că: 

( )

2 cos2 2 22
0 cos

3 3 3 3
3 22 2 2

0 0 0

d d d d d d

8 cos cos 7 7 14
d cos d 1 sin cos d .

3 3 3 9

a

D a
x y x y

a a

π
θ

θ
∆

π π π

 + = ρ ⋅ρ ρ θ = ρ ρ θ = 
 

θ − θ
= θ = θ = − θ θ θ =

∫∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

2

a

2

a a x

y

 
Fig. 6.3 

18   Să se calculeze 

22 2
2 d d

2D

x y
a x y

x

 +
−   
 

∫∫ , dacă D este interiorul cercului 

2 2 2 0x y ax+ − = , 0a > . 

Rezolvare. Trecând la coordonate polare  

[ ) [ )
cos ;

   0, ;  ,
sin ,

x

y

= ρ θ
ρ∈ ∞ θ∈ −π π

= ρ θ
, 

domeniul D devine 

( ) [ ], 0,2 cos ,  ,
2 2

a
 π π  ∆ = ρ θ ρ∈ θ θ∈ −    
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a x

y

O

 

Fig. 6.4 

( )

2 22 2
2 2

2 cos 2 2 22
0

2

2 cos
3 / 22 2 22

02

3 3
3 3 22 2

2 2

d d d d
2 2cos

1
4 cos d d

2cos

1 1
4 cos d

2cos 3

1 4 2
8 cos d cos d .

6cos 3 3

D

a

a

x y
a x y a

x

a

a

a a
a

∆

π
θ

π
−

π θ

π
−

π π

π π
− −

 + ρ − = − ⋅ρ ρ θ =     θ  

 = θ − ρ ρ ρ θ = θ 

− = θ − ρ θ = θ  

π
= θ θ = θ =

θ

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

 

3. Test de autoevaluare 

 
1. Să se calculeze ariile domeniilor plane: 

a) ( )
2 2

2 2
, 1

x y
D x y

a b

  
= + ≤ 
  

;  b) ( ){ }2 2, 1 9,  3D x y x y x y x= ≤ + ≤ ≤ ≤ . 

Răspuns:  a) abπ ; b)  
4

3

π
. 

 2. Să se calculeze următoarele integrale duble: 

 a)   ( )sin d d
D

x xy x y∫∫ , unde [ ] [ ]0,1 0,D = × π ;  

b) 
2

2
d d

D

x
x y

y∫∫ , unde ( ) [ ] 1
, 1,2 ,D x y x y x

x
 = ∈ ≤ ≤ 
 

. 

 Răspuns:  a)  1;  b)  
9

4
. 
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 3. Să se calculeze volumul corpului mărginit de suprafeŃele:  

a) 2 20,  1,  3z x y x y z= + = + + = ; b) 2 2 2 2,  ,  0,  0z xy x y R y x= + = = = , 

aflat în primul cadran. 

 Răspuns: a) 3π ; b)  
5

15

R
. 

4. Să se calculeze masa unei plăci plane de grosime neglijabilă dacă densitatea 

( ) ( )
2

2 2 2, ,  iar  , 1 4
4

x
x y x y D x y y

  
ρ = + = ≤ + ≤ 

  
. 

 Răspuns. 
75

2

π
. 

 5. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei plăci plane de grosime 

neglijabilă cu densitatea ( ),x y yρ =  şi care are forma dată de domeniul 

( ){ }2, 2,  D x y x y y x= + ≤ ≥ . 

Răspuns. G G
25 235

,   
32 112

x y= − = . 

 6. Să se afle momentul de inerŃie în raport cu axa Ox a triunghiului delimitat de 
dreptele 2, 2, 2 0x y x y= = + − = . 

 Răspuns. 4. 
 7. Să se calculeze aria figurii limitate de curbele  

2 2 2 22 ;  4 ;  x y x x y x y x+ = + = =  şi 0y = . 

 Răspuns. Se trece la coordonate polare, 
1

3
4 2

A
π = + 

 
. 

 7. Să se calculeze integrala 
2 2

2 2
1 d d

D

x y
x y

a b
− −∫∫ , 

dacă domeniul D este limitat de elipsa, 
2 2

2 2
1,  ,

x y
a b

a b
∗
++ = ∈ℝ .  Răspuns. 

2

3
abπ . 

 8. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei plăci omogene limitată de 

curbele 2 ,  2 ,  0x ay x y a a= + = > . 

 Răspuns.  G G
8

; .
2 5

a
x y a

 = − =


 

 9. Să se calculeze aria domeniului plan limitat de curbele  

2 5
;  ,  0

2
xy a x y a a= + = > . 

 Răspuns. 
15

2ln 2
8
− . 
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LECłIA 11 - INTEGRALA TRIPLĂ 

1. NoŃiuni  teoretice 

 

 Fie V o mulŃime compactă din 3
ℝ , astfel încât [ ] [ ] [ ], , ,V a b c d e g⊂ × × . Frontiera 

domeniului V este o reuniune de suprafeŃe netede. Să considerăm diviziunile 

( )
( )

( )

0 1

0 1

0 1

,

,

n

m

p

a x x x b

c y y y d

x z z t g

δ = = < < < =

δ = = < < < =

δ = = < < < =

…

…

…

 

ale intervalelor [ ] [ ] [ ], ,  , ,  ,a b c d e g . Planele paralele cu planele O ,  O ,  Oz z z x x y  duse 

prin punctele diviziunilor ,  ,  δ δ δ  împart paralelipipedul [ ] [ ] [ ], , ,a b c d e g× ×  în 

n m p× ×  paralelipipede de forma: 

[ ] [ ]1 1 1, , , , ,  1 ,  1 ,  1ijk i i j j k kI x x y y z z i n j m k p− − − = × × ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  . 

Să notăm cu ∆  mulŃimea paralelipipedelor conŃinute în V sau care au puncte comune cu V. 
 DefiniŃia 7.1. Vom numi diviziune a domeniului V mulŃimea paralelipipedelor 

1 2, , , rδ δ δ…  din Λ  şi o vom nota: 

( )1 2, , , ,r r n m∆ = δ δ δ = × ×ρ… , 

ordinea de numerotare fiind arbitrară. Norma diviziunii ∆  este egală cu  

{ } { }1 1 1
1 ,1 .1

max , , max , , .i i j j k k
i n j m k p

x x y y z z− − −
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

∆ = − − − = δ δ δ  

Să considerăm diviziunile , ,δ δ δ  ale intervalelor [ ] [ ] [ ], , ,a b c d e g× × , care sunt 

mai fine decât , , , ′δ δ δ ⊃ δ δ ⊃ δ . Acestor diviziuni le corespunde o diviziune ′∆  a 

domeniului V care este mai fină decât  şi ′∆ ∆ ≤ ∆ , deoarece  

, ,′ ′ ′ ′δ ≤ δ δ ≤ δ δ ≤ δ . 

Fie 3:f D ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie mărginită. Notăm cu 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

inf , , , , ,  1 ,

sup , , , , ,  1 ,

k k

k k

m f x y z x y z k r

M f x y z x y z k r

= ∈δ ≤ ≤

= ∈δ ≤ ≤
 

şi cu kυ  volumul paralelipipedului ,  1k k rδ ≤ ≤ . Definim 

( ) ( )
1 1

;
r r

k k k k
k k

s f m S f M∆ ∆
= =

= ⋅ υ = ⋅ υ∑ ∑  

suma Darboux inferioară, respectiv suma Darboux superioară asociată funcŃiei  f şi diviziunii ∆ . 

 Sumele Darboux ( ) ( ) şi  s f S f∆ ∆  aproximează prin lipsă, respectiv prin adaos, 

masa unui corp neomogen de densitate variabilă ( ), , 0f x y z ≥  şi de volum V. 
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 Fie ( ), , ,  1k k k k k rξ η ζ ∈δ ≤ ≤ , un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii 

∆  a domeniului V. Numărul real 

( ) ( )
1

, , , , ,
r

k k k k k k k
k

f f∆
=

σ ξ η ζ = ξ η ζ ⋅ υ∑  

se numeşte suma Riemann asociată funcŃiei f, diviziunii ∆  şi sistemului de puncte 

intermediare ( ), , ,  1k k k k k rξ η ζ ∈δ ≤ ≤ . 

PropoziŃia 7.2 
1. Dacă ′∆  este o diviziune mai fină decât ∆ , atunci: 

( ) ( ) ( ) ( ).s f s f S f S f′ ′∆ ∆ ∆ ∆≤ ≤ ≤  

2. Pentru orice diviziuni ∆  şi ′∆  ale lui V avem: 

( ) ( ).s f S f′∆ ∆≤  

3. Pentru orice sumă Riemann ( ), , ,k k kf∆σ ξ η ζ  avem 

( ) ( ) ( ), , ,k k ks f f S f∆ ∆ ∆≤ σ ξ η ζ ≤ . 

DefiniŃia 7.3. Spunem că funcŃia f este integrabilă Riemann pe 3V ⊂ ℝ  dacă există 
I R∈  cu proprietatea că oricare ar fi 0ε >  există 0δ >  astfel încât pentru orice diviziune 

∆  a lui V cu ε∆ < δ  şi pentru orice alegere a punctelor intermediare 

( ), , ,  1k k k k k rξ η ζ ∈δ ≤ ≤ , rezultă că: 

( ), , ,k k kf I∆σ ξ η ζ − < ε . 

Numărul I cu această proprietate se notează: 

( ), , d d d
V

I f x y z x y z= ∫∫∫  

şi se numeşte integrala triplă (sau integrala de volum) a lui  f  pe V. Domeniul V se numeşte 
domeniul de integrare, iar d d dx y z  se numeşte elementul de volum. 

 Teorema 7.4 (Criteriul lui Darboux) 

 FuncŃia mărginită 3:f D ⊂ →ℝ ℝ  este integrabilă Riemann pe V D⊆  dacă şi 

numai dacă oricare ar fi 0 există 0εε > δ >  astfel încât pentru orice diviziune 

 a lui  cu V ε∆ ∆ < δ  să avem  

( ) ( )S f s f∆ ∆− < ε . 

Teorema 7.5. Orice funcŃie continuă 3:f V ⊂ →ℝ ℝ  este integrabilă 

pe V. 
 Din definiŃia integralei triple rezultă următoarele proprietăŃi (presupunem că 
integralele există): 

 a) volumul domeniului V este volum d d d
V

V x y z= ∫∫∫ ; 

b) liniaritatea integralei triple este dată de formulele: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2, , , , d d d , , d d d , , d d d ,

, d d d , d d d , ,

V V V

V V

f x y z f x y z x y z f x y z x y z f x y z x y z

f x y x y z f x y x y z

+ = +  

α =α α∈

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫ ℝ

 

c) dacă V este împărŃit în două subdomenii 1 2 şi V V  printr-o suprafaŃă, atunci: 

( ) ( ) ( )
1 2

, d d d , d d d , d d d
V V V

f x y x y z f x y x y z f x y x y z= +∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ; 

d) ( ) ( ), , 0,  ,f x y z x y D≥ ∀ ∈  implică 

( ), , d d d 0
V

f x y z x y z ≥∫∫∫ ; 

e) are loc inegalitatea 

( ) ( ), d d d , , d d d
V V

f x y x y z f x y z x y z≤∫∫∫ ∫∫∫ . 

 Calculul integralei triple se reduce la calculul succesiv a trei integrale simple. 

 Teorema 7.6. Fie [ ] [ ] [ ] 3: , , ,f V a b c d e g= × × ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie mărginită şi 

integrabilă pe V, astfel încât pentru orice ( ) [ ] [ ], , ,x y a b c d∈ ×  există integrala: 

( ) ( ), , d : ,
g

e

f x y z z F x y=∫ . 

Atunci funcŃia [ ] [ ]: , ,F a b c d× →ℝ  este integrabilă pe [ ] [ ], ,a b c d× →ℝ  şi are 

loc relaŃia: ( ) ( ), , d d d , , d d d
g

V D e

f x y z x y z f x y z x x y
 
 =
 
 

∫∫∫ ∫∫ ∫ , 

unde am notat  [ ] [ ]: , ,D a b c d= × . 

 DefiniŃia 7.7. 3V ⊂ℝ  se numeşte domeniu simplu în raport cu axa Oz dacă 

( ) ( ) ( ) ( ){ }3, , , ,  , ,V x y z x y D x y z x y= ∈ ∈ ϕ ≤ ≤ ψℝ , 

unde funcŃiile 2, : Dϕ ψ ⊂ →ℝ ℝ  sunt continue. 

 Teorema 7.8. Fie 3V ⊂ℝ  un domeniu simplu în raport cu axa Oy şi :f V →ℝ  o 

funcŃie mărginită şi integrabilă astfel încât pentru orice ( ),x y D∈  există integrala 

( ) ( )
( )

( ),

,

, , d : ,

x y

x y

f x y z z F x y

ψ

ϕ

=∫ . 

Atunci funcŃia :F D →ℝ  este integrabilă pe D şi are loc relaŃia:  
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( ) ( )
( )

( ),

,

, , d d d , , d d d

x y

V D x y

f x y z x y z f x y z z x y

ψ

ϕ

 
 =
 
 

∫∫∫ ∫∫ ∫ . 

Dacă domeniul 2D ⊂ ℝ  este simplu în raport cu axa Oy, 

( ) ( ) ( ){ }2, ,  D x y a x b u x x v x= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ℝ , 

iar 2V ⊂ℝ  un domeniu simplu în raport cu axa Oz, 

( ) ( ) ( ) ( ){ }3, , , , , ,V x y z x y D x y z x y= ∈ ∈ ϕ ≤ ≤ ψℝ , 

atunci avem următoarea formulă de calcul pentru integrala triplă: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ,

,

, , d d d d d , , d

v x x yb

V a D u x x y

f x y z x y z x y f x y z z

ψ

ϕ

=∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ . 

Pentru calculul integralelor triple pe domenii mai complicate, împărŃim aceste domenii 
cu ajutorul unor plane paralele cu planele de coordonate, în subdomenii care sunt simple în 
raport cu una din axe, apoi folosim formulele anterioare şi proprietatea de aditivitate a 
integralei triple. 

 Fie 3V ′ ⊂ℝ  un domeniu compact, raportat la sistemul de referinŃă cartezian Ouvw, 
având frontiera S ′ , care este o suprafaŃă închisă netedă. Să considerăm transformarea regulată 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 3
1

, , ;

, ,
: , , ;     , , ;  0  pe  

, ,

, , ,

x f u v w

D f g h
T y g u v w f g h C V V

D u v w

z h u v w

 =



= ∈ ≠ ⊂

 =

ℝ , 

unde 1V  este o mulŃime deschisă ce conŃine compactul 3V ′ ⊂ℝ . Atunci când ( ), ,u v w  

parcurge pe ( ),  , ,V x y z′  prin transformarea regulată T parcurge compactul 3V ⊂ℝ  

raportat la sistemul de referinŃă cartezian Oxzy. În acest caz, spunem că domeniul 3V ⊂ℝ  

este imaginea domeniului 3V ′ ⊂ℝ  prin transformarea regulată T şi se scrie ( )V T V ′= , iar 

frontiera S a domeniului V este imaginea frontierei S ′  prin transformarea regulată T, adică 

( )S T S ′= . În aceste condiŃii are loc formula schimbării de variabilă în integrala triplă. 

 Teorema 7.9. (Formula schimbării de variabilă în integrala triplă) 

 Fie 3:F V ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie continuă pe V. Atunci: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

, ,
, , d d d , , , , , , , , d d d

, ,
V V

D f g h
F x y z x y y F f u v w g u v w h u v w u v w

D u v w
′

=∫∫∫ ∫∫∫ . 

Să considerăm trecerea de la coordonatele carteziene , ,x y z  la coordonatele sferice 

, ,ρ θ ϕ  prin 
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[ ] [ ] [ ]
sin cos ;

: sin sin ;    0, , 0, , 0,2

cos ;

x

T y R

z

= ρ θ ϕ


= ρ θ ϕ ρ∈ θ∈ π ϕ∈ π
 = ρ θ

, 

unde 

( )
( )

2, ,
sin

, ,

D x y z

D
= ρ θ

ρ θ ϕ
. 

În acest caz formula de schimbare de variabilă în integrala triplă devine: 

( )

( ) 2

, , d d d

sin cos , sin sin , cos sin d d d .

V

V

F x y z x y y

F
′

=

= ρ θ ϕ ρ θ ϕ ρ θ ρ θ ρ θ ϕ

∫∫∫

∫∫∫
 

Mai general, se poate considera transformarea regulată 

[ ] [ ] [ ]
sin cos ;

: sin sin ;     0,1 , 0, , 0,2

cos ;

x a

T y b

z

= ρ θ ϕ


= ρ θ ϕ ρ∈ θ∈ π ϕ∈ π
 = ρ θ

, 

unde 

( )
( )

2, ,
sin

, ,

D x y z
abc

D
= ρ θ

ρ ϕ θ
, 

care permite trecerea de la coordonatele carteziene , ,x y z  la coordonatele sferice 

generalizate , ,ρ θ ϕ . 
 De asemenea, se utilizează trecerea de la coordonate carteziene la coordonate 
cilindrice prin transformarea regulată 

[ ] [ ] [ ]
cos ;

: sin ;       0, , 0,2 , 0,

;

x

T y R h

z z

= ρ ϕ


= ρ ϕ ρ∈ θ∈ π ϕ∈
 =

, 

unde 

( )
( )

, ,

, ,

D x y z

D z
= ρ

ρ ϕ
. 

În acest caz, formula de schimbare de variabilă în integrala triplă devine: 

( ) ( ), , d d d cos , sin , d d d
V V

F x y z x y z F z z
′

= ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕ∫∫∫ ∫∫∫ . 

Cele mai importante aplicaŃii ale integralelor triple sunt: 

a) Fie 3V ⊂ℝ  un domeniu compact a cărui frontieră este urma unei suprafeŃe închise 
netede (sau netedă pe porŃiuni). Volumul domeniului V este dat de formula 

( )volum d d d
V

V x y z= ∫∫∫ . 
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b) Să considerăm un corp material neomogen ce ocupă în spaŃiu domeniul compact 
3V ⊂ℝ  şi presupunem cunoscută densitatea în fiecare punct a corpului material dată de 

funcŃia continuă 3:V +ρ ⊂ →ℝ ℝ . Masa corpului material este 

( ), , d d d
V

M x y z x y z= ρ∫∫∫ , 

iar coordonatele centrului de greutate ( )G G G, ,x y z  sunt date de formulele: 

( )G
1

, , d d d
V

x x x y z x y z
M

= ρ∫∫∫ ; 

( )G
1

, , d d d
V

y y x y z x y z
M

= ρ∫∫∫ ; 

( )G
1

, , d d d
V

z z x y z x y z
M

= ρ∫∫∫ . 

c) Momentele de inerŃie faŃă de axele de coordonate ale unui corp material, de 
densitate ρ  care ocupă domeniul V, sunt date de egalităŃile: 

( ) ( )2 2
O , , d d dx

V

I x z x y z x y z= + ρ∫∫∫ ; 

( ) ( )2 2
O , , d d dy

V

I x z x y z x y z= + ρ∫∫∫ ; 

( ) ( )2 2
O , , d d dz

V

I x z x y z x y z= + ρ∫∫∫ . 

Momentele de inerŃie faŃă de planele de coordonate ale aceluiaşi corp sunt 

( )2
O , , d d dx y

V

I z x y z x y z= ρ∫∫∫ ; 

( )2
O , , d d dx z

V

I y x y z x y z= ρ∫∫∫ ; 

( )2
O , , d d dy z

V

I x x y z x y z= ρ∫∫∫ , 

iar momentul de inerŃie faŃă de originea axelor de coordonate este 

( ) ( )2 2 2
O , , d d d

V

I x y z x y z x y z= + + ρ∫∫∫ . 

 d) Fie un corp material neomogen care ocupă în spaŃiu domeniul compact 3V ⊂ℝ  şi 
presupunem cunoscută densitatea în fiecare punct al corpului material dată de funcŃia continuă 

3:Vρ ⊂ℝ  şi presupunem cunoscută densitatea în fiecare punct al corpului material dată de 

funcŃia continuă 3:V +ρ ⊂ →ℝ ℝ . 

 PotenŃialul newtonian al corpului în punctul ( )P , ,a b c  este dat de formula 
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( ) ( )
( )

, ,
, , d d d

, ,
V

x y z
U a b c x y z

r x y z

ρ
= ∫∫∫ , 

unde ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
, ,r x y z x a y b z c= − + − + −  este distanŃa dintre punctul curent 

( )M , ,x y z V∈  şi punctul ( )P , ,a b c . 

 Corpul material neomogen atrage punctul material ( )P , ,a b c  de masă m cu o forŃă 

F  (îndreptată spre corpul material) ale cărei proiecŃii pe axele de coordonate sunt: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3

3

3

, , d d d ,
, ,

, , d d d ,
, ,

, , d d d ,
, ,

x

V

y

V

z

V

x a
F K m x y z x y z

r x y z

y b
F K m x y z x y z

r x y z

z c
F K m x y z x y z

r x y z

−
= ⋅ ⋅ ρ

−
= ⋅ ⋅ ρ

−
= ⋅ ⋅ ρ

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

 

unde K este constanta atracŃiei universale. 
 

2 Probleme rezolvate 

 
 1   Să se calculeze volumul corpului mărginit de 0,   0,   0x y z≥ ≥ ≥  

21 ,   1z y x y≤ − + ≤ . 

Rezolvare. Volumul unui corp este dat de expresia 

Vol d d d
V

x y z= ∫∫∫ , 

unde 

( ) [ ]{ }2, , 0,1 , 0 1 , 0 1V x y z x y x z y= ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤ − , 

domeniu simplu în raport cu axa Oz (în spaŃiu) şi axa Oy (în plan). Rezultă: 

( )

( )

2 111 1 1 1 1 3
2

00 0 0 0 0 0

1 3

0

Vol d d d d 1 d 1 d
3

1 1 1 5
      1 d 1 .

3 2 12 12

y xyx x

y

y
x y z x y y x x

x
x x

= −−− −

=

 
 = = − = − − =
 
 

 −
 = − − = − − =
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

 2   Să se calculeze volumul corpului sferic 

( ){ }2 2 2, ,V x y z x y z R= + + ≤ . 

Rezolvare. Coordonatele sferice , ,ρ θ ϕ  sunt legate de coordonatele carteziene prin 
relaŃiile  

sin cos , sin sin , cosx y z= ρ θ ϕ = ρ θ ϕ = ρ θ  
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cu 

[ ] [ ] 20 , 0, , 0,2  şi  sinR J≤ ρ ≤ θ∈ π ϕ∈ π = ρ θ  (Jacobianul). 

Aşadar: 
2 3

2 2

0 0 0 0 0

4
d d d d d sin d 2 sin d d

3

R R

V

R
x y z

π π π
π

= ϕ θ ρ θ ρ = π θ θ ρ ρ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
 3   Să se calculeze volumul elipsoidului 

( )
2 2 2

2 2 2
, , 1

x y z
V x y z

a b c

  
= + + ≤ 
  

. 

Rezolvare. Aplicăm coordonatele sferice generalizate 
sin cos , sin sin , cosx a y b z c= ρ θ ϕ = ρ θ ϕ = ρ θ  

Cu [ ] [ ]0 1,  0, ,  0,2≤ ρ ≤ θ∈ π ϕ∈ π . Jacobianul transformării este 2 sinJ abc= ρ θ . 

2 1
2

0 0 0

4
Vol d d d d sin d d

3
V

x y z abc abc
π π

π
= = ϕ θ θ ρ ρ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Dacă a b c R= = = , se obŃine volumul corpului sferic. 
4   Să se calculeze volumul cilindrului 

( ){ }2 2 2, , , 0V x y z x y R z h= + ≤ ≤ ≤ . 

Rezolvare. Trecând la coordonate cilindrice 
cos ,  sin ,   şi  x y z z J= ρ θ = ρ θ = = ρ , 

obŃinem: 
2 2

2

0 0 0

Vol d d d d d d 2
2

R h

V

R
x y z z h R h

π

= = θ ρ ρ = π = π∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

 5   Să se calculeze următoarele integrale triple: 

d d d
V

I xyz x y z= ∫∫∫ , 

unde V este delimitat de suprafeŃele 0,  0,  0,  1x y z x y z= = = + + = . 

Rezolvare. Domeniul 

( ){ }, , 0 1,  0 1,  0 1 ,  0 1V x y z x x y x z x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ − −  

este un domeniu simplu în raport cu axa Oz. Rezultă: 
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( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1 1 1 2

0 0 0 0 0

11 2 2 3 2 4 2 2 3 2 3

0 0

2 33 24 2 42

1
d d d d d

2

1
d

2 4 4 8 2 3 3

1 11 1 1
.

4 8 2 3 24

x yx x

y xx

y

xy x y
I x y xyz z x y

xy x y xy x y xy x y xy x y
y

x x x x x xx x x x x x

− −− −

= −−

=

− −
= =

 − −
= + + − − + =  
 

+ − − −− − −
= + − − =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫  

Deci: 

( ) ( )
1 14

2 3 4

0 0

1
2 3 4 5 6

0

1 1
d 1 4 6 4 d

24 24

1 4 6 4 1
  .

24 2 3 4 5 6 720

x

x

x x
I x x x x x x x

x x x x x
=

=

−
= = − + − + =

 
= − + − =  

 

∫ ∫
 

 

 6   2 2 2d d d
V

I x y z z y z= ∫∫∫ , unde V este elipsoidul 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + ≤ . 

 Rezolvare. Facem schimbarea de variabile sin cos ,x a= ρ θ ϕ  sin sin ,y b= ρ θ ϕ  

cosz c= ρ θ  cu [ ] [ ] [ ]0,1 , 0, , 0,2ρ∈ θ∈ π ϕ∈ π , 2 sinJ abc= ρ θ . 

2 1
3 3 3 2 2 5 2 8

0 0 0

sin cos d sin cos d dI a b c
π π

= ϕ ϕ ϕ θ θ θ ρ ρ =∫ ∫ ∫  

23 3 3
2 2 5 2

0 0

sin cos d sin cos d
9

a b c
π π

= ϕ ϕ ϕ θ θ θ =∫ ∫  

2 23 3 3 3 3 3
2 2 2

0 0

16 4
  sin cos d sin 2 d

945 945

a b c a b c
π π

= ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ =∫ ∫  

3 3 3 3 3 32

0

4 sin 4
.

945 8 32 945

a b c a b cπϕ ϕ π = − = 
 

 

  7   Să se determine coordonatele centrului de greutate al corpului cuprins între 

paraboloidul 2 21z x y= − −  şi planul 0z = . 

 Rezolvare. Calculăm volumul şi momentele statice faŃă de planele de coordonate 
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( )

( ) ( ){ }

2 21
2 2

0

2 1
2 2 2 2

0 0

d d d d d d 1 d d

   d 1 d ,  unde  , 1 .
2

x y

V D D

V x y z x y z x y x y

D x y x y

− −

π

 
 = = = − − =
 
 

π
= θ ρ − ρ ρ = = + ≤ ⊂

∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫

∫ ∫ ℝ

 

( )

( )

2 21
2 2

O

0

2 1 2 2
2 2

0
0 0 0

d d d d d d 1 d d

4 4
        cos d 1 d cos d sin 0.

15 15

x y

y z

V D D

S x x y z x x y z x x y x y
− −

π π π

= = = − − =

= θ θ ρ − ρ ρ = θ θ = θ =

∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

 

( )

( ) ( )

2 21
2 2

O

0

1 2 2 2
2 2

0
0 0 0

d d d d d d 1 d d

4 4
        1 d sin d sin d cos 0.

15 15

x y

x z

V D D

S y x y z y x y z y x y x y
− −

π π π

= = = − − =

= ρ − ρ ρ θ θ = θ θ = − θ =

∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )

2 21

O

0

2 1
2 22 2 2

0 0

d d d d d d

1
        1 d d d 1 d .

2 6

x y

x y

V D

D

S z x y z x y z z

x y x y

− −

π

= = =

π
= − − = θ − ρ ρ ρ =

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

 

 Rezultă coordonatele centrului de greutate: 

O OO
G G G

1
0;   0;   

3
y z x yx zS SS

x y z
V V V

= = = = = = . 

 

  8   Să se calculeze momentul de inerŃie faŃă de planul ( )Oy z  al unui sfere cu centrul 

în origine şi de densitate constantă ρ . 
 Rezolvare. 

2
O 0 d d dy z

V

I x x y z= ρ ∫∫∫ , unde  

( ){ }2 2 2 2, ,V x y z x y z= + + ≤ ℝ . 

 Folosind coordonatele sferice 

sin cosx = ρ θ ϕ , sin sin ,y = ρ θ ϕ  cosz = ρ θ , 2 sinj = ρ θ  

se obŃine 
2 5

2 3 4
O

0 0 0

4
cos d sin d d

15

R

y z
R

I
π π

π
= ϕ ϕ θ θ ρ ρ =∫ ∫ ∫ . 
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  9   Să se calculeze integrala 2 2 d d d
V

x y x y z+∫∫∫ , domeniul V fiind limitat de 

suprafeŃele 2 2 2;  1x y z z+ = = . 

 Rezolvare. 

( )

2 2

O

2 2

12 2 2 2

2 2 2 2

1

d d d d d d

1 d d .

x y

x y
V pr V

x y

x y x y z x y z x y

x y x y x y

+

+ ≤

 + = + = 
 

= + − −

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫∫
 

z

y

x

O

 
Fig. 7.1 

Trecând la coordonate polare 
[ )
[ )

cos , 0, ;

sin , 0,2 ,

x

y a

 = ρ θ ρ∈ ∞


= ρ θ θ∈
 domeniul 

( ){ }2 2, 1D x y x y= + ≤  devine ( ) ( ] [ ){ }, 0,1 , 0,2∆ = ρ θ ρ∈ θ∈ π  şi deoarece 

Jacobianul transformării este 0ρ ≠  obŃinem că: 

( ) ( )
2 2

2 12 2 2 2 2

0 0
1

1 d d 1 d d
6

x y

x y x y x y
π

+ ≤

π
+ − + = ρ −ρ ρ θ =∫∫ ∫ ∫ . 

  10   Să se calculeze valoarea integralei 

( )1 d d d , , , , 0
sP q r

D

x y z x y z x y z p q r s− − − >∫∫∫ , 

unde ( ){ }3, , 1 0,  , , 0D x y z x y z x y z= ∈ + + − ≤ ≥ℝ . 

 
 Rezolvare. FuncŃia integrant este continuă şi domeniul este simplu în raport cu Oz. 
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z

( )C 0,0,1

( )0,1,0

B y
O

( )1,0,0
A

x  

Fig. 7.2 

 Folosind teorema lui Fubini deducem 

( ) ( )
1

0
AOB

1 d d d 1 d d d
x ys sp q r p q r

D

x y z x y z x y z x y z x y z z z y
− − − − − = − − − 

 ∫∫∫ ∫∫ ∫ . 

Făcând în această integrală schimbarea de variabilă ( )1z x y u= − − , integrala 

devine: 

( ) ( )

( ) ( )

1
1

AOB 0

1 1
1

0 0

1 1 d d d

  1, 1 1 d d .

r s sp q r

x
r sp q

I x y x y u u u x y

B r s x y x y x y

+ +

−
+ +

 
 = − − − =
 
 

= + + − −

∫∫ ∫

∫ ∫
 

 Cu schimbarea de variabilă ( )1y x v= −  integrala devine 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 1

0 0
1, 1 1 1 d d

  1, 1 1, 2 1, 3

1 1 1 1
  .

4

q r s r sp qI B r s x x v v v x

B r s B q r s B p q r s

r s q p

p q r s

+ + + + += + + − − =

= + + + + + + + + + =

Γ + Γ + Γ + Γ +
=

Γ + + + +

∫ ∫
 

  11   Să se afle volumul corpului Ω  limitat de suprafeŃele 2 2x y az+ =  şi 

2 22z a x y= − +  ( )0a > . 

 Rezolvare. Paraboloidul de rotaŃie 
2 2x y

z
a

+
=  şi conul 2 22z a x y= − +  se 

intersectează după cercul 2 2 2z a x y a= + =  a cărui proiecŃie în planul Ox y  este 
2 2 20,  z x y a= + = . 
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2a

a

y

x

z

O

 
Fig. 7.3 

 În aceste condiŃii volumul corpului Ω  va fi 
2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2

2 2
2 2

3 32 2

0 0

d d d

2 d d

5
2 d d .

6

a x y

x a

ax y a

x y a

a

z x y

x a
a x y x y

a

a
a

a

− +

+

+ ≤

+ ≤

π

 
= 

 
 

 +
= − + − =  

 

 ρ π
= ρ −ρ − ρ θ = 

 

∫∫ ∫

∫∫

∫ ∫

 

 
  12   Să  se  calculeze  volumul  corpului  Ω   limitat  de  suprafeŃele 

2 2 2 2x y z az+ + =  şi 2 2 2x y z+ ≤ . 

 Rezolvare. Sfera ( )22 2 2x y z a a+ + − =  intersectează conul 2 2 2z x y= +  după 

curba 2 2 2,  z a x y a= + =  care se proiectează în planul Ox y  în curba 
2 2 20,  z x y a= + = . În aceste condiŃii volumul corpului limitat de cele două suprafeŃe va fi  

( )

2 2

2 2 2
2 2 2

3 3 32 22 2 2 3

0 0 0

d d d d d d

1
d d d .

3 2 3 3

x y

a a x y
x y a

a

V x y z z x y

a a a
a a a

+

− − −
Ω + ≤

π π

 
= = = 

 
 

π
= ρ − ρ + ρ −ρ ρ θ = − + θ =

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫
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a

z

y

x

O

 

Fig. 7.4 
 
  13   Să  se  calculeze  volumul  corpului  cuprins  între  suprafeŃele 

2 24 ,  2z y z y= − = +  şi 1, 2x x= − = . 

 Rezolvare. Corpul cuprins între cilindrii 24z y= −  şi 2 2z y= +  se proiectează în 

planul Oy z  în domeniul ABCD. 

În aceste condiŃii volumul corpului va fi  

( )

2

2

2 1 4

1 1 2

2 1 2

1 1

d d d d d d

4
   2 2 d d 4 3 8.

3

y

y
V x y z z y x

y y x

−

− − +
Ω

− −

  
= = =     

  = − = − =   
   

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

 

D

y

z

O

B

A C

211−2−

 
Fig. 7.5 
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  14   DeterminaŃi  centrul  de  greutate  al  unui  corp  având  forma  unei semisfere 

0z ≥  şi 2 2 2 2x y z a+ + ≤  ştiind că densitatea într-un punct oarecare al solidului este 

proporŃională cu distanŃa de la acest punct la centrul sferei. 
 Rezolvare. Coordonatele centrului de greutate se calculează cu ajutorul formulelor: 

( )

( )
G

, , d d d

, , d d d

x y z x x y z

x
x y z x y z

Ω

Ω

γ

=
γ

∫∫∫

∫∫∫
; 

( )

( )
G

, , d d d

, , d d d

x y z y x y z

y
x y z x y z

Ω

Ω

γ

=
γ

∫∫∫

∫∫∫
;  

( )

( )
G

, , d d d

, , d d d

x y z z x y z

z
x y z x y z

Ω

Ω

γ

=
γ

∫∫∫

∫∫∫
, 

unde ( ), ,x y zγ  este densitatea corpului Ω  în punctul ( ), ,x y z . 

 Trecând la coordonate sferice, vom obŃine relaŃiile 

( )

/ 2 2
2 2 2 2

0 0 0

4 4/ 2

0

d d d sin d d d

    2 cos
4 2

a

M k x y z x y z k

a k a
k

π π

Ω

π

= ⋅ + + = ⋅ρ ⋅ρ θ ρ ϕ θ =

π
= ⋅ π ⋅ − θ =

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
 

/ 2 2
2 2 2 3

0 0 0

d d d sin cos sin d d d 0
a

xM x k x y z x y z k
π π

Ω

= ⋅ ⋅ + + = ρ θ ϕ⋅ρ θ ρ ϕ θ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

/ 2 2
2 2 2 3

0 0 0

d d d sin sin sin d d d 0
a

yM y k x y z x y z k
π π

Ω

= ⋅ ⋅ + + = ρ θ ϕ⋅ρ θ ρ ϕ θ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

/ 2 2
2 2 2 3

0 0 0

5 5/ 2

0

d d d cos sin sin d d d

cos2
      2 .

5 4 5

a

zM z k x y z x y z k

a ka
k

π π

Ω

π

= ⋅ ⋅ + + = ρ θρ θ θ ρ ϕ θ =

θ π = π − = 
 

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
 

ObŃinem deci G G0,  0x y= =  şi G
2

5

a
z = . 

  15   CalculaŃi integrala 

( )
2 2 2 2

2

2 2 4 3 2

0 2 0
3 d d d

r rx x r x y

rx x
x y z y x

− − −

− −

  
 +     

∫ ∫ ∫ , 

determinând domeniul de integrare. 
 Rezolvare. Domeniul de integrare Ω  este determinat de intersecŃia cilindrului 

2 2 2x y rx+ =  cu semisfera ( )2 2 2 24 0x y z r z+ + = ≥ . 
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Fig. 7.6 

 Trecând la coordonate cilindrice 

cos ,   0,

sin ,   , ,
2 2

,            ,

x

y

z z z

= ρ θ ρ ≥
 π π  = ρ θ θ∈ −   
 = ∈ ℝ

 

integrala devine 

( ) ( )
2 2 2

2 2

42 2 2 2

0
2

2 2 cos 2 2 2

0

2

2 cos 3 2 2 52
0 0

3 d d d 3 d d d

3 4 d d

1036 64
2 3 4 d d .

75 5

r x y

x y rx

r

r

x y x y z x y z x y

r

r r

− −

Ω + ≤

π

θ

π
−

π
θ

 
+ = + = 

 
 

 = ρ − ρ ρ ρ θ = 
 

  = ρ − ρ ρ θ = + π   
   

∫∫∫ ∫∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

  16   Să se calculeze integrala 

2 2 2

2 2 2
1 d d d

x y z
x y z

a b c
Ω

− − −∫∫∫ , 

dacă Ω  este domeniul compact mărginit de elipsoidul 
2 2 2

2 2 2
1 0

x y z

a b c
+ + − ≤ . 

 Rezolvare. Trecând la coordonate sferice generalizate 

[ ]
[ ]
[ ]

sin cos , 0,1 ,

sin sin , 0, ,  

cos , 0,2 ,

x a

y b

z c

= ρ θ ϕ ρ∈


= ρ θ ϕ θ∈ π
 = ρ θ ϕ∈ π

 

Jacobianul transformării este 2 sinJ abc= ρ θ  şi integrala devine 
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22 1 22 2

0 0 0 0 0
1 sin d d d sin d d .

16 4
J abc abc abc

π π π π π π
= − ρ ⋅ρ θ ρ ϕ θ = θ ϕ θ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

 

a

x

c−

c

ybb−

a−

z

 

Fig. 7.7 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 206 

3. Test de autoevaluare 

 

1. Să se calculeze volumele domeniilor din 3
ℝ : 

a) ( ){ }2 2 2 2 2, , , 0V x y z x y a z x y= + ≤ ≤ ≤ + ; 

b) ( ){ }2 2 2 2 2, , 5, 4V x y z x y z x y z= + + ≤ + ≤  

Răspuns : a) 
4

2

aπ
;  b)  ( )2

5 5 4
3

π
− . 

 2.   Să se calculeze: 245 d d d
V

x y x y z∫∫∫ , unde 

( ){ }, , 0,  0,  0,  4 2 8V x y z x y z x y z= ≥ ≥ ≥ + + ≤ . 

 Răspuns. 128 . 
 

 3. d d d
V

z x z y∫∫∫ , unde domeniul V este mărginit de sferele 2 2 2 2x y z R+ + =  şi 

( )22 2 2x y z R R+ + − = . 

 Răspuns. 
45

24

Rπ
. 

 4. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate a jumătăŃii superioare a unui 
elipsoid omogen de semiaxe , ,a b c . 

Răspuns. G G G
3

0;  0;  
8

c
x y z= = = . 

 
 5. Să se calculeze 

( )2 2 2

3

e d d d
x y z

x y z
− + +

∫∫∫
ℝ

. 

 Răspuns. π π . 

6) Să se calculeze ( )2 2 d d dx y x y z
Ω

+∫∫∫  dacă domeniul 

( ){ }2 2 2 2 2, , 0,  x y z z r x y z RΩ = ≥ ≤ + + ≤ , , ;  r R r R∗
+∈ <ℝ . 

Răspuns. ( )5 54

15
R rπ − . 

 7. Să se calculeze volumul corpului mărginit de suprafeŃele următoare: 

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 21;  16;  ;

0;  0;  0 0, 0, 0 .

x y z x y z z x y

x y z x y z

+ + = + + = = +

= = = ≥ ≥ ≥
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Răspuns. 
( )21 2 2

4

−
π . 

 8. Să se calculeze 
2 2 2

2 2 2
d d d

x y z
x y z

a b c
Ω

 
+ +  

 
∫∫∫  dacă domeniul Ω  este limitat de 

suprafaŃa 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = . 

Răspuns. 
4

5
abcπ . 

 9. Să se calculeze volumul corpului Ω  limitat de suprafeŃele  

( )2 2 2 2,  0az x y z x y a= + = + > . 

Răspuns. 
3

6

aπ
. 

 10. Să se calculeze volumul corpului limitat de sfera 2 2 2 4x y z+ + =  şi suprafaŃa 
2 2 3x y z+ =  (interiorul acestei suprafeŃe). 

Răspuns. 
19

6

π
. 

 11. Din porŃiunea bilei 2 2 2x y z c+ + ≤  aflată în primul octant 

( )0;  0;  0x y z≥ ≥ ≥  se decupează un corp OABC limitat de planele de coordonate şi de 

planul ( )1 0 ;  , , 0
x y

a c b c a b c
a b
+ − = ≤ ≤ > . 

 DeterminaŃi masa acestui corp dacă în fiecare punct densitatea sa este egală cu z . 

Răspuns. ( )2 2 26
24

ab
c a b− − . 

 12. DeterminaŃi coordonatele centrului de greutate şi momentele de inerŃie ale 

piramidei formată de planele 0, 0, 0; 1;  , ,
x y z

x y z a b c
a b c

∗
+= = = + + = ∈ℝ . 

 Răspuns. 

( )

G G G

3 3 3

2 2 2
0

,   ,  ;
4 4 4

,  ,  ;
60 60 60

.
60

x y z

a b c
x j z

a bc b ac c ab
J J J

abc
J a b c

 = = =



= = =



= + +

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LECłIA  12 - INTEGRALE DE SUPRAFAłĂ 

1. NoŃiuni  teoretice 

 
 DefiniŃia 8.1. Se numeşte pânză parametrizată netedă orice aplicaŃie 

2 3:s D ⊂ →ℝ ℝ  de clasă 1C  pe mulŃimea deschisă D. 

 În felul acesta oricărui punct ( ),u v D∈  îi corespunde un punct ( ),s u v  din 3
ℝ  

având coordonatele 

( )
( )
( )

( )
,

, , , .

,

x f u v

y g u v u v D

z h u v

=


= ∈
 =

 

 Aceste relaŃii se numesc ecuaŃiile parametrice ale pânzei s sau reprezentarea 

parametrică a pânzei s. Pânza s se numeşte simplă dacă s este injectivă. MulŃimea ( ):S s D=  

se numeşte urma pânzei s. De multe ori notăm suprafaŃa cu S. 

 DefiniŃia 8.2. O pânză netedă 2 3:s D ⊂ →ℝ ℝ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,s u v f u v g u v h u v=  

se numeşte nesingulară dacă în fiecare punct ( ),u v D∈ , matricea jacobiană a 

lui s 

f g h

u u u
f g h

v v v

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂  
∂ ∂ ∂ 

 

are rangul maxim, adică are rangul doi. 
 În spaŃiu alegem reperul ortogonal Oxyz  de versori , ,i j k . Atunci punctul curent 

( ) ( ) ( )( ), , , , ,f u v g u v h u v  al urmei lui s are vectorul de poziŃie r dat de relaŃia 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,r u v f u v i g u v j h u v k= + + . 

Să considerăm vectorii 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,u
f g h

r u v u v i u v j u v k
u u u

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,v
f g h

r u v u v i u v j u v k
v v v

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

. 

 Fie ( )0 0,u v D∈ . Planul care trece prin punctul ( )0 0 0P , ,x y z , unde 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0, ,  , ,  ,x f u v y g u v z h u v= = = , paralel cu vectorii ( )0 0,ur u v  şi 

( )0 0,vr u v  se numeşte planul tangent la s în punctul ( )0 0,u v . Acest plan are ecuaŃia: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, , , 0

, , ,

x x y y z z

f g h
u v u v u v

u u u
f g h

u v u v u v
v v v

− − −

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 

Versorul-normală la suprafaŃa s în punctul ( )0 0,u v  este 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0

, ,
,

, ,
u v

u v

r u v r u v
n u v

r u v r u v

×
=

×
, unde u v

i j k

f g h
r r

u u u
f g h

v v v

∂ ∂ ∂
× =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 

Dacă notăm cu 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

, , ,
,  ,  

, , ,

D g h D h f D f g
A B A

D u v D u v D u v
= = , observăm că 

( ) ( ) 2 2 2
0 0 0 0, ,u vr u v r u v A B C× = + + şi versorul-normalei la suprafaŃa s în punctul 

( )0 0,u v  are expresia 
2 2 2

Ai Bj Ck
n

A B C

+ +
=

+ +
, unde am renunŃat la specificarea punctului 

( )0 0,u v . 

Dacă notăm cu 

2 2 2

,
f g h

E
u u u

∂ ∂ ∂     = + +     ∂ ∂ ∂     
 ,

f f g g h h
F

u v u v u v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2 2
f g h

G
v v v

∂ ∂ ∂     = + +     ∂ ∂ ∂     
 atunci avem identitatea 2 2 2 2 0.A B C EG F+ + = − >  

 Două pânze parametrizate netede 2 3:s D ⊂ →ℝ ℝ  şi 2 3
1 1:s D ⊂ →ℝ ℝ  

( 1 şiD D  deschişi) se numesc echivalente şi se notează 1s s∼ , dacă există o funcŃie bijectivă 

( ) ( )1 1 1
1: ,  C ,  CD D D D−ϕ → ϕ∈ ϕ ∈ , astfel încât jacobianul lui ϕ  să fie strict pozitiv 

în fiecare punct al deschisului D şi 1s sϕ =� . FuncŃia ϕ  se numeşte schimbare de parametri. 

 Dacă 1s s∼ , atunci urmele celor două pânze parametrizate netede coincid. RelaŃia 

„~” este o relaŃie de echivalenŃă în mulŃimea pânzelor parametrizate netede. 
  

DefiniŃia 8.3. Se numeşte suprafaŃă parametrizată netedă o clasă de echivalenŃă de 
pânze parametrizate netede. 

 Să considerăm suprafaŃa 2 3
1:s D ⊂ →ℝ ℝ  netedă, definită pe mulŃimea deschisă 

1D , având reprezentarea parametrică: 
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( )
( ) ( )
( )

1

,

: , ,   , .

,

x f u v

s y g u v u v D

z h u v

=


= ∈
 =

 

Dacă 1D D⊂  este un domeniu compact din 2
ℝ , atunci mulŃimea ( )s D S=  

reprezintă o porŃiune din suprafaŃa netedă dată. Presupunem că suprafaŃa s este simplă şi 
nesingulară. 

 DefiniŃia 8.4. Se numeşte aria porŃiunii de suprafaŃă 3S ⊂ ℝ  numărul real pozitiv: 
2 2 2 2aria d d d d d du v

D D D

S r r u v A B C u v EG F u v= × = + + = −∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

Forma diferenŃială 
2 2 2 2d d d d d d du vr r u v A B C u v EG F u vσ = × = + + = −  

se numeşte elementul de arie al suprafeŃei S. 

 Integrala dublă 2 2 2 d d
D

A B C u v+ +∫∫  este independentă de reprezentarea 

parametrică a suprafeŃei S. 

 Dacă suprafaŃa S este dată explicit de ecuaŃia ( ) ( ) 2, ,  ,z f x y x y D= ∈ ⊂ ℝ , 

Atunci 2 2aria 1 d d
D

S p q x y= + +∫∫ , unde ,  
f f

p q
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

. 

 Fie 2D ⊂ ℝ  o mulŃime compactă şi suprafaŃa netedă, simplă, nesingulară 

( )
( ) ( )
( )

,

: , , , ,

,

x f u v

s y g u v u v D

z h u v

=


= ∈
 =

 

unde ( )1, , Cf g h D∈ . Să considerăm funcŃia 3:F S ⊂ →ℝ ℝ  şi o diviziune 

( )1 2, ,..., ps s sδ =  a suprafeŃei S. Definim suma 

( ) ( )
1

, , , , , aria ,
p

k k k k k k k
k

F n F sδ
=

σ ξ ζ = ξ η ζ ⋅∑  

unde ( ), , ,  1k k k ks k pξ η ζ ∈ ≤ ≤ . Deoarece 

( )
( )
( )

,

, , 1 ,

,

k k k

k k k

k k k

f u v

g u v k p

h u v

ξ =

η = ≤ ≤

ζ =

 

rezultă că ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

, , , , , , , , aria
p

k k k k k k k k k k
k

F F f u v g u v h u v sδ
=

σ ξ η ζ = ⋅∑ . 

Diviziunii δ  a suprafeŃei S îi corespunde o diviziune ∆  a domeniului D, iar 
porŃiunilor de suprafaŃă 1 2, ,..., ps s s  le corespund subdomeniile 1 2, ,..., pδ δ δ . Aşadar, 

( ), ,  1k k ku v k p∈δ ≤ ≤ . 
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 DefiniŃia 8.5. Dacă pentru orice şir de diviziuni ( ) 1n n≥
δ  ale suprafeŃei S cu 

proprietatea că 0nδ → , şirul sumelor ( )
1n nδ ≥

σ  are o aceeaşi limită finită, atunci şirului 

( )
1n nδ ≥

σ  se numeşte integrala de suprafaŃă de primul tip pe suprafaŃa S şi se notează 

( ), , d
S

F x y z σ∫∫ . 

 Teorema 8.6. În condiŃiile de mai sus, dacă 3:F S ⊂ →ℝ ℝ  este continuă atunci: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 2 2, , d , , , , , d d
S D

F x y z F f u v g u v h u v A B C u vσ= + +∫∫ ∫∫ . 

 Dacă suprafaŃa S este dată de ( ) ( ) 2, ,  ,z f x y x y D= ∈ ⊂ ℝ , atunci 

( ) ( )( ) 2 2, , d , , , 1 d d
S S

F x y z F x y f x y p q x yσ = + +∫∫ ∫∫ , unde , .
f f

p q
x y

∂ ∂
= =
∂ ∂

 

 PropoziŃia 8.7. 
 a) Dacă F şi G sunt funcŃii continue pe un deschis care conŃine S şi ,α β  sunt 

constante reale, atunci: 

( )d d d
S S S

F G F Gα +β σ = α σ +β σ∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

 b) Dacă S este juxtapunerea a două porŃiuni disjuncte 1 2,S S  de suprafaŃă, atunci: 

1 2

d d d
S S S

F F Fσ = σ + σ∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

 c) Aria unei porŃiuni de suprafaŃă S este aria d
S

S = σ∫∫ . 

 Fie 2D ⊂ ℝ  o mulŃime compactă şi suprafaŃa netedă simplă, nesingulară 

( )
( ) ( )
( )

,

: , , , ,

,

x f u v

s y g u v u v D

z h u v

=


= ∈
 =

 

unde ( )1, , Cf g h D∈ . Fie ( )M , ,x y z  un punct al lui ( )S s D= . Putem considera în 

punctul M doi versori-normală la S: 

1 22 2 2 2 2 2
,

Ai Bj Ck Ai Bj Ck
n n

A B C A B C

+ + + +
= = −

+ + + +
, 

având sensuri opuse. 
 SuprafaŃa S se numeşte orientabilă dacă în fiecare punct din S este definit un versor-

normală şi aplicaŃia ( ) ( ), , , ,x y z n x y z֏  este continuă. SuprafaŃa orientabilă S împreună 

cu unul din cei doi versori-normală se numeşte suprafaŃă orientală. 

 O suprafaŃă S în 3
ℝ  se numeşte închisă dacă există o aplicaŃie bijectivă 
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( ){ }3 2 2 2: , , 1x y z x y z Sϕ ∈ + + = →ℝ , 

astfel încât ϕ  şi 1−ϕ  să fie continue (adică sfera unitate şi suprafaŃa S sunt homeomorfe). 

 Fie 3S ⊂ ℝ  o suprafaŃă orientabilă. Dacă S este închisă, atunci în fiecare punct din S 
este definit versorul-normală. Notăm cu en  versorul normalei exterioare (care iese din 

domeniul mărginit de S) şi cu in  versorul normalei interioare ( )i en n= − . În primul caz, 

perechea { }e,S n  se numeşte faŃa exterioară şi se notează cu eS , iar perechea { }i,S n  se 

numeşte faŃa interioară şi se notează cu iS . 

 Dacă S este neînchisă, proiectabilă pe planul Ox y , atunci vom numi faŃa exterioară a 

suprafeŃei S în raport cu planul Oxy  perechea { }e,S n , notată eS , unde en  este versorul-

normală care face un unghi ascuŃit cu axa Oz . FaŃa interioară a suprafeŃei S va fi { }i,S n , 

notată iS , cealaltă faŃă a lui S, adică faŃa pentru care versorul-normală face un unghi obtuz cu 

axa Oz . 
 Fie C conturul suprafeŃei S şi Γ  proiecŃia lui C pe planul Oxy . Pe C se pot considera 

două sensuri de parcurs. Sensul asociat suprafeŃei exterioare este acela care corespunde 
sensului direct (pozitiv) pe conturul Γ . FeŃei interioare i se asociază sensul invers (negativ). 
În acest mod se defineşte un sens de parcurs pe conturul oricărei părŃi din suprafaŃa S. 
Totodată am indus o orientare şi pe domeniul D din planul Ouv . 

 Dacă ( )cos ,cos ,cosα β γ  sunt cosinuşii directori ai versorului-normală n la 

suprafaŃa S atunci 

     
2 2 2 2 2 2

cos , cos ,
A B

A B C A B C
α = β =

+ + + +
 

2 2 2
cos .

C

A B C
γ =

+ +
 

Fie ( ), , :R R x y s S= →ℝ  o funcŃie definită pe suprafaŃa orientată S. 

 DefiniŃia 8.8. Fie 3:F V ⊂ →ℝ ℝ  o funcŃie vectorială continuă pe domeniul V, 
domeniu care conŃine suprafaŃa S, 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k= + + . 

Integrala de suprafaŃă de al doilea tip a funcŃiei vectoriale F pe suprafaŃa eS  sau fluxul 

câmpului vectorial F prin suprafaŃa eS  sau fluxul câmpului vectorial F prin suprafaŃa eS , cu 

notaŃia: 

    ( ) ( ) ( )
e

, , d d , , d d , , d d
S

P x y z y z Q x y z z x R x y z x y+ +∫∫ ( )
e

e

dS

S

F F n⇔Φ = ⋅ σ∫∫ ,  

se defineşte prin egalitatea: 

( )
e

d d d d d d cos cos cos d
S S

P y z Q z x R x y P Q R+ + = α + β + γ σ∫∫ ∫∫ . 

 În mod asemănător se defineşte 

( )
i

d d d d d d cos cos cos d
S S

P y z Q z x R x y P Q R+ + = − α + β + γ σ∫∫ ∫∫ . 
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 Utilizând regula de calcul a integralei de suprafaŃă de primul tip, rezultă că 

( )

( )

e

2 2 2

d d d d d d cos cos cos d

d d d

S S

S D

P y z Q z x R x y P Q R

PA QB RC
PA QB RC u v

A B C

+ + = α + β + γ σ =

+ +
= σ = + +

+ +

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫
 

 Am obŃinut regula de calcul a integralei de suprafaŃă de al doilea tip 

( )
e

d d d d d d d d
S S

P y z Q z x R x y PA Q RC u v+ + = + β +∫∫ ∫∫ , 

unde ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,P P f u v g u v h u v=   ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,Q Q f u v g u v h u v=  

( ) ( ) ( )( ), , , , , ,R R f u v g u v h u v=  iar ( ) ( ) ( ), ,  , ,  ,A A u v B B u v C C u v= = = . 

 Dacă folosim scrierea vectorială, rezultatele anterioare devin: 

( ) ( )

e

d d d d d d d d

, ,
d , , d d ,

u v

u vS S S

u v
u v

u vS D

r r
P y z Q z x R x y F n F

r r

F r r
F r r u v

r r

×
+ + = ⋅ σ = ⋅ σ =

×

= σ =
×

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫
 

unde produsul mixt este  

( ), ,u v

P Q R

f g h
F r r

u u u
f g u

v v v

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

. 

 În cazul în care suprafaŃa netedă este de ecuaŃie ( ) ( ), ,  ,z f x y x y D= ∈ . 

Atunci versorul-normală en , corespunzător feŃei exterioare eS , este 

e 2 2 1

pi qj k
n

p q

− − +
=

+ +
, 

iar versorul-normală in , corespunzător feŃei interioare iS , este i en n= − . 

 Să considerăm o placă materială neomogenă curbă, de grosime neglijabilă, care are 
forma dată de urma S a suprafeŃei s din spaŃiu. Presupune cunoscută în fiecare punct al plăcii 

materiale dată de funcŃia continuă ( ), ,x y zρ . În acest caz, pentru placa materială se pot 

calcula: 

 a) masa M a plăcii:  ( ), , d
S

M x y z= ρ σ∫∫ ; 

 b) coordonatele centrului de greutate G al plăcii: 

( ) ( ) ( )G G G
1 1 1

, , d , , , d , , , d ;
S S S

x x x y z y y x y z z z x y z
M M M

= ρ σ = ρ σ = ρ σ∫∫ ∫∫ ∫∫  
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 c) momentele de inerŃie ale plăcii materiale în raport cu axele de coordonate: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2
O O, , d , , , d ,x y

S S
I y z x y z I x z x y z= + ρ σ = + ρ σ∫∫ ∫∫  

( ) ( )
( )

2 2
O , , d ;z

S
I x y x y z= + ρ σ∫∫  

 d) momentele de inerŃie ale plăcii materiale în raport cu planele de coordonate: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2
O O O, , d , , , d , , , dx y y z x z

S S S
I z x y z I x x y z I y x y z= ρ σ = ρ σ = ρ σ∫∫ ∫∫ ∫∫

e) momentele de inerŃie ale plăcii materiale în raport cu originea: 

( ) ( )
( )

2 2 2
O , , d

S

I x y z x y z= + + ρ σ∫∫ . 

2. Probleme rezolvate 

 
 1   Să se stabilească dacă paraboloidul eliptic 

2 2
*

2 2
,  ,

x y
z a b

a b
= + ∈ℝ  

este o suprafaŃă orientabilă. 

 Rezolvare. Observăm că 
2 2

2 2
, ,1 , ,1

z z x y
n

x y a b

 ∂ ∂  = − − = − −  ∂ ∂   
 şi 

2 2

4 4

4 4
1 0

x y
n

a b
= + + ≠  pentru orice ( ) 2,x y ∈ℝ . Deoarece ( ),n n x y=  este o 

funcŃie continuă nenulă pe 2
ℝ , deci suprafaŃa este orientabilă. 

  2   Să  se  calculeze  aria  suprafeŃei  2 2x y z= +   situată  în  interiorul cilindrului 

2 2 2 ,  0x y a a+ = > . 

 Rezolvare. Din simetria figurii faŃă de planul Ox y , Aria 2 d
S

S = σ∫∫ , unde S este 

suprafaŃa care are reprezentarea carteziană: 
2 2z x y= − , ( ) ( ){ }2 2 2, ,x y D x y x y a∈ = + ≤ .  

Observăm că 
22 2 2

2 2 2 2
d 1 d d 1 d d d d

z z x y x
x y x y x y

x y x y x y

 ∂ ∂ + σ = + + = + =   ∂ ∂ −    −
 

2
4

72 2 2 20
40

cos cos
Aria 2 d d 2 d d 2 d

1 sin 1 2sin

a

D

x
S x y

x y

π
π

π
θ θ

= = θ ρ ρ + θ
− − θ − θ

∫∫ ∫ ∫ ∫  
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( ) ( )
2 2 224

70 0
4

d arcsin 2 sin arcsin 2 sin
2 2 2

a a a a
π

π

π

π
ρ ρ = θ + θ =∫ . 

  3   Să  se  calculeze  aria  decupată  de  cilindrul  2 2 0,  0x y ay a+ − = > , în 

emisfera superioară a sferei 2 2 2 2x y z a+ + = . 

 Rezolvare. EcuaŃia emisferei superioare este 2 2 2z a x y= − −  şi  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
d 1 d d d d

x y a
x y x y

a x y a x y a x y
σ = + + =

− − − − − −
. 

2 2 2

d d
Aria

D

a x y

a x y
=

− −
∫∫ , 

unde D este proiecŃia pe planul Ox y  a suprafeŃei decupată de cilindru în suprafaŃa emisferei  

( )

2

2

2

2
2 2 2 2 2

0 0

2

0

d
Aria d arcsin d

       2 arcsin d 2 .

x ay y
a a

ay y

ay y
x ay y

a

x x
a y a x

a x y a y

y
a y a

a y

= −
−

− −
=− −

 
 = = =
 − − − 

= = π −
+

∫ ∫ ∫

∫

 

  4   Să se calculeze integrala de suprafaŃă 2 2 d
S

I x y= + σ∫∫ , unde S este suprafaŃa 

laterală a conului 
2 2 2

2 2 2
0;  0 ,  0

x y z
z b a

a a b
+ − = ≤ ≤ > . 

Rezolvare. Observăm că 
2 2 ,

b
z x y

a
= +  şi  

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

1
d 1+ d d d d

b x b y
x y a b x y

aa x y a x y
σ = + = +

+ +
 

Atunci 
2 2

2 2 d d
D

a b
I x y x y

a

+
= +∫∫ , 

unde D este proiecŃia pe planul Ox y  a suprafeŃei S, adică ( ){ }2 2 2,D x y x y a= + ≤ . 

2 2 2 2 22 2

0 0

2
d d

3

aa b a a b
I

a

π+ π +
= θ ρ ρ =∫ ∫ . 
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  5   Să se calculeze 
2 2 2

1
d

4S

I
x y z

= σ
+ +

∫∫ , 

unde S este emisfera superioară 2 2 2 2 ,  0,  0x y z a z a+ + = ≥ ≠ . 

 Rezolvare. O reprezentare parametrică a lui S este sin cosx a= θ ϕ , 

sin sin ,  cosy a z a= θ ρ = θ , cu [ ]0, ,  0,2
2

π θ∈ ϕ∈ π  
. Avem 

2 2 22 2 2
2 2 2, sin

x y z x y z
E a G a

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + = = + + = θ           ∂θ ∂θ ∂θ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ           

0,
x x y y z z

F
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂θ ∂ϕ ∂θ ∂ϕ ∂θ ∂ϕ

 deci 2d sin d daσ = θ θ ϕ   

( )

( ) ( )

2 2 22

2 2 2 2
0 0 0

2
2

0

d cossin
d d 2

3 cos 1 3cos

2 2
  ln 3 cos 1 3cos ln 2 3 .

33

a
I a

a a

a a

π π
π

π

θθ
= ϕ θ = − π =

+ θ + θ

− π π
= θ + + θ = +

∫ ∫ ∫
 

  6   Să se calculeze integrala de suprafaŃă d d d d d d
S

I x y z y z x z x y= + +∫∫ , 

unde S este faŃa exterioară a sferei 2 2 2 2 ,  0x y z R R+ + = > . 

 Rezolvare. Versorul normală n  al feŃei exterioare a sferei este , ,
x y z

n
R R R

 =  
 

 

2 2 2 2
2 3d d d 4 4

S S S

x y z R
I R R R R

R R R R

 
= + + σ = σ = σ = ⋅ π = π  

 
∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

 

  7   Să se calculeze d d d d d d
S

I xz x y xy y z yz x z= + +∫∫ , 

unde S este faŃa exterioară a suprafeŃei 

( ){ }2 2 2 2 2 2, , , , 0S x y z x y z a z x y a= + + = ≥ + > . 

 Rezolvare. O parametrizare a suprafeŃei S este 

sin cos ;x a= θ ϕ  sin sin ;y a= θ ϕ  [ ]cos ,  0, ,  0,2
4

z a
π = θ θ∈ ϕ∈ π  

. 

 Deducem 2 2 2 2 2cos sin ,  sin sin ,  sin cos ,A a B a C a= ϕ θ = ϕ θ = θ θ  

2 2 2 2 sinA B C a+ + = θ . 
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 Atunci n  are coordonatele ( )cos sin ,sin sin ,cosϕ θ ϕ θ θ . Rezultă: 

( )
42 4 2 4 2 3 2 24

0 0
d cos sin sin sin sin cos cos cos sin d

16

a
I a

π
π π

= θ ϕ ϕ θ + ϕ θ θ + ϕ θ θ ϕ =∫ ∫ . 

  8   Să se afle coordonatele centrului de greutate a emisferei superioare 
2 2 2 2 ,  0x y z R R+ + = > . 

 Rezolvare. EcuaŃia emisferei superioare S este  

( ){ }2 2 2 2 2 2,  ,z R x y D x y x y R= − − = + ≤ . 

Observăm că 
2 2 2

d d d
R

x y
R x y

σ =
− −

, iar 2d 2
S

S R= σ = π∫∫  

( )
21

2 2 2 2
2 2 2

0 0

d d d d cos d 0
R

x

S D

x
S x R x y R R

R x y

π
−

= σ = = ρ −ρ ρ ⋅ θ θ =
− −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

( )
21

2 2 2 2
2 2 2

0 0

d d d d sin d 0
R

y

S D

y
S y R x y R R

R x y

π
−

= σ = = ρ −ρ ρ ⋅ θ θ =
− −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

2 2 2

2 2 2

2
2 3

0 0

d d d

    d d d d .

z

S D

R

D

R
S z R x y x y

R x y

R x y R R
π

= σ = − − =
− −

= = ρ ρ ⋅ θ = π

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫ ∫
 

Coordonatele centrului de greutate sunt  

G G G0;  0;  
2

yx z
SS S R

x y z
S S S

= = = = = = . 

  9   Să  se  calculeze  fluxul  câmpului  vectorial F  prin  faŃa  exterioară a suprafeŃei 

semisferei S unde, ( ) ( ), , , ,F x y z x y z=  şi  

( ){ }2 2 2 2, , , 0 ,  0S x y z x y z R z R= + + = ≥ > . 

                Rezolvare. Avem: ( ) ( ){ }2 2 2 2 2 2,  , , ,z R x y x y D x y x y R= − − ∈ = + ≤

   şi 
2 2 2

, ,
R x yx y

n
R R R

 − − =
 
 

 

( )

( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2 3

d d

1
d d 2 2 .

s

S S

S S

R x yx y
F F n x y z

R R R

x y R x y R R R R
R

 − − Φ = ⋅ σ = ⋅ + + ⋅ σ =
 
 

= + + − − σ = σ = ⋅ π = π

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫
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 10   Să  se  calculeze  aria  suprafeŃei  2 2z x y= +   situată  în  interiorul 

cilindrului 2 2 2x y x+ = . 

 Rezolvare. 

y

x
1O 2

 
Fig. 8.1 

Aria suprafeŃei considerate va fi 

22

d 1 d d
S D

z z
S x y

x y

 ∂ ∂ = σ = + +   ∂ ∂   ∫∫ ∫∫ , 

unde ( ){ }2 2, 2D x y x y x= + ≤  şi este proiecŃia lui S în planul Ox y . 

2 2

2 2 2 2

2cos 22 2
0

2 2

1 d d 2 d d

  2 d 2 2cos d 2.

D D

x y
S x y x y

x y x y

π π
θ

π π
− −

= + + = =
+ +

= ρ ρ = θ θ = π

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
 

  11   Să  se  calculeze  aria  suprafeŃei  sferei  2 2 2 2x y z a+ + =   situată 

în exteriorul cilindrului 2 2x y ax+ = ±  (Viviani). 

 Rezolvare. Cei doi cilindri decupează în sferă patru ferestre de arii egale. Vom calcula 
aria situată în interiorul celor patru ferestre şi o vom scădea din aria sferei: aria unei ferestre 
este:

( ) ( )
2 2

2 2

22
2 2 2 2 2 2

f

2 2

2 2 2 2 2 2

d 1 d d

    1 d d .

S x y ax

x y ax

A a x y a x y x y
x y

x y
x y

a x y a x y

+ ≤

+ ≤

 ∂ ∂ = σ = + − − + − − =   ∂ ∂   

= + +
− − − −

∫∫ ∫∫

∫∫
 

Trecând la coordonatele polare, integrala devine: 

( )
2cos 2 22 2

f 2 20 0 0
2 d d 2 sin d 2

a a
A a a a a a

a

π π
θ

= ρ ρ θ = − θ θ = π −
−ρ∫ ∫ ∫ . 
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Fig. 8.2 

 Aria din suprafaŃa sferei aflată în interiorul cilindrului este prin urmare 2 24 8a aπ − . 

 Aria totală a sferei este 24S a= π . Deci, aria suprafeŃei din sferă aflată în afara 

ferestrelor Viviani va fi ( )2 2 2 24 4 8 8A a a a a= π − π − = . 

  12   CalculaŃi  aria  porŃiunii  din planul  6 3 2 12x y z+ + =   conŃinută  în primul 

octant. 
 Rezolvare. Aria suprafeŃei ABC va fi 

( )
2

2

ABC OAB OAB OAB

3 49 7
d 1 3 d d d d d d 14

2 4 2
A x y x y x y

 = σ = + − + − = = = 
 ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

x

A

B

C

yO

2

4

6

z

 
Fig. 8.3 

13   Să  se  calculeze  aria  suprafeŃei  
2 2

2 2

x y
z

a b
= +   situată  în  interiorul cilindrului 

2 2
2

2 2
,  , ,

x y
c a b c

a b
∗
++ ≤ ∈ℝ . 

 Rezolvare. SuprafaŃa decupată din paraboloidul 
2 2

2 2

x y
z

a b
= +  de cilindrul 

2 2
2

2 2

x y
c

a b
+ ≤  se proiectează în planul Ox y  în elipsa 

2 2
2

2 2

x y
c

a b
+ ≤ . Atunci, deoarece 

z x z y
p q

x a y b

∂ ∂
= = = =
∂ ∂

, aria se calculează cu relaŃia: 
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2 2

2 2
pr O

d 1+ d d
S x y

x y
A x y

a b
= σ = +∫∫ ∫∫ . 

Trecând în planul Ox y  la coordonate polare generalizate 
cos ;

sin .

x ac

y ac

= ρ θ


= ρ θ
 

Jacobianul transformării va fi egal cu 2abc ρ  şi deci integrala va deveni 

( )31 2 2 2 2 2

0 0

2
1 d d 1 1

3

ab
A c abc c

π  π
= + ρ ρ θ ρ= + − 

 
∫ ∫ . 

 

  14   Să se calculeze ( )d
S

x y z+ + σ∫∫  dacă S este suprafaŃa 

2 2 2 2x y z a+ + =  cu 0z ≥ . 

Rezolvare. Considerăm parametrizarea suprafeŃei S dată de 

sin cosx a= θ ϕ , sin siny a= θ ϕ , [ ]cos ,  0, ,  0,2
2

z a
π = θ θ∈ ϕ∈ π  

. 

 Atunci: 

( )
( )

2 2cos sin sin cos,
sin cos

sin 0,

a aD y z
A a

aD

θ ϕ θ ϕ
= = = θ ϕ

− θθ ϕ
 

( )
( )

2 2sin 0,
sin sin

cos cos sin sin,

aD z x
B a

a aD

− θ
= = = θ ϕ

θ ϕ − θ ϕθ ϕ
 

( )
( )

2 2cos cos sin sin,
sin cos

cos sin sin cos,

a aD x y
C a

a aD

θ ϕ − θ ϕ
= = = θ θ

θ ϕ θ ϕθ ϕ
 

şi 2 2 2 4 4 4 2 2 2sin sin cos sinA B C a a a+ + = θ + θ θ = θ . 
 În aceste condiŃii: 

( ) ( )
2 22

0 0

23 3

0

d cos cos sin sin cos sin d d

                           2 sin cos d .

S

x y z a a a a

a a

π
π

π

+ + σ = θ ϕ + θ ϕ + θ ⋅ θ ϕ θ =

= π θ θ θ = π

∫∫ ∫ ∫

∫
 

  15   Să se calculeze integrala ( ) ( ) ( )d d d d d d
S

y z y z z x z x x y x y− + − + −∫∫ , 

dacă S este faŃa exterioară a conului ( )2 2 2 0x y z z h+ = ≤ ≤ . 

 Rezolvare. Deoarece suprafaŃa S este exprimată explicit prin relaŃia  

2 2z x y= + , deducem imediat că 
2 2

;
z x

x x y

∂
=

∂ +
 

2 2

z y

y x y

∂
=

∂ +
 şi deci normala 

la suprafaŃă va fi dată de formula: 
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2 2 2 2

e 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1

2
1

x y
i j k

x y x y x y
n i j k

x y x y x y

x y x y

+ −
 + +  = = + −
 + + + +

+ +

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
Pr ; O

1

d d d d d d

d d

2 2 d d .

S

S x y

x y

y z y z z x z x x y x y

x y
y x y x y x x y x y

x y x y

y x x y

+ ≤

− + − + − =

 
 = − + + + − − + =
 + + 

= −

∫∫

∫∫

∫∫

 

 Trecând la coordonate polare ( ] [ )
cos ;

0,1 ;  0,2 ,
sin ,

x

y

= ρ θ
ρ∈ θ∈ π

= ρ θ
 

integrala devine ( ) ( )
2 1 2

0 0 0
2 sin cos d d sin cos d 0

π π
ρ θ − θ ρ ρ θ = θ − θ θ =∫ ∫ ∫ . 

  16   Să se calculeze integrala 
1 1 1

d d d d d d
S

x z z x x y
x y z

+ +∫∫ , 

dacă S este faŃa exterioară a elipsoidului 
2 2 2

2 2 2
1,  , ,

x y z
a b c

a b c
∗
++ + = ∈ℝ . 

 Rezolvare. Pentru suprafaŃa S considerăm parametrizarea 

[ ]
[ ]

sin cos ,
0, ;

sin sin ,
0,2 .

cos ,

x a

y b

z c

= θ ϕ
θ∈ π

= θ ϕ
ϕ∈ π = θ

   Atunci 

( )
( )

2cos sin sin cos,
sin cos

sin 0,

b bD y z
A bc

cD

θ ϕ θ ϕ
= = = θ ϕ

− θθ ϕ
 

( )
( )

2sin 0,
sin sin

cos cos sin sin,

cD z x
B ac

a aD

− θ
= = = θ ϕ

θ ϕ − θ ϕθ ϕ
 

( )
( )

cos cos sin sin,
sin cos

cos sin sin cos,

a aD x y
C ab

b bD

θ ϕ − θ ϕ
= = = θ θ

θ ϕ θ ϕθ ϕ
 şi  

avem:      
2

0 0

1 1 1
d d d d d d d d

S

A B C
y z z x x y

x y z x y z

π π 
+ + = + + ϕ θ = 

 ∫∫ ∫ ∫  
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2 22

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22

0 0

sin cos sin sin sin cos
d d

sin cos sin sin cos

sin d 4 .

bc ac ab

a b c

b c a c a b b c a c a b

abc abc

π π

π π

 θ ϕ θ ϕ θ θ
= + + ϕ θ =  θ ϕ θ ϕ θ 

+ + + + = θ ϕ = π 
 

∫ ∫

∫ ∫
 

  17   Să se calculeze masa pânzei parabolice ( ) ( )2 21
  0 1

2
z x y z= + ≤ ≤  a cărei 

densitate variază după legea zρ = . 
Rezolvare. Masa pânzei parabolice se calculează după formula  

( )
2 2

2 2 2 2

2

1
d 1 d d

2
S x y

M x y x y x y

+ ≤

= ρ σ = + ⋅ + +∫∫ ∫∫ . 

O

z

1

2 y

x  
Fig. 8.4 

 Trecând la coordonate polare în planul Ox y , integrala devine: 

2 2 3 2

0 0

1 2
1 d d 1 6 3

2 15
M

π π  = ρ + ρ ρ θ = + ∫ ∫ . 

  18   Să  se  calculeze  suprafaŃa  totală  a  corpului  limitat  de  sfera 
2 2 2 23x y z a+ + =  şi de paraboloidul ( )2 2 2  0x y az a+ = > . 

z

Q

2a y

x

2S

1S

D
O

 

Fig. 8.5 
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 Cele două suprafeŃe se intersectează după curba 2 2 2, 2z a x y a= + =  

1 2S S S= ∪ , unde 

1

2 2

1 2 2
d 1 d d

S D

x y
A x y

a a
= σ = + + =∫∫ ∫∫  

( )2 2 2 2 2

0 0

1
d d 2 3 3 1

a
a a

a

π
= + ρ ρ ρ θ = π −∫ ∫  

( )
2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 20 0

d 1 d d
3 3

3
    d d 2 3 3 1 .

3

S D

a

x y
A x y

a x y a x y

a
a

a

π

= σ = + + =
− − − −

= ρ ρ θ = π −
−ρ

∫∫ ∫∫

∫ ∫
 

 SuprafaŃa totală va fi deci ( )2
1 2 4 1 3A A a+ = π + . 

  19   Să se afle aria porŃiunii de suprafaŃă, exprimată sub formă explicită, secŃionată: 

 (i)  de cilindrul ( )2 2 2 ,  0 , 0x y R R x y+ = > >  din paraboloidul hiperbolic 

z xy= ; 

 (ii) de cilindrul 
2 2

2
2 2

,  0
x y

c c
a b

+ = > , din paraboloidul eliptic 

2 2

;  , 0
2 2

x y
z a b

a b
= + > ; 

 Rezolvare. 
 (i) Cum suprafaŃa este exprimată sub formă explicită este comod să folosim formule: 

22

1 d 1 d d

xyS D

z z
A x y

x y

 ∂ ∂ = σ = + +   ∂ ∂   ∫∫ ∫∫ , 

unde D este proiecŃia suprafeŃei S pe planul Ox y . 

 În acest caz ( ){ }2 2 2 2,xyD x y x y R+= ∈ + ≤ℝ  şi 2 2
1 1 d d

xyD

A x y x y= + +∫∫ . 

 Trecând la coordonate polare, găsim: 

( )/ 2 3/ 22 2

0 0
1 d d 1

6

R
A r r r r R

π π   = + θ = + −     ∫ ∫ . 

 (ii) Procedând similar ca la punctul (i), deducem: 
22

2 d 1 d d
S D

z z
A x y

x y

 ∂ ∂ = σ = + +   ∂ ∂   ∫∫ ∫∫ , 

unde: ( )
2 2

2 2
2 2

,xy
x y

D x y c
a b

  
= ∈ + ≤ 
  

ℝ . 

Prin urmare, 
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2 2

2 1 d d

xyD

x y
A x y

a b
   = + +   
   ∫∫ . 

 Folosind coordonatele polare generalizate obŃinem: 

( )2 3/ 22 2

0 0

2
1 d d 1 1

3

R
A r a b r r a b c

π   = + ⋅ ⋅ ⋅ θ = π ⋅ ⋅ + −     ∫ ∫ . 

20   Să se afle aria porŃiunii de suprafaŃă, exprimată sub formă implicită, secŃionată de 

cilindrul 2 2 ,  0x y Rx R+ = > , din sfera 2 2 2 2x y z R+ + = , (suprafaŃa Viviani); 

 Rezolvare. 
Metoda recomandată în astfel de cazuri este de a obŃine o reprezentare parametrică a 

suprafeŃei pentru care calculăm aria.  Vom folosi coordonatele sferice: 

[ ]
[ ]

cos sin , ,

sin sin , 0, ,

cos ,         0,2 .

x r r R

T y r

z r

 = θ ϕ =


= θ ϕ ϕ∈ π
 = ϕ θ∈ π

 

 
Fig. 8.6 

 Cu ajutorul matricei derivatelor 

cos cos cos sin sin

sin sin sin cos 0

R R R
M

R R

ϕ θ ϕ θ − ϕ 
=  − ϕ θ ϕ θ 

 

se determină coeficienŃii formei Gauss ai sferei 2 2 2,  0,  sinE R F G R= = = ϕ  şi 

2 2d d d sin d d
S D D

A EG F R

ϕθ ϕθ

= σ = − ϕ θ = ϕ ϕ θ∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

unde pentru Dϕθ  vom face următoarele consideraŃii. 

 Vom studia numai porŃiunea din suprafaŃă situată în primul cadran. Pentru punctele de 
pe curba Viviani curba de intersecŃie dintre sferă şi cilindru) vom avea 

sin cosϕ = θ  şi cum 0
2

π
≤ θ ≤  iar 0

2 2

π π
≤ ϕ ≤ ⇒ ϕ + θ = . 
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 În consecinŃă: ( ), 0 , 0,
2 2

Dϕθ
 π π = ϕ θ ∈ ≤ ϕ ≤ − θ θ∈    

ℝ , 

iar 
/ 2 / 22 2

0 0
4 sin d d 4 1

2
A R R

π π −θ π  = ϕ ϕ θ = −   
   ∫ ∫ . 

 Obs. Aria părŃii de emisferă care rămâne după decuparea suprafeŃei Viviani este 24R , 
fapt ce arată că valoarea ei nu se exprimă prin intermediul numerelor iraŃionale. 
  21  (i) Să se determine momentul de inerŃie al suprafeŃei paraboloidului conic 

2 2 2 ,  0x y az z a+ = < < , în raport cu axa Oz. 

     (ii) Pentru aceeaşi suprafaŃă determinaŃi coordonatele centrului de greutate. 
 Rezolvare. 

(i) Cum suprafaŃa este dată printr-o ecuaŃie explicită deduc 

( ) ( )
22

2 2 2 2d 1 d d

xy

z

S D

z z
I x y x y x y

x y

 ∂ ∂ = + σ = + + +   ∂ ∂   ∫∫ ∫∫ , 

unde ( ){ }2 2 2 2, 0 2xyD x y x y a= ∈ ≤ + ≤ℝ . 

 
Fig. 8.7 

 Folosim transformarea în coordonate polare şi apoi teorema lui Fubini, deducem: 

( )
2 2

3 2 2 4

0 0

1 4
d d 1 6 3

15

a

zI a a
a

π   π
= ρ +ρ ρ θ = + 

 
∫ ∫ . 

(ii) Datorită simetriei faŃă de axa Oy deducem G G 0x y= =  

( )

( )

22
2 2

3

1
d 1 d d

2

1 2
    1 6 3 .

2 15

xy

z

S D

z

z z
S z S x y x y

a x y

J a
a

 ∂ ∂ = = + + + =   ∂ ∂   

π
= ⋅ = +

∫∫ ∫∫
 

 Cum aria suprafeŃei paraboloidului este ( ) 22
d 3 3 1

3
S

S a
π

= σ = −∫∫  deducem că 

G
55 9 3

130
zS

z a
S

+
= = . 
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3. TEST DE AUTOEVALUARE 

 

1. Să se calculeze integrala de suprafaŃă 2 2 2 d ,
S

a x y− − σ∫∫  unde 

( ){ }2 2 2, , , 0S x y z z a x y a= = − − > . 

 Răspuns. 3aπ . 

2. Să se calculeze integrala de suprafaŃă 
2 2 2

d

S

z

a x y

σ

+ +
∫∫ , 

unde ( ) ( )2 21
, , ,0

2
S x y z z x y z h

a

 
= = + ≤ ≤ 
 

. 

 Răspuns. 2hπ . 

3. Să se calculeze 
2 2 2

*
4 4 4

d ,  , ,
S

x y z
a b c

a b c
++ + σ ∈∫∫ ℝ , 

unde ( )
2 2 2

2 2 2
, , 1 0 .

x y z
S x y z

a b c

  
= + + − = 
  

 

 Răspuns. 
2 2 2 2 2 24

3

a b b c c a

a b c

π⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
⋅

⋅ ⋅
. 

4. Să se calculeze 2 2 2d d d d d d
S

x y z y x z z x y+ +∫∫ , 

unde S este faŃa exterioară a conului 
2 2 2

*
2 2 2

0,  , , ,
x y z

a b c
a b c

++ − = ∈ℝ  0 z b≤ ≤ . 

 Răspuns. 
2 2

2

a bπ
. 

5. Să se calculeze d d d d d d
S

x y z y x z z x y+ +∫∫ , 

unde S este faŃa exterioară a cilindrului 2 2 2 *,  ,  ,x y a h z h a h ++ = − ≤ ≤ ∈ℝ . 

 Răspuns. 23 a hπ . 

 6. Să se calculeze fluxul câmpului vectorial ( ) ( ), , , ,F x y z yz zx xy=  prin faŃa 

exterioară a suprafeŃei care delimitează domeniul 

( )
2 2 2

2 2 2
, , 1,  ,  , , 0

x y z
x y z x y a b c

a b c

  
+ + ≤ ≤ > 

  
. 

 Răspuns. 0. 
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7. Să se calculeze 2 2 d
S

x y+ σ∫∫  dacă S este suprafaŃa exterioară a conului 

2 2 2

2 2 2
0

x y z

a a b
+ − =  ( )0 ,  , 0z b a b≤ ≤ > . 

 Răspuns. 
2 2 22

3

a a bπ +
. 

 8. Să se calculeze ( )d
S

xy yz zx+ + σ∫∫  dacă S este porŃiunea suprafeŃei conului 

2 2z x y= +  decupată de suprafaŃa 2 2 2 ,  0x y ax a+ = > . 

Răspuns. 464 2

15
a . 

 9. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al suprafeŃei omogene 
2 2 2 ,  0;  0;  ,  0z a x y x y x y a a= − − ≥ ≥ + ≤ > . 

 Răspuns. G G
2 2

a
x y= = . 

 10. Să se calculeze integrala d
S

xyz σ∫∫  dacă S este porŃiunea din planul 

1x y z+ + =  aflată în planul octant. 

 Răspuns. 
3

120
. 

 11. Să se calculeze integrala 2 2d d d d d d
S

y z x y xz y z x y x z+ +∫∫  dacă S suprafaŃa din 

primul octant constituită din 2 2 2 2;  1z x y x y= + + =  şi planele de coordonate. 

 Răspuns. 
8

π
. 

 12. Să se calculeze 2 2 2d d d d d d
S

x y z y x z z x y+ +∫∫  dacă S este suprafaŃa exterioară 

a sferei ( ) ( ) ( )2 2 2 2,  , , , 0x a y b z c R a b c R− + − + − = > . 

 Răspuns. ( ) 38

3
a b c R

π
+ + . 
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LECłIA 13 - FORMULE INTEGRALE 

1. NoŃiuni  teoretice 

 
 Formulele integrale sunt formule de legătură între integralele multiple, integralele 

curbilinii şi integralele de suprafaŃă fiind aplicaŃii particulare ale relaŃiei d
X X∂

ω= α ω∫ ∫ , unde 

ω  este o formă diferenŃială, dω  este diferenŃiala sa exterioară, iar X este un domeniu cu bord 
regulat, orientabil, orientările lui X şi X∂  fiind asociate. 

DefiniŃia 9.1. 

(i) Fie în spaŃiul euclidian real 2
ℝ  triunghiul 1T  cu vârfurile în punctele 

( ) ( ) ( )0 1 2A 0,0 ;  A 1,0 ;  A 0,1 . Vom spune că triunghiul 1T  este orientat pozitiv dacă se 

consideră pe mulŃimea vârfurilor sale relaŃia de ordine 0 1 2A A A< < . 

 (ii) Un triunghi oarecare ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3M , ,  M , ,  M ,a b a b a b  este orientat 

pozitiv dacă şi numai dacă 

1 1

2 2

3 3

1

1 0

1

a b

a b

a b

> . 

 (iii) Un domeniu poligonal D a cărui frontieră este imaginea unei curbe simple şi 
închise este orientat pozitiv dacă orice triunghi format din mulŃimea vârfurilor domeniului 
este orientat pozitiv. 

 (iv) Fie D un domeniu compact din 2
ℝ  a cărui frontieră este imaginea unei curbe 

simple şi închise. Vom spune că D este orientat pozitiv dacă frontiera lui D este orientată 
pozitiv (orice linie poligonală formată din puncte ale frontierei este pozitiv orientată). 

 ObservaŃia 9.2. Fie D un domeniu compact în spaŃiul euclidian 2
ℝ  a cărui frontieră 

D∂  este imaginea unei curbe simple şi incluse. Fie A un punct arbitrar pe D∂ . Notăm 

( )AC  curba simpla şi închisă care are proprietatea că orientează pozitiv domeniul D având 

ca imagine D∂ . 
 Fie ,  :P Q D →ℝ  două funcŃii astfel încât integrala 

curbilinie ( ) ( ), d , d
D

P x y x Q x y y
∂

+∫  există. Atunci pentru orice A D∈∂  integrala 

( )
( )

( ), d , d
C A

P x y x Q x y y+∫  există şi nu depinde de A. Vom nota 

( ) ( ), d , d
D

P x y x Q x y y
∂

+∫�  valoarea comună a acestor integrale. 

 PropoziŃia 9.3 (Formula lui Green-Riemann). 

 Fie 2D ⊂ ℝ  un domeniu compact având ca frontieră o curbă simplă, închisă 
rectificabilă. Fie , :P Q D →ℝ  două funcŃii continue pe D care admit derivatele parŃiale 

P

y

∂
∂

 şi 
Q

x

∂
∂

 continue pe D. În aceste condiŃii integralele următoare există şi are loc relaŃia 
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( ) ( ), d , d d d
D D

Q P
P x y x Q x y y x y

x y∂

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ ∫ ∫∫� . 

 ObservaŃia 9.4. 
 Fie D un domeniu compact având ca frontieră o curbă simplă închisă şi rectificabilă. 

Atunci are loc egalitatea: 
1

aria d d
2

D

D x y y x
∂

= −∫� . 

 ObservaŃia 9.5. 

 Fie 3S ⊂ ℝ  o suprafaŃă netedă deschisă definită de ( ),x f u v= ; 

( ) ( ) ( ), ;  ,  ,y g u v z h u v u v D= = ∈  mărginită de o curbă închisă, netedă C S= ∂ , 

funcŃiile ,  ,  f g h  fiind funcŃie de clasă 2
C  pe 2D ⊂ ℝ . 

 Vom alege pentru normala suprafeŃei S acea orientare care determină parcurgerea 
frontierei S∂  în sens direct şi vom numi această faŃă, faŃa superioară a lui S. 
 PropoziŃia 9.6 (Formula lui Stokes).  

 Fie 3S ⊂ ℝ  o suprafaŃă orientată, netedă, deschisă, mărginită de o curbă închisă C, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2, , , , , , , ,  , ,   , ,S x y z x f u v y g u v z h u v u v D f g h D= = = = ∈ ∈� . 

 Fie 3D ⊂ ℝ  un domeniu care conŃine suprafaŃa S şi , , :P Q R D →ℝ  trei funcŃii 

continue care admit derivate parŃiale de ordinul I continue pe D. 
 Atunci are loc egalitatea 

( ) ( ) ( ), , d , , d , , d

d d d d d d .

C

S

P x y z x Q x y z y R x y z z

R Q P R Q P
y z z x x y

y z z x x y

+ + =

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∫

∫∫

�
 

 ObservaŃia 9.7.  Formula lui Green se obŃine din formula lui Stokes dacă C şi S sunt 

în 2
ℝ  (dacă 0,  d 0z z= = ). 

 PropoziŃie 9.8 (Formula lui Gauss-Ostrogradski). 

 Fie 3Ω⊂ ℝ  un domeniu mărginit de o suprafaŃă S = ∂Ω  închisă, netedă, orientată 
după normala exterioară a domeniului Ω . Dacă domeniul Ω  este simplu în raport cu toate 
planele de coordonate şi dacă funcŃiile , , :P Q R SΩ∪ →ℝ  sunt continue şi admit derivate 

parŃiale continue pe Ω , atunci are loc egalitatea: 

( ) ( ) ( ), , d d , , d d , , d d

d d d .

S

P x y z y z Q x y z z x R x y z x y

P Q R
x y z

x y z

=∂Ω

Ω

+ + =

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ 

∫∫

∫∫∫
 

 ObservaŃia 9.9. (Interpretări vectoriale) 

 (i) Fie câmpul vectorial ( ), ,F x y z
�

 de componente ( ), ,P Q R  definit într-un 

domeniu 3V ⊂ ℝ  prin: 
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( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
�� � �

, 

astfel încât  funcŃiile , , :P Q R V →ℝ  sunt continue şi n  este versorul normalei la suprafaŃa 

,  S V n i j k⊂ = α +β + γ
�� �

. Atunci fluxul vectorului F  prin suprafaŃa orientată S va fi 

( ) ( ) ( )d , , d d , , d d , , d d
S

S

F n P x y z y z Q x y z z x R x y z x yφ = ⋅ σ = + +∫∫ ∫∫
�

. 

 (ii) Dacă F  este un câmp vectorial de componente , ,P Q R  de clasă 1
C  pe 

3V ⊂ ℝ , atunci se numeşte rotorul lui F  vectorul  

rot
R Q P R Q P

F i j k
y z z x x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

�� �
. 

 Formula lui Stokes devine 

d rot d
S S

F r n F
∂

⋅ = ⋅ ⋅ σ∫ ∫∫
�

� , 

adică circulaŃia vectorului câmp de-a lungul unei curbe închise este egală cu fluxul rotorului 
său prin orice suprafaŃa S ce se sprijină pe această curbă închisă. 
 (iii) Numim divergenŃa câmpului vectorial 

( ) ( ) ( ), , , , , ,F P x y z i Q x y z j R x y z k= + +
�� � �

 

şi notăm div
P Q R

F
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

. Cu această definiŃie formula lui Gauss Ostrogradski 

devine  

div d d
S

F v F n
Ω

= ⋅ ⋅ σ∫∫∫ ∫∫ , 

adică integrala triplă a divergenŃei unui câmp vectorial continuu diferenŃial pe compactul 
simplu Ω  este egală cu fluxul câmpului prin suprafaŃa frontieră a domeniului, de la interiorul 
către exteriorul său. 

2. Probleme rezolvate 

 
 Să se calculeze următoarele integrale curbilinii, folosind formula lui Green: 

 1    ( ) ( )3 2 2 33 d 3 dI x xy x x y y y
Γ

= − + −∫ , 

unde Γ  este frontiera domeniului ( ){ }2 2 2, ,  0,  0D x y x y R x y= + ≤ ≥ ≥ , 

parcursă în sens pozitiv. 

 Rezolvare. Fie ( ) ( )3 2 2 3, : ,  , 3 ,  , 3P Q D P x y x xy Q x y x y y→ = − = −ℝ . Se 

observă că ( )1, CP Q D∈ , iar 6 ,  6
P Q

xy xy
y x

∂ ∂
= − =

∂ ∂
. 

d d 12 d d
D D

Q P
I x y xy x y

x y

 ∂ ∂
= − = = ∂ ∂ ∫∫ ∫∫  
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2 24 4 42
3

0
0 0 0

3 3 cos2 3
12 cos sin d d sin 2 d .

2 2 2 2

R
R R R

π π π

θ = θ θ θ ρ ρ = θ θ = − = 
 ∫ ∫ ∫  

  2    ( ) ( )d d ,I xy x y x xy x y y
Γ

= + + + + −∫  

unde Γ  este frontiera domeniului ( )
2

2, ,  0
2 4

a a
D x y x y a

   = − + = >  
   

, 

parcursă în sens pozitiv. 

 Rezolvare. Fie ( ) ( ), : , , ;  ,P Q D P x y xy x y Q x y xy x y→ = + + = + −ℝ . 

( )1, CP Q D∈  şi 1, 1
Q P

y x
x y

∂ ∂
= + = +

∂ ∂
. 

( )

( )

22

0 0

3 2 3 32 22 2 2

0 0 0 0 0

d d d sin cos d
2

  cos 2 sin .
3 2 2 3 8

a

D

a a a

a
I y x x y

a a

π

π π

 = − = ρ ρ θ − − ρ θ ρ θ = 
 

ρ ρ ρ π
= − θ − ⋅ π ⋅ − θ = −

∫∫ ∫ ∫
 

 Folosind formula Gauss-Ostrogradski, să se calculeze integralele de suprafaŃă de tipul 
al doilea: 

  3    2 24 d d 2 d d d d
S

I x y z y z x z x y= − +∫∫ , 

unde S este faŃa exterioară a domeniului ( ) [ ]{ }2 2, , 4, 0,3V x y z x y z= + ≤ ∈ . 

 Rezolvare. Fie , , :P Q R V →ℝ , 

( ) ( ) ( )2 2, , 4 ,  , , 2 ,  , ,P x y z x Q x y z y R x y z z= = − = . 

 Observăm că ( )1, , CP Q R V∈  şi că 4 4 2
P Q R

y z
x y z

∂ ∂ ∂
+ + = − +

∂ ∂ ∂
. 

Deci: ( ) ( )
3

0

4 4 2 d d d 4 4 2 d d d
V D

I y z x y z y z z x y
 
 = − + = − + ⋅ =
 
 

∫∫∫ ∫∫ ∫  

( ) ( )
3

2

0
 4 4 d d 12 12 9 d d ,

z

z
D D

z yz z x y y x y
=

=
= − + = − +∫∫ ∫∫   
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unde ( ){ }2 2, 4D x y x y= + ≤ .  

Avem: 

2 2
2

0 0

21 d d 12 d sin d 21 4 0 84
D

I x y
π

= − θ ρ θ ρ = ⋅ π − = π∫∫ ∫ ∫ . 

  4    2 2 2d d d d d d ,
S

I x y z y z x z x y= + +∫∫  

unde S este faŃa exterioară a cubului 0 ,  0 ,  0 ,  0x a y a z a a≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ > . 

Rezolvare. Fie ( ){ }, , 0 ,  0 ,  0V x y z x a y a z a= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

( ) ( )

( ) ( )
0 0 0

2 3 2 2 4

0 0 0

2 d d d 2 d d d

  d 2 2 d 2 d 3 .

a a a

V

a a a

I x y z x y z x y x y z z

x ax ay a y a x a x x a

= + + = + + =

= + + = + =

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

 

  5    3 3 3d d d d d d ,
S

I x y z y z x z x y= + +∫∫  

unde S este faŃa exterioară a sferei 2 2 2 2x y z R+ + = . 

 Rezolvare. ( )2 2 23 d d d ,
V

I x y z x y z= + +∫∫∫   

unde ( ){ }2 2 2 2, ,V x y z x y z R= + + ≤ . Trecând la coordonate sferice, avem: 

( )
2 5 5

2 2

0 0
0 0 0

12
3 d d sin d 6 cos

5 5

R R R
I

π π π ρ π
= ϕ θ ρ ⋅ρ θ ρ = π ⋅ − θ ⋅ =∫ ∫ ∫ . 

  6   Să se calculeze fluxul câmpului vectorial ( ) ( )2 2, , 2 , ,F x y z xz yz x y= − +  

prin faŃa exterioară a suprafeŃei S din primul octant: 
2 2 2 2,  0,  0,  0x y z R x y z+ + ≤ ≥ ≥ ≥ . 

 Rezolvare. Fie ( ){ }2 2 2 2, , ,  0,  0,  0V x y z x y z R x y z= + + ≤ ≥ ≥ ≥ . 

 Fluxul câmpului vectorial F este dat de integrala d
S

F nΦ = ⋅ σ∫∫
� �

, unde S este 

compusă din suprafaŃa sferică a octantului şi trei suprafeŃe plane, iar n este normala exterioară 
la fiecare suprafaŃă 

( )div d d d 2 d d d d d d
V V V

F x y z z z x y z z x y zΦ = = − =∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ . 
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 Trecem la coordonate sferice sin cos ,  sin sin ,  cosx y z= ρ θ ϕ = ρ θ ϕ = ρ θ  cu 

[ ] 20, ,  0, ,  0, ,  sin
2 2

R J
π π   ρ∈ ϕ∈ θ∈ = ρ θ      

. Avem: 

( )( )
2 2

3

0 0 0

2 2 24 4 4

0 0 0

cos sin d d d

  cos sin d d cos sin d .
4 4 16

R

R R R

π π

π π π

Φ = θ θ θ ϕ ρ ρ =

π π
= θ θ θ θ = θ θ θ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 Folosind formula lui Stokes, să se calculeze: 

  7    ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d dI x y z x y z x y z x y z
Γ

= + + + + +∫ , 

unde Γ  este curba dată de ecuaŃiile: 2 2 2 2 ,  0x y z R x y z+ + = + + = . 

Rezolvare. 

( ) ( ) ( )2 2 d d 2 2 d d 2 2 d d 0

eS

I yz yz y z zx xz z x xy xy x y= − + − + − =∫∫ , 

eS  este faŃa exterioară a suprafeŃei mărginită de curba Γ . 

  8    2 3d d dI x y x y z
Γ

= + +∫ , unde ( ){ }2 2 2, , , 0x y z x y R zΓ = + = = . 

 Rezolvare. 2 23 d d

eS

I x y x y= −∫∫ , unde eS  reprezintă o suprafaŃă mărginită de curba 

Γ , ( ) ( ) ( ){ }2 2 2, , , ,z f x y x y D x y x y R= ∈ = + ≤ . Atunci: 

,  ,  1
f f

A B C
x y

∂ ∂
= − = − =

∂ ∂
 şi rezultă: 

2
2 2 2 2 5 2 2

0 0

2 6
5 5

00 0

3 d d 3 d d 3 d cos sin d

sin 4 3
  3 d d .

8 32 4 8

R

D D

R R

I x y C x y x y x y

R

π

θ= π

θ=

= − ⋅ ⋅ = − = − ρ ρ θ θ θ =

θ θ π π = − ρ ρ − = − ρ ρ = −  

∫∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

  9   ( ) ( ) ( )d d dI z y x x z y y x z
Γ

= − + − + −∫ ,  unde  conturul  poligonal închis 

ABCAΓ =  are vârfurile ( ) ( ) ( )A 1,0,0 ,  B 0,1,0 ,  C 0,0,1 . 

 Rezolvare. EcuaŃia planului ( )ABC  este 1 0x y z+ + − = . 
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 Normala la planul ( )ABC  este 
1 1 1

, ,
3 3 3

 
 
 

. 

 Atunci 

ABC OAB

2 d d d d d d 2 3d d 3I y z z x x y x y
∆ ∆

= + + = =∫∫ ∫∫ . 

 10   Să se calculeze integrala curbilinie 

( ) ( )
AMO
e sin d e cos dx xy my x y m y− + −∫ , 

unde 
AMO  este semicercul superior 2 2x y ax+ =  parcurs de la ( )A ,0a  la ( )O 0,0 . 

 Rezolvare. Fie ( ) ( ), e sin ; , e cos .x xP x y y my Q x y y m= − = −  

y

x

( )A , 0a

D

O ( )A , 0a
 

Fig. 9.1 

2, :P Q →ℝ ℝ  sunt funcŃii diferenŃiabile. FuncŃiile 2, :
P Q

y x

∂ ∂
→

∂ ∂
ℝ ℝ . 

cosxP
e y m

y

∂
= −

∂
 şi, respectiv, e cosxQ

y
x

∂
=

∂
 sunt şi ele funcŃii continue. 

Considerăm curba determinată de reuniunea dintre arcul 
AMO  şi segmentul OA  şi aplicăm 
formula lui Green pe acest contur închis 

( )



( )
AMO OA

e sin d e cos dx xy my x y m y

∪

− + − =∫ d d d d ,
D D

Q P
x y m x y

x y

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ ∫∫ ∫∫  

unde ( ){ }2 2, ;  0D x y x y ax y= + ≤ ≥ . Trecând la coordonate polare, integrala devine: 

( )

( )

cos
2 22 2

0 0
0

2 2
2

0

d d d d cos d
2

               1 cos2 d .
4 8

a

D

m
m x y m a

ma ma

θπ π

π

 
 = ρ ρ θ = θ θ =
 
 

π
= + θ θ =

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

 Deci:  

( )



( )

( ) ( )
AMO

2

OA

e sin d e cos d

e sin d e cos d .
8

x x

x x

y my x y m y

ma
y my x y m y

− + − +

π
+ − + − =

∫

∫
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 O parametrizare pentru OA  este [ ]
,

 0,
0,

x t
t a

y

=
∈

=
 şi 

( ) ( )
OA 0

e sin d e cos d 0d 0
a

x xy my x y m y t− + − = =∫ ∫ . 

 Rezultă deci că 

( ) ( )



2

AMO

e sin d e cos d
8

x x ma
y my x y m y

π
− + − =∫ . 

 

  11   Să se calculeze ( )2 2 2 2d ln d
C

x y x y xy x x y y + + + + +  ∫ , 

unde C este curba [ ]
2 2cos ;

:   0,2
2 2sin ,

x
C

z

= + θ
θ∈ π

= + θ
. 

 Rezolvare. Curba C este cercul centrat în ( )2,2  şi de raza 2 deci este o curbă închisă. 

x

y

2

2O  
Fig. 9.2 

      Fie ( ) ( ) ( ){ }2 2
, 2 4D x y x y y= − + − ≤ ; ( ) 2 2, : ; , ,P Q D P x y x y→ = +ℝ  

( ) ( )2 2 2, lnQ x y xy y x x y= + + + . 

 Deoarece ( )0,0 ,   ,D P Q∉  sunt funcŃii continue şi cu derivate parŃiale continue. 

Fiind satisfăcute ipotezele formulei Green rezultă 

( )
[ ]

2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 3 2

0 0 0 0

d ln d d d

2 sin d d 4 4 sin sin d d 20 .

C
D

x y x y xy x x y y y x y

π π

 + + + + + = =  

 = + ρ θ ρ ρ θ = ρ + ρ θ + ρ θ ρ θ = π 

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

  12   Să se calculeze în două moduri integrala 

( )
2 2

2 2 1
e d dx y

x y
y x x y+

+ =
− +∫� . 

 Rezolvare. Prin calcul direct, o parametrizare a curbei C este : 
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[ ]
cos ;

0,2
sin ,

x

y

= θ
θ∈ π

= θ
. 

x

y

1−

1

1

1−

O

 
Fig. 9.3 

 Integrala devine atunci 

( ) ( )2 2

2 2

2 2 2

1 0
e d d e sin cos d 2 ex y

x y
y x x y

π+

+ =
− + = θ + θ θ = π∫ ∫� . 

 Deoarece curba C este o curbă închisă şi funcŃiile sunt continue, cu derivate parŃiale 

continue pe ( ){ }2 2, 1D x y x y= + ≤  se poate aplica formula lui Green: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2
2 2

2

2 2

1
1

2 1 2

0 0

e d d e 2 2 2 d d

2 e 1 d d e 1 2 2 2 e.

x y x y

x y
x y

y x x y x y x y+ +

+ =
+ ≤

π ρ

− + = + + =

= + ρ ρ ρ θ = − π + π = π

∫ ∫∫

∫ ∫

�
 

  13   Să se calculeze integrala ( ) ( ) ( )d d d
C

y z x z x y x y z− + − + −∫� , 

dacă C este elipsa 

2 2 2 , 0
:

01,

x y a a
C x z h

a h

 + = >


>+ =

 parcursă în sens trigonometric dacă privim 

din partea pozitivă a axei Ox . 
 Rezolvare. Elipsa considerată este un contur simplu, închis, ce mărgineşte suprafaŃa  

( ) 2 2 2, , 1,  
x z

D x y z x y a
a h

 
= + = + ≤ 
 

. 

O

y

x

z

aa−

Fig. 9.4 
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 FuncŃiile ( ) ( ) ( ), , ;  , , ;  , ,P x y z y z Q x y z z x R x y z x y= − = − = −  

sunt funcŃii continue care admit derivate parŃiale continue. Atunci aplicând formula lui 

Stokes, obŃinem : ( ) ( ) ( )d d d
C

y z x z x y x y z− + − + − =∫�  

( )
2 2 2

2d d 2d d 2d d 2 0 1 d d 2 .
D x y a

h
y z z x x y x y h a a

a
+ ≤

 = − − − = − + + + = − + π 
 ∫∫ ∫∫  

  14   Să se calculeze integrala: ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d d
C

y z x z x y x y z− + − + −∫� , 

unde C este secŃiunea cubului 0 ,  0 0,  0 0x a y z< < < < < <  cu planul 
3

2
x y z a+ + =  

parcursă în sens trigonometric, dacă privim din partea pozitivă a axei Ox . 
 Rezolvare. Curba MNPQRS obŃinută prin intersecŃia cubului cu planul este un 

hexagon regulat de latură 
2

2

a
. FuncŃiile  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2, , , , , , , ,P x y z y z Q x y z z x R x y z x y= − = − = −  

sunt funcŃii continue ce admit derivate parŃiale continue pe 3
ℝ . Aplicând formula lui Stokes, 

vom obŃine ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d d
C

y z x z x y x y z− + − + − =∫�  

( ) ( ) ( )
MNPQRS

2 2 d d 2 2 d d 2 2 d d .y z y z z x z x x y x y= − − + − − + − −∫∫  

SO ′

M

C ′

RB′
A ′

C

Q

BP
A

N O y

z

x

3

2
a

3

2
a

3

2
a

 
Fig. 9.5 

 Hexagonul MNPQRS fiind inclus în planul 
3

2
x y z a+ + =  obŃinem : 

1
cos cos cos

3
α = β = γ =  
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( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

3

VAPQCT VAPQCT

d d d

3 9
4 d d 6 d d .

2 2

C
y z x z x y x y z

x y a x y x y a x y a

⇒ − + − + − =

 = − + + − − = − = − 
 

∫

∫∫ ∫∫

�
 

  15   Să se calculeze integrala ( ) ( )d d d
C

x x x y y x y z z+ + + + +∫� , 

dacă C este curba [ ]
( )

sin ,

: cos ,                    0,2

sin cos ,

x a t

C y a t t

z a t t

 =


= ∈ π
 = +

. 

 Rezolvare. Curba C este elipsa obŃinută prin intersecŃia cilindrului 2 2 2x y a+ =  cu 

planul z x y= +  şi este o curbă simplă închisă care mărgineşte domeniul D pe planul 

z x y= + . 

 FuncŃiile ( ) ( ), , ,  , ,P x y z x Q x y z x y= = +  şi ( ), ,R x y z x y z= + +  fiind 

continue şi cu derivate parŃiale continue putem aplica formula lui Stokes şi vom obŃine: 

( ) ( )

2 2 2

2

d d d

d d d d d d d d .

C

D
x y a

x x x y y x y z z

y z z x x y x y a

+ ≤

+ + + + + =

= + − + = − = −π

∫
∫∫ ∫∫
�

 

 

  16   Să se calculeze 2 2d d d d d d
S

y z x y xz y z x y z x⋅ + +∫∫ , 

dacă S este suprafaŃa exterioară a corpului din primul octant limitat de suprafeŃele 
2 2 2 2;  1z x y x y= + + =  şi planele de coordonate. 

 Rezolvare. SuprafaŃa paraboloidului 2 2z x y= +  şi cea a cilindrului se întâlnesc în 

1z =  şi deoarece funcŃiile ( ) ( ), , ;  , ,P x y z Q x y z  şi ( ), ,R x y z  sunt continue şi cu 

derivate parŃiale continue se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski şi vom obŃine: 

( )

( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

0
1

, 0

/ 2 1
2 22 2 2 2 3

0 01
, 0

d d d d d d d d d

d d d

1 3 3
d d d d .

2 2 16

S

x y

x y
x y

x y
x y

y z x y xz y z x y z x y z x x y z

x y z z x y

x y x y x y

∂Ω= Ω

+

+ ≤
>

π

+ ≤
>

+ + = + + =

 
= + + = 

 

  π = + + + = ρ ρ θ =
 
 

∫∫ ∫∫∫

∫∫ ∫

∫∫ ∫ ∫
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y

x

z

1

1

D

O

 
Fig. 9.6 

  17   Să se calculeze fluxul vectorului de poziŃie a xi yj zk= + +
�� ��

 prin suprafaŃa 

conului 2 21 ,  0z x y z= − + ≥ . 

 Rezolvare. Fluxul vectorului a
�

 prin suprafaŃa considerată va fi 

d d d d d d
S

x y z y z x z x yφ = + +∫∫ . 

y

x

z

1

1
A B

O

 
Fig. 9.7 

 Vom închide suprafaŃa conului cu discul din planul Ox y  ( )2 2 1x y+ ≤  şi vom 

aplica formula lui Gauss-Ostrogradski, deoarece ipotezele acesteia sunt îndeplinite 

( )

2 2 1
0

d d d d d d d d d d d d

1 1 1 d d d .

S
x y
z

x y z y z x z x y x y z y z x z x y

x y z

+ ≤
=

Ω

+ + + + + =

= + +

∫∫ ∫∫

∫∫∫
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Dar 
2 2 1

    0

d d d d d d 0

x y
z

x y z y z x z x y

+ ≤
=

+ + =∫∫  şi deci 3 d d dx y z
Ω

φ = =∫∫∫  

( ) ( )
2 2

2 12 2

0 0
1

3 1 d d 3 1 d d .

x y

x y x y
π

+ ≤

= − + = − ρ ρ ρ θ = π∫∫ ∫ ∫  

  18   Să se calculeze fluxul vectorului 2 2 2a x i y j z k= + +  prin octantul pozitiv al 

sferei ( )2 2 2 1  0,  0,  0x y z x y z+ + = > > > . 

 Rezolvare. Deoarece suprafaŃa considerată este deschisă, o vom închide adăugând 
planele de coordonate 0,  0,  0x y z= = = . Fluxul vectorului a  prin suprafaŃa considerată 

va fi: 
2 2 2d d d d d d

S

x y z y z x z x yφ = + +∫∫ . 

 Observăm că  

2 2

2 2

2 2

2 2 2

          0
1, , 0

2 2 2

          0
1, , 0

2 2 2

          0
1, , 0

d d d d d d

        d d d d d d

        d d d d d d 0.

z
x y x y

x
x y y z

y
x y x z

x y z y z x z x y

x y z y z x z x y

x y z y z x z x y

=
+ ≤ >

=
+ ≤ >

=
+ ≤ >

+ + =

= + + =

= + + =

∫∫

∫∫

∫∫

 

 Deoarece ( ) ( )2 2, , ,  , ,P x y z x Q x y z y= =  şi ( ) 2, ,R x y z z=  sunt funcŃii de clasă 

1C  pe 3
ℝ , suntem în condiŃiile formulei Gauss-Ostrogradski şi 

( )2 2 2 d d dx y z x y z
Ω

φ = + +∫∫∫ , 

unde ( ){ }2 2 2, , 1,  , , 0x y z x y z x y zΩ = + + ≤ ≥ . 

 Trecând la coordonate sferice  

[ ]sin cos , 0,1 ;

: sin sin , 0, ;
2

cos ,            0, ,
2

x

y

z

 = ρ θ ϕ ρ∈


π Ω = ρ θ ϕ θ∈    
 π  = ρ θ ϕ∈   

 Jacobianul 

transformării este 2 sinJ = ρ θ . ObŃinem: 
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( )

( )

/ 2 / 2 1 2

0 0 0

/ 2 / 2 2 2

0 0

/ 2 2 2

0

2 sin cos sin sin cos sin d d d

1
  sin cos sin sin sin cos d d

2
1 3

  sin sin sin cos d .
2 2 8

π π

π π

π

φ = ρ θ ϕ + ρ θ ϕ + ρ θ ⋅ρ θ ρ θ ϕ =

= θ ϕ + θ ϕ + θ θ ϕ θ =

π π = θ + θ + θ θ θ = 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 

  19   Să se calculeze integrala 2 2 2d d d d d d
S

x y z y z x z x y+ +∫∫ , 

dacă S este suprafaŃa exterioară a conului [ ]
2 2 2

2 2 2
0,  0, ,  , 0

x y z
z b a b

a a b
+ − = ∈ > . 

 Rezolvare. Deoarece suprafaŃa S este o suprafaŃă deschisă, o vom închide considerând 

discul ( ){ }2 2 2, , ,  D x y z z b x y a= = + ≤  

2 2 2

2 2 2 2 2 2d d d d d d d d
D

x y a

x y z y z x z x y b x y a b

+ ≤

+ + = = π∫∫ ∫∫ . 

 Deoarece funcŃiile ( ) ( )2 2, , ,  , ,P x y z x Q x y z y= =  şi ( ) 2, ,R x y z z=  sunt 

funcŃii de clasă 1C  pe 3
ℝ  şi suprafaŃa S D∪  este o suprafaŃă închisă, putem aplica formula 

Gauss-Ostrogradski şi vom obŃine: 

( )

( )

( )

( )

2 2
2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

22 2

0 0

d d d d d d 2 2 2 d d d

     2 d d d

     2 1 1 d d
2

     2 1 cos sin
2

S

b

b
x y

ax y a

x y a

a

x y z y z x z x y a b x y z x y z

x y z z x y

x y b x y
x y b x y

a a

b b
b

a

Ω

+
+ ≤

+ ≤

π

+ + + π = + + =

 
= + + = 

 
 

   + + = + − + − =      

ρ ρ = ρ − θ + θ + − 
 

∫∫ ∫∫∫

∫∫ ∫

∫∫

∫ ∫
2 3 2 2

2
d d .

22

b a

a

ρ π
ρ θ =

 

 Deci, 
2 2

2 2 2d d d d d d
2S

a b
x y z y z x z x y

π
+ + = −∫∫ . 
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3. Test de autoevaluare 

  
Folosind formula lui Green, să se calculeze: 

1. 2 2d dx y x xy y
Γ

− +∫ , 

unde Γ  este cercul 2 2 2x y R+ =  parcurs în sens pozitiv. 

Răspuns. 
4

2

Rπ
. 

 2. ( )2 2d dI xy x x y y
Γ

= + −∫ , 

unde Γ  este conturul OAB∆  de vârfuri ( ) ( ) ( )O 0,0 ,  A 2,1 ,  B 1,2  parcurs în sens pozitiv. 

 Răspuns.  
3

2
. 

 3. ( ) ( )2 23 8 d 4 6 dI x y x x xy y
Γ

= − + −∫ , 

unde Γ  este frontiera domeniului 

( ){ }, 1,  0,  0D x y x y x y= + ≤ ≥ ≥ . 

 Răspuns.  
5

3
. 

 Să se calculeze integralele de suprafaŃă, utilizând formula Gauss-Ostrogradski: 

 4. d d d d d d
S

x y z y z x z x y+ +∫∫ , 

unde S este faŃă exterioară a domeniului din 3
ℝ , delimitat de planele 

,  0,  0,  0x y z a x y z+ + = = = = . 

 Răspuns.  
3

2

a
. 

 5. ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d d d d d
S

I x y z y z y z x z x z x y x y= − + − + −∫∫ , 

unde S este faŃa exterioară a sferei 2 2 2 2x y z R+ + = . 

 Răspuns. 0. 

 6. d d d d 2 d d
S

I x y z y z x z x y= + −∫∫ , 

unde S este forŃa exterioară a domeniului din 3
ℝ  mărginit de planele 

0, 0, 0,  1,  1,  1x y z x y z= = = = = = . 

 Răspuns. 0 . 
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 Să se calculeze integralele următoare, aplicând formula lui Stokes: 

 7. 



2 2 2

ABCA

d d dy x z y x z+ +∫ , unde 
ABCA  este conturul poligonal determinat de 

punctele ( ) ( ) ( )A ,0,0 ,  B 0, ,0 ,  C 0,0,a a a . 

 Răspuns. 3a− . 

 8. ( ) ( ) 22 d 1 d dx z x y z y z z
Γ

− + − + +∫ , 

unde Γ  mărgineşte suprafaŃa 

( ) [ ]{ }2 2 2, , , 1,2 , 0, 0S x y z x y z z x y= + = ∈ ≥ ≥ . 

 Răspuns. 0. 

 9. Fie câmpul vectorial ( ) ( ), , 2 2 ,2 2 ,2 2F x y z z y x z y x= − − −  

şi elipsoidul 
2 2

2 1
4 9

x y
z+ + =  Să se calculeze circulaŃia câmpului F în lungul curbei de 

intersecŃie dintre elipsoid şi semiplanele de coordonate 0x ≥ , 0y ≥ , 0z ≥  în sens pozitiv. 

 Răspuns. 11π . 
 

 10. Să se calculeze ( )d d
D

x y x y
∂

− +∫� , dacă 

( ){ }2 2, 2 ,  0D x y x y x y= + ≤ ≥ . 

 Răspuns.  
2

π
. 

 11. Să se calculeze integrala 

( ) ( ) ( )d d d
C

y z x z x y x z z− + − + −∫� , 

curba C este obŃinută prin intersecŃia cilindrului 2 2 1x y+ =  cu planul 1x z+ = . 

 Răspuns. 4π . 
 12. Să se calculeze integrala 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d d d
C

y z x x z y x y z+ + + + +∫� , 

dacă C este curba aflată la intersecŃia sferei 2 2 2 2x y z R x+ + = ⋅ ⋅  cu cilindrul 
2 2 2 ,  0 ,  0x y r x r R z+ = ⋅ ⋅ < < > , parcursă în sens trigonometric privind dinspre partea 

pozitivă a axei Ox. 

 Răspuns. 22 Rrπ . 
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4. Temă de control 

 
 
1. Să se calculeze integrala 

( )2 2 3 2 21
2 d d d d d d

3
S

x xy y z z y z x xy x y x y
 + + − + + 
 ∫∫ , 

unde S este suprafaŃa exterioară a solidului comun suprafeŃelor 
2 2

2
4 9

x y
z+ =  şi 

2 2
2

4 9

x y
z+ = . 

 Răspuns. 16π . 

 2. Să se calculeze integrala 2 2 2d d d
C

y x z y x z+ +∫� , 

dacă C este curba lui Viviani definită prin intersecŃia suprafeŃelor 2 2 2 2x y z a+ + =  şi 
2 2 ,  0x y a x a+ = ⋅ > . 

 Răspuns. 
3

4

aπ
− . 

 3. CalculaŃi direct şi apoi verificaŃi rezultatul folosind formula Stokes, următoarea 

integrală curbilinie 2 3d d dx y x y z z
Γ

Γ = + +∫ , 

unde Γ  este cercul 
2 2 2;

:
0.

x y R

z

 + =
Γ 

=
 

 Răspuns. 
6

8

R
I

π
= − . 

4. DeterminaŃi cu ajutorul teoremei Gauss-Ostrogradski fluxul câmpului vectorial 
2 2v x yi xy j xyzk= + +  

prin suprafaŃa S ce este bordura domeniului  

( ){ }3 2 2 2 2, , ,  0,  0,  0 ,  0x y z x y z R x y z RΩ = ∈ + + ≤ ≥ ≥ ≥ >ℝ ,  

în direcŃia normalei exterioare. 

 Răspuns. ( )
5

,
3

R
v Sφ = . 

 5. Să se calculeze integrala ( )3 3 3cos cos cos d
S

I x y z= α + β + γ σ∫∫ , 

unde S este suprafaŃa sferei 2 2 2 2 ,  0x y z R R+ + = > , iar ,  ,  α β γ  sunt unghiurile formate 

de normala exterioară cu direcŃia pozitivă a axelor de coordonate. 



 245 

 Răspuns. 512

5
I R= π . 

 6. CalculaŃi folosind formula Gauss-Ostrogradski integrala de suprafaŃă: 

d d d d d d
S

I xz x z yx y x zy z y= + +∫∫ , unde S este bordura domeniului 

( ){ }3 2 2 2, , , 0, 0, 0 ,   ,x y z x y R x y z h R h ∗
+Ω = ∈ + ≤ ≥ ≥ ≤ ≤ ∈ℝ ℝ . 

 Răspuns. 2 2

3 3

R h
I R h

π = + 
 

. 

 7. DeterminaŃi fluxul câmpului vectorial 2 2 2v x i y j z k= + +  

prin suprafaŃa S a conului ( )
2 2 2

3
2 2 2

, , 0,  0
x y z

x y z z b
a a b

  
Ω = ∈ + − ≤ ≤ ≤ 

  
ℝ , 

în direcŃia normalei exterioare. 

 Răspuns. ( )
2 2

,
2

a b
v S

π
φ = . 

8. Să se calculeze, folosind formula integrală a lui Stokes, integrala: 

d d d
C

I y x z y x z= + +∫� , 

unde C este conturul aflat la intersecŃia planului 0x y z+ + =  cu sfera 
2 2 2 2,  0x y z a a+ + = > , parcurs în sens direct faŃă de axa Ox. 

 Răspuns. 2 3aπ . 
 9. Să se calculeze, folosind formula integrală lui Gauss-Ostrogradski, integrala: 

( ) ( ) ( )d d d d d d
S

I x y z y z y z x z x z x y x y= − + ∧ + − + ∧ + − + ∧∫∫� , 

unde S este suprafaŃa tetraedrului ABCO cu vârfurile ( )A 1,0,0 , ( )B 0,1,0 , ( )C 0,0,1  şi 

( )O 0,0,0 . 

 Răspuns. 
1

.
2

 

10. (i) Să se calculeze în două moduri integrala: 2 2d d
C

I x y x x y y= − ⋅ + ⋅∫ , 

unde C este curba închisă dată de ecuaŃia: 2 2 2 ,  0x y a a+ = > . 

      (ii) CalculaŃi valoarea integralei: ( )
�

2 2

AB

dI x y x= +∫ , 

unde �AB  este arcul din cercul 2 2 2x y x+ = ⋅  cu ( ) ( )A 0,0  şi  B 1,1 . 

 Răspuns. (i) 4

2
a

π
;  (ii) 1. 
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În dorinŃa de ridicare continuă a standardelor desfăşurării activitatilor 
dumneavoastra, va rugăm să completaŃi acest chestionar şi să-l transmiteŃi 
indrumatorului de an. 
 
Disciplina:  ANALIZĂ MATEMATICĂ 
Unitatea de invatare/modulul:__________________ 
Anul/grupa:__________________________ 
Tutore:_________________________ 
 
Partea I . ConŃinut  
 
1. Care dintre subiectele tratate in aceasta unitate/modul consideraŃi că este cel 
mai util şi eficient? Argumentati raspunsul. 
 
 
 
 
 
2. ConsideraŃi că este necesară reluarea, sub forma de recapitulare, a unor 
cunoştinŃe de Analiză matematică din liceu care stau la baza acestei discipline ? 
ArgumentaŃi. 
 
 
 
 
3. Ce subiecte din acesta unitate de invatare/modul consideraŃi că ar fi trebuit să 
fie tratate mai extins ? 
 
 
 
 
4.  La care aplicatii practice ati intampinat dificultati in procesul de învăŃare? 
Care credeti ca este motivul dificultatilor întâlnite? 
 
 
 
 
5. Timpul alocat acestui modul a fost suficient?  
 
 
6. Daca ar fi sa va evaluati cunostintele acumulate din parcurgerea unitatii de 
invatare/modului, care este nota pe care v-o alocati, pe o scala de la 1-10?. 
Argumentati. 
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Partea II.  Impresii generale 
1. Acest modul a întrunit aşteptările dumneavoastră? 
 
 
 
 
2. AveŃi sugestii care să conducă la creşterea calităŃii  acestei unitati de 
invatare/modul? 
 
 
 
 
 
3. AveŃi propuneri pentru alte teme în cadrul acestei discipline ? Argumentati. 
 
 
 
 
 
4. CunoasteŃi care sunt disciplinele de studiu din semestrele următoare la care 
veŃi utiliza cunostinŃele dobândite la această disciplină ? 
 
 
 
 
5. ApreciaŃi că disciplinele de Matematică sunt utile şi importante la formarea 
Dvs intelectuală şi profesională prin dezvoltarea capacităŃilor de abstractizare, 
generalizare şi sinteză, prin crearea şi dezvoltarea unui raŃionament logic şi 
riguros, a unei argumentări fundamentate  ? 
 
 
 
 
 
Vă mulŃumim pentru feedback-ul dumneavoastră! 

    

     În totalitate 
 

   În mare măsură    În mică măsură    Nu 


