
 

TEMĂ DE CONTROL Nr. 1 (L7, L8) 

 

1 Fie [ ] ( ): 1,1 ,   arcsinf f x x− → =ℝ  şi 

( ) ( )
2

arcsin
: 1,1 ,  

1

x
g g x

x
− → =

−
ℝ . 

a) Să se dezvolte în serie de puteri ale lui x funcŃia  f  şi să se precizeze mulŃimea pe 

care are loc dezvoltarea. 

b) Să se studieze natura integralei 

1

2
0

arcsin
d

1

x
I x

x
=

−
∫  şi apoi să se calculeze valoarea sa. 

c) Utilizând rezultatele obŃinute, să se deducă sumele seriilor numerice 

( )21

1

2 1n n

∞

= −
∑  şi 

2
1

1

n
n

∞

=
∑ . 

2 Să se dezvolte în serie de puteri ale lui x funcŃia :g →ℝ ℝ , definită prin 

( )
0

e 1
d

x t

g x t
t

−
= ∫ . Să se determine mulŃimea de convergenŃă a seriei obŃinute şi să se arate 

că ( )
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∑ ∑∫ . 

 3 a) Fie funcŃia 
2:f →ℝ ℝ , definită prin 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
,  pentru  , 0,0 ;

,

0,             pentru  , 0,0 .

xy
x y
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x y

 ≠ += 
 =

 

Să se studieze continuitatea, existenŃa derivatelor parŃiale şi diferenŃiabilitatea funcŃiei  

f  în ( )0,0 . 

  b) Să se calculeze 

/ 2

0

sin ,cos d
2 2

n

n

t t
I f t

π
  =     ∫ , pentru 2n k= , 

2 1n k= + . 

  c) Să se arate că şirul de funcŃii :ng →ℝ ℝ  definite prin 

( ) ( )21
,

2
ng x f x n

n
= ⋅  este uniform convergent pe ℝ  către o funcŃie continuă :g →ℝ ℝ  

şi să se calculeze ( ) ( )lim n
n

g x g x
→∞

= . 



 

4 Se consideră funcŃia [ ] [ ]: 1,1 1,1F − × − →ℝ  continuă în raport cu ansamblul 

variabilelor, cu proprietatea că există 
*,  ,  kα β ∈ℝ , astfel încât 

( ) ( ) ( ) [ ], , ,   ,  1,1F u v F v u k u vα ⋅ + β ⋅ = ∀ ∈ − . 

a) Să se calculeze ( )
/ 2

0

sin ,cos dI F x x x

π

= ∫ . 

b) Să se determine 
*,  ,  kα β ∈ℝ  pentru cazul particular ( )

2 2 2
,

5 4

u uv
F u v

uv

+ +
=

+
, 

unde [ ], : 0, 1,1
2

u v
π  → −  

, ( ) ( )sin ,  cosu x x v x x= = . 

Utilizând rezultatele obŃinute anterior, să se calculeze valoarea integralei 
/ 2 2

0

sin sin 2 2
d

5 2sin 2

x x
J x

x

π
+ +

=
+∫ . 

 

5 (i) Să se calculeze 
3

0

d

1

x

x

∞

+∫ . 

  (ii) Să se determine λ∈ℝ  astfel încât integrala 
2

0

dx

x x

∞

− + λ∫  să fie 

convergentă; 

  (iii) Fie 

1

,

0

ln dk n
k nI x x x= ⋅∫ , unde ,  k n∈ℕ , ( )0,0 1I = . 

a) Să se arate că , , 1,  1
1

k n k n

n
I I n

k
−= − ⋅ ≥

+
. 

b) Să se arate, folosind integrarea termen cu termen a seriilor de funcŃii că 

( )
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∞
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6 a) Să se găsească mulŃimea din ℝ  pe care converge seria ( ) 1

1

1
n

n

n

x

n

∞
−

=

− ⋅∑  şi 

să se cerceteze convergenŃa uniformă pe [ ]0,1 . 

 b) Să se calculeze ( ) ( ) 1

1

1
n

n

n

x
S x

n

∞
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=

= − ⋅∑  pentru x în mulŃimea de 

convergenŃă. 



 

 c) Folosind 
( ) 1 2

2
1

1

12

n

n n

−∞

=

− π
=∑ , să se calculeze 
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+
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 d) Să se demonstreze convergenŃa şi să se calculeze integrala 

( )
1

0

ln ln 1 dI x x x= ⋅ +∫  folosind dezvoltarea în serie de puteri a funcŃiei ( )ln 1 x+  în jurul 

lui zero. 

 

7 Fie integralele ( )
( )2

0

sin
d

1

tx
y t x

x x
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=
+∫  şi ( )

( )2

0
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d

1

tx
z t x
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∞

=
+∫ , unde 

[ )0,t∈ +∞ . Să se verifice aplicabilitatea teoremei de derivabilitate în raport cu parametrul t. 

 

8 Să se calculeze integrala ( )

2
2

2

0

e d

x
x
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 α∞ − +  
 α = ∫ . 

 

 9 Din calculul integralei ( ) ( )
2

0

e cos dxF t tx x

∞
−= ⋅∫ , să se obŃină valoarea 

integralei ( )
2

0

e cos dxI x x

∞
−= ⋅ π∫ . 

 

10 Ştiind că 
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d e

21

aax
x

x

∞
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+∫ , să se calculeze 
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 11 Să se găsească o relaŃie între integralele 1

0

d

1 n

x
I

x

∞

=
+

∫  şi 

1
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0

d

1 n
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x
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−
∫ , stabilind mai întâi condiŃia pe care trebuie să o îndeplinească n∈ℝ , astfel 

ca 1I  şi 2I  să fie convergente. 

 12 Să se calculeze ( )( )
1

0

ln dI x x= Γ∫ , unde ( )xΓ  este funcŃia lui Euler. 


